第 三 版 前 言 


华东 师范 大 学 数学 系 编写 的 《数学 分 析 》 上 下 册 经 过 国家 教委 组 织 的 专家 
评审 , 列 入 “ 九 五 "教委 级 重点 教材 ;并 承 高 等 学 校 数 学 和 力学 指导 委员 会 基础 数 
学 教学 指导 组 对 教材 修订 提出 上 其 体 指 时 意见 ,我 系数 学 分 析 编 写 组 对 本 书 在 第 
二 版 使 用 基础 上 进行 修订 . 

此 次 修订 前 我 们 广泛 征求 了 各 使 用 院 校 的 意见 ,召开 了 使 用 教材 情况 的 座 
谈 会 ,许多 具有 丰富 教学 经 验 的 教师 对 本 教材 修改 提供 了 许多 积极 .中 肯 的 意 
见 .在 此 基础 上 ,我 们 在 现行 数学 分 析 教 学 大 岗 的 范围 内 对 一 些 内 容 进行 适当 调 
整 和 增删 ;同时 考虑 到 近代 数学 分 析 教 材 发 展 潮流 ,适度 地 反映 这 方面 的 进展 情 
况 ,以 适应 对 21 世纪 新 教材 的 需求 ， 

关于 实数 理论 ,不 少 同类 教材 由 小 数 出 发 叙述 实数 理论 ,这 种 方式 比较 容易 
理解 ,并 且 与 中 学 数学 教学 衔接 得 比较 紧密 .我 们 在 第 一 章 中 采用 由 小 数 引 进 实 
数 的 方法 ,并 由 此 证 明确 界 原理 ,希望 这 样 处 理 有 利于 读者 掌握 这 一 实数 基本 原 
理 . 

在 单 变 量 微分 学 中 , 除 按 传统 方式 由 速度 和 曲线 的 切线 引入 时 数 概念 外 , 同 
时 也 由 极 值 问题 引 入 稳定 点 概念 ,并 使 微分 中 值 定理 与 其 应 用 结合 得 更 为 紧密 . 

积分 理论 方面 ,在 引入 定 积分 基本 概念 后 ,提前 出 现 牛 顿 一 莱 布 尼 浆 公式 ， 
这 样 能 较 早 接触 定 积分 计算 .对 于 可 积分 条 件 先 作 直 观 描 述 ,并 用 来 证 明 茶 坚 函 
数 类 的 可 积 性 ,难度 较 大 的 可 积 性 三 个 充 要 条 件 放 到 该 章 最 后 一 节 ,可 根据 需要 
选用 .根据 使 用 院 校 意见 ,反常 积分 和 合 参 量 积 分 各 自 独立 成 章 ， 

二 重 积 分 的 变量 变换 公式 在 较 强 的 条 件 下 ,利用 格林 公式 进行 证 明 ; 一 般 条 
件 下 的 重 积分 变换 公式 采用 连续 模 一 致 逼近 的 方法 导出 ,对 希望 了 解 一 般 条 件 
下 严格 证 明 的 读者 可 能 有 益 , 这 个 证 明 放 在 重 积 分 最 后 一 节 . 

在 欧美 .俄罗斯 数学 分 析 教 材 中 对 向 量 信函 数 微分 学 和 外 微分 形式 相当 重 
视 ,在 应 用 数学 中 也 日 见 其 重要 性 .在 前 二 版 有 关内 容 的 基础 上 ,我 们 使 用 迭代 
法 证 明 反 函数 定理 ,并 由 此 证 明 隐 函 数 定理 及 求 导 法 ,使 得 相应 内 容 比较 容 甸 接 
受 ;外 积 运用 了 浅 近 的 解释 ,使 其 与 重 积分 变量 变换 公式 相 联系 .上 述 两 部 分 内 
容 以 “ 流 形 上 微 积分 学 初 阶 ”为 题 构成 第 二 十 三 章 内 容 , 供 选举 用 ， 

对 于 加 “x ”的 章节 ,教学 中 可 灵活 选用 ,也 可 作为 读者 进一步 阅读 的 内容 或 
作为 选修 课 的 内 容 , 以 使 本 书 适合 多 种 层次 的 需求 . 


2 第 三 版 前 言 


附录 工 微 积 分 学 简 史 .由 张 黄 宙 教 授 作 了 修订 ,读者 可 从 此 附录 了 解 微 积 
分 学 发 展 的 线索 . 

附录 了 ”实数 理论 .采用 戴 德 金 分 划 由 有 理 数 集 的 分 划 叙 述 实数 完备 性 比 
较 直 观 、 优 美 , 仍 是 附录 的 重要 组 成 部 分 .但 用 小 数 讲述 实数 理论 与 实用 更 靠近 ， 
在 附录 最 后 添加 “无 限 小 数 四 则 运算 的 定义 "与 正文 相 呼 点 . 

附录 亚 ”积分 表 . 

在 这 次 修订 中 ,我 们 审查 了 全 部 习题 ,适当 进行 了 调整 和 补充 ,希望 能 更 好 
符合 教学 的 需要 

这 次 修订 由 吴 良 森 任 主编 . 

上 其 第 一 、 二 三 .四 .七 章 由 宁国 栋 编写 ;第 五 ,六 章 由 庞 学 诚 编写 ;第 八 、 
九 . 十 .十 一 章 由 毛 羽 辉 编写 ,上 册 由 毛 羽 辉 负 责编 写 组织 及 修改 . 

下 期 第 十 二 .十 三 .十 四 ,十 五 章 由 胡 善 文 编写 ;第 十 六 .十 七 .十 八 、 二 十 三 
章 由 吴 良 森 编 写 ; 第 十 九 、 二 十 二 十 一 、 二 十 二 章 由 魏 国 强 编 写 , 下 册 由 魏 国 强 
负责 编写 组 织 . 

最 后 由 吴 良 森 统 一 整理 . 庞 学 诚 、 魏 国 强 分 别 审阅 了 上 、 下 册 的 稳 件 . 

程 其 襄 教 授 、 陈 昌平 教授 、 张 英 宙 教授 阅读 了 第 二 十 三 章 主要 内 容 的 初稿 ， 
并 提出 了 宝贵 的 意见 ,对 他 们 的 鼓励 和 支持 深 表 感 谢 . 

郑 英 元 教授 对 修订 提 了 许多 积极 的 建议 . 

高 等 学 校 数学 和 力学 指导 委员 会 成 员 , 吉 林 大 学 孙 善 利 教 授 对 本 书 修改 所 
供 了 宝贵 的 意见 . 

陕西 师范 大 学 .华南 师范 大 学 、 南 京师 范 大 学 、 江 西 师范 大 学 广西 师范 大 
学 常熟 高 等 专科 学 校 等 院 校 数学 系 对 教材 修改 也 都 提出 过 仔细 的 意见 ,在 此 至 
以 深切 的 谢意 . 

华东 理工 大 学 谢 国 瑞 教授 和 交通 大 学 孙 薇 荣 教 授 仔细 审阅 了 本 书 上 册 的 入 
件 ,高 等 教育 出 版 社 高 尚 华 编 审 审阅 了 下 册 的 稿件 ,提出 许多 宝贵 意见 ,在 此 表 

第 三 版 中 还 会 有 许多 不 足 之 处 , 尽 切 希望 读者 批评 指正 . 


编者 
1999 年 9 月 


rh rr ent PE lira ppp nt er 


青 版 的 话 


本 书 自 1980 年 出 版 发 行 以 来 ,由 于 它 在 取材 、 体系、 可 读 性 诸 方面 较为 切合 
我 国教 学 实际 ,而 被 许多 兄弟 院 校 所 采用 ,并 于 1987 年 国家 教育 委员 会 举办 的 
全 国 优 秀 教材 评选 中 获 全 国 优 秀 奖 . 近 儿 年 ,许多 学 校 在 数学 教学 改革 中 ,更 新 
了 一 些 课程 ,对 数学 分 析 提 出 了 许多 新 的 要 求 .基于 这 些 情况 ,我 们 在 这 次 再 版 
中 , 除 订 正 初 版 中 的 某 些 疏漏 外 ,在 不 影响 本 书 原 有 体系 、 格 局 的 前 提 下 ,对 某 些 
内 容 作 了 适当 的 增删 和 调整 ,使 全 书 内 容 更 充实 ,结构 更 合理 , 且 有 更 大 的 选择 
性 ,以 期 适应 各 类 学 校 师 生 的 需要 

修改 的 主要 内 容 有 : 

在 第 一 章 精简 某 些 与 中 学 数学 相 重 复 的 函数 概念 ,增加 实数 集 有 关 的 一 些 
内 容 , 如 有 界 集 , 确 界 和 确 界 原理 等 . 

在 极限 理论 方面 ,把 出 发 点 改 为 “ 确 界 原理 "(原来 是 “单调 有 界 原理 ”), 并 在 
第 二 章 用 它 证 明 单 调 有 界定 理 ,第 四 章 用 它 证 明 实 指数 大 的 性 质 ,最 后 在 第 八 章 
完成 对 实数 完备 性 的 几 个 等 价 命题 的 证 明 , 相 应 地 ,在 附录 开 实 数理 论 中 ,也 改 
用 戴 德 金 分 划 说 定义 实数 ,并 证 明了 确 界 原理 (原来 采用 柯 西 列 定义 实数 , 虽 有 
不 少 优点 ,但 不 够 直观 ,不 易 理 解 ). 此 外 , 子 列 概念 提前 到 第 二 章 , 第 八 章 “极限 
与 连续 性 ( 续 )”( 原 为 第 七 章 ) 在 内 容 和 次 序 上 也 稍 作 调整 

对 于 微分 学 ,在 单元 部 分 ,把 原来 的 第 六 章 中 值 定理 与 导数 应 用 分 为 两 章 . 
在 新 的 第 六 章 “ 微 分 学 基本 定理 与 不 定式 极限 ?增加 了 导数 极限 定理 与 达 布 足 理 
(小 字 排 印 ), 用 以 揭示 导 函 数 的 性 质 ; 在 新 的 第 七 章 “ 运 用 导数 研究 函数 性 态 加 
强 了 日 益 显得 重要 的 是 函数 概念 .在 多 元 部 分 , 除 对 原 有 内 容 作 不 同 程度 精简 
外 ,主要 增加 了 第 十 九 章 “ 向 量 函 数 微分 学 ”, 以 便 在 更 一 般 形式 上 讨论 多 元 函数 
理论 ,使 读者 对 经 典 导数 概念 的 认识 得 以 深化 .这 一 章 目 前 暂 作 选 学 材料 ,期 请 
今后 能 逐步 用 向 量 函 数 的 方式 取代 传统 内 容 成 为 多 元 函数 微分 学 的 主体 . 

在 积分 学 方面 ,于 定 积分 中 补充 了 第 二 积分 中 值 定 理 (小 字 排 印 ). 压 缁 了 反 
常 积分 与 含 参量 积分 的 内 容 ,并 把 它 分 别 并 入 定 积 分 与 重 积分 各 章 中 .为 便于 重 
积分 部 分 的 教学 ,在 内 容 与 结构 上 也 稍 作 调整 ,其 中 第 二 十 章 主要 讲述 二 、 三 重 
积分 的 概念 .计算 与 应 用 ,在 第 二 十 一 章 除 对 二 重 积分 中 某 些 问题 作 进一步 讨论 
外 ,还 介绍 了 n 重 积分 (小 字 排 印 ) 和 含 参 量 非 正常 积分 . 此 外 ,我 们 删 去 了 反 
常 重 积 分 ”与 “外 微分 与 一 般 斯 托 克 斯 公式 ”两 节 . 


2 再 版 的 话 


关于 级 数 部 分 ,在 新 版 中 删 去 了 对 传 里 叶 级 数 一 致 收敛 性 的 进一步 讨论 . 

张 莫 害 教授 为 本 书写 了 “ 微 积 分 学 简 史 ”( 附 录 工 ). 我 们 认为 ,知道 一 点 微 积 
分 的 来 龙 去 脉 ,对 每 一 位 数学 教育 工作 者 来 说 是 必要 和 有 盖 的 . 

在 这 次 修订 中 ,我 们 重新 审查 了 本 书 的 全 部 习题 ,并 进行 了 调整 与 补充 ,以 
便 更 加 符合 教学 的 需要 .各 书 模 线 以 上 的 习题 仍然 是 必 做 题 ,每 册 书 末 都 附 有 计 
算 题 答 案 . 

在 新 版 中 ,用 记号 口 表示 命题 证 明 或 例题 求解 的 结束 .上 册 增 加 了 附录 于 
“积分 表 ”, 每 册 末 尾 增 设 了 名 词 和 人 名 索引 ,以 供 读者 检索 . 

这 次 修订 工作 由 程 其 襄 、 郑 英 元 、 毛 羽 辉 和 宁国 栋 等 四 人 完成 , 程 其 吉 教 授 
任 主 编 , 郑 英 元 负责 全 书 的 统一 整理 工作 .高 等 教育 出 版 社 郑 洪 深 同 志 为 本 书 的 
初版 和 再 版 做 了 许多 深入 细致 的 工作 .我 系数 学 分 析 教 学 组 成 员 对 本 书 的 修订 
工作 提出 过 许多 积极 的 建议 .本 书 自 出 版 以 来 深 得 广大 谈 者 的 关心 与 支持 .在 
此 ,我 们 一 并 致 以 深切 的 谢意 ,并 希望 谈 者 对 本 书 给 予 批评 与 指正 ， 


编 者 


上 册 :;1987 年 12 月 完成 初稿 ,1990 年 2 月 完成 修改 稿 . 
下 册 ;1988 年 6 月 完成 初稿 ,1990 年 6 月 完成 修改 稿 . 
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编者 的 话 (初版 ) 


本 书 是 根据 1977 年 高 等 学 校 理科 数学 教材 大 网 讨论 会 所 制定 的 《数学 分 
析 ) 大 纲 编写 的 .全书 分 上 、 下 两 册 , 可 作为 高 等 师范 院 校 数学 系 教学 用 书 ,以 及 
其 他 高 等 院 校 有 关 专 业 的 教学 参考 书 . 

关于 本 书 的 使 用 兹 作 以 下 一 些 说 明 : 在 极限 问题 的 处 理 上 , 虽 一 开始 就 采用 
e 一 6 定义 ,但 若干 较 难 的 理论 证 明 则 放 到 微分 学 之 后 .实数 理论 作为 附录 放 在 
上 册 的 末尾 .有 关 和 集合 的 基本 概念 ,目前 尚未 在 中 学 里 全 面 普及 , 仍 在 附录 了 中 
作 了 简要 的 介绍 .本 书 有 部 分 内 容 用 小 号 字 排 印 , 在 实际 教学 中 可 视 情况 选用 . 
本 书 各 节 都 附 有 适量 的 习题 ,并 把 它们 分 为 基本 题 与 选 作 题 两 类 ,中 间 用 一 道 模 
线 分 开 , 横 线 之 后 的 习题 和 各 章 的 总 练习 题 ,读者 可 在 教师 指导 下 挑选 一 部 分 进 
行 练习 , 书 末 并 附 有 计算 题 的 答案 . 

本 书 由 程 其 襄 教 授 主 编 , 编 写 组 写 出 初稿 后 ,经 程 其 襄 . 周 彭 年 郑 英 元 修改 
定稿 ( 郑 英 元 执笔 整理 ). 先 后 参加 本 书 编写 工作 的 有 :; 陈 昌平 . 陈 美 廉 、 徐 匆 涛 、 
曹 伟 杰 、. 杨 庆 中 、 黄 丽 萍 、 张 芮 宙 、 宋 国 栋 等 同志 .此 外 , 林 克 伦 、 华 爆 铣 . 顾 蕉 蓉 等 
同志 也 参加 过 一 些 工作 . 

北京 师范 大 学 ,武汉 大 学 担任 本 书 主 审 ,先后 参加 审 稿 的 单位 有 :上 海 师范 
学 院 .安徽 师范 大 学 、 吉 林 师 范 大 学 、 曲 单 师范 学 院 、 西 藏 师范 学 院 、 陕 西 师 纱 大 
学 .贵阳 师范 学 院 .徐州 师范 学 院 、 新 乡 师范 学 院 以 及 四 镍 师范 学 院 、. 华 中 师范 学 
院 .华南 师范 学 院 .江西 师范 学 院 .昆明 师范 学 院 、 南 京师 范 学 院 等 .甘肃 师范 大 
学 的 同志 也 对 本 书 上 册 提 出 过 仔细 的 修改 意见 .在 审查 过 程 中 ,大 家 对 原稿 提出 
了 许多 宝贵 的 意见 和 建议 ,我 们 曾 根 据 这 些 意见 作 过 许多 重大 的 修改 ,特此 表示 
让 心 的 感谢 . 

由 于 我 们 水 平 有 限 , 晤 切 希 望 读 者 对 本 书 的 缺点 错误 给 予 批评 指正 . 


编者 
1979.11 
又 及 ,本 书 最 后 定稿 时 , 曾 黑 一 九 八 DO 年 五 月 在 上 海 举行 的 高 等 学 校 理科 效 
学 教材 编审 委员 会 审 订 的 《数学 分 析 》 大 岗 作 了 修订 . 
编者 
1980.9 
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第 一 章 ”实数 集 与 函数 


S ] 实数 1 
一 ”实数 及 其 性 质 | 

二 ” 缩 对 值 与 不 等 式 pp 3 
dS2 数 集 . 确 界 原理 So 4 
区 闻 与 邻 城 5 

二 有 界 集 , 确 界 原理 ppp S 
8S3 丽 数 概念 10 
-一 丽 数 的 定 放 区 10 
二 ”天数 的 表示 让 和 11 

三 天数 的 四 则 运算 .pp 11 

四 ”复合 消 数 en 12 

五 反 汉 数 ne 13 

六 ”初等 函数 14 
S4 ”具有 某 些 特 性 的 函数 16 
—. 有 界 阴 数 a 16 
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YS1 实 数 


数学 分 析 人 研究 的 基本 对 象 是 定义 在 实数 集 上 的 项 数 .为 此 ,我 们 先 简 要 叙述 
实数 的 有 关 概 念 . 
一 ”实数 及 其 性 质 
在 中 学 数学 课程 中 ,我 们 知道 实数 由 有 理 数 与 无 理 数 两 部 分 组 成 .有 理 数 可 
用 分 数 形式 马 (p、g 为 整数 ,9 天 0) 表 示 , 也 可 用 有 限 十 进 小 数 或 无 限 十 进 循环 
小 数 来 表示 ;而 无 限 十 进 不 循环 小 数 则 称 为 无 理 数 .有理数 和 无 理 数 统称 为 实 
数 . 
为 了 以 下 讨论 的 需要 ,我 们 把 有 限 小 数 ( 包 括 整数 ) 也 表示 为 无 限 小 数 .对 此 
我 们 作 如 下 规定 ;对 于 正 有 限 小 数 ( 包 括 正 整数 )x， 当 i 时 ,其 
中 0 委 a 委 9,， =1,2,…,7 ,aa 天 0,ao 为 非 负 整 数 , 记 
Z 二 CQ0.Q142m(a — 1)999 9 …， 
而 当 二 = ao 为 正 整数 时 , 则 记 
r= (a0— 1).999 9.…, 
例如 2.001 记 为 2.000 999 9…; 对 于 负 有 限 小 数 (包括 负 整 数 )y, 则 先 将 一 y 表 
示 为 无 限 小 数 , 再 在 所 得 无 限 小 数 之 前 加 负 号 ,例如 一 8 记 为 -7.999 9…; 叉 规 
定数 0 表示 为 0.000 0…. 于 是 ,任何 实数 都 可 用 一 个 确定 的 无 限 小 数 来 表示 . 
我 们 已 经 熟知 比较 两 个 有 理 数 大 小 的 方法 . 现 定义 两 个 实数 的 大 小 关系 . 
定义 1 给 定 两 个 非 负 实数 
TT 二 oP y 一 bo.b1b2*** Or", 
其 中 ap 为 非 灸 整数 ,a ,bi(k 二 1,2,…) 为 整数 ,0 志 a 夸 9,0 志 bi 全 9. 帮 有 
ar = besk = 0,1,2,.…, 
则 称 z 与 y 相等 , 记 为 x =y; 若 ao > bo 或 存在 非 负 整数 1, 使 得 
a = bi(k = 0,1,2,%,7) Wm a > br, 
则 称 过 大 于 y 或 y 小 于 zz, 分 别 记 为 过 >y 或 ? 禄 工 . 


站 
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对 于 负 实 数 x ,y, 若 按 上 述 规定 分 别 有 一 zx = 一 y 与 -zx> 一 y, 则 分 别称 x 
=y Ty( 或 yz), 男 外 ,自然 规定 任何 非 负 实数 大 于 任何 人 负 实 数 . 

以 下 给 出 通过 有 限 小 数 来 比较 两 个 实数 大 小 的 等 价 条 件 . 为 此 , 先 给 出 如 下 

定义 2 设 z=ao.ala…a… 为 非 负 实 数 . 称 有 理 数 

T = Q0.Q102Q， 
为 实数 z 的 n 位 不 足 近 似 ,而 有 理 数 
1 

Xn 十 107 
称 为 x 的 nn 位 过 剩 近似 ,n= 二 0,1,2,…. 

对 于 负 实 数 xz = 一 a0.a1a2…an…, 其 nn 位 不 是 近似 与 过 剩 近似 分 别 规定 


为 


ZX， 二 一 Q0.QG102…Qn 一 让 与 一 一 C0.a1a2…Q，， 

注 不 难看 出 ,实数 z 的 不 足 近 似 z 当 ?” 增 大 时 不 减 , 即 有 zo 委 Zi 乏 
z2 志 …, 而 过 剩 近 似 z; 当 nn 增 大 时 不 增 , 即 有 zo 之 zi 宇 z2 之 …. 

我 们 有 以 下 的 

命题 设 r=ao.aia2… 与 y=bo.601b，… 为 两 个 实数 , 则 x 二 y 的 等 价 条 
件 是 :存在 非 负 整数 ”, 使 得 

Tn > Jr， 

其 中 zx, 表示 Zz 的 nn 位 不 足 近似 ,y, 表 示 yy 的 nn 位 过 剩 近 似 . 

关于 这 个 命题 的 证 明 , 以 及 关于 实数 的 四 则 运算 法 则 的 定义 ,可 参阅 本 书 附 
录 卫 第 八字 . 

例 1 设 r、y 为 实数 ,z< yy. 证明: 存在 有 理 数 x 满 正 

TT<r<y. 
证 ”由 于 之 y, 故 存在 非 负 整数 n ,使 得 zx, < y,. 令 
r= (zn + yx), 
则 > 为 有 理 数 , 且 有 
TRI, <r< Ry, 

即 得 <r<y. 

为 方便 起 见 ,通常 将 全 体 实 数 构成 的 集合 记 为 及 , 印 

R = {zx|z 为 实数 ). 
实数 有 如 下 一 些 主要 性 质 . 
1. 实数 集 及 对 加 减 . 乘 、 除 (除数 不 为 0) 四 则 运算 是 封闭 的 , 即 任意 两 个 
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实数 的 和 、 差 积 、 商 (除数 不 为 0) 仍然 是 实数 . 

2. 实数 集 是 有 序 的 , 即 任意 两 实数 a、b 必 满 足下 述 三 个 关系 之 一 :4 所 D， 
a=b,a>6. 

3. 实数 的 大 小 关系 具有 传递 性 , 即 若 a >>5,65>c, 则 有 a>>c. 

4. 实数 具有 阿 基 米 德 (Archimedes) 性 , 即 对 任何 a .ER, 石 2>a>0, 则 
存在 正 整 数 n ,使 得 na 之 b. 

5. 实数 集 R 具有 稠密 性 , 即 任何 两 个 不 相等 的 实数 之 间 必 有 另 一 个 实数 ， 
且 既 有 有 理 数 ( 见 例 1) ,也 有 无 理 数 . 

6. 如 果 在 一 直线 (通常 画 成 水 平 直 线 ) 上 确定 一 点 O 作为 原点 ,指定 一 个 
方向 为 正 向 (通常 把 指向 右 方 的 方向 规定 为 正 向 ) ,并 规定 一 个 单位 长 度 , 则 称 此 
直线 为 数 轴 . 任 一 实数 都 对 应 数 轴 上 唯一 的 一 点 ;反之 , 数 轴 上 的 每 一 点 也 都 唯 
-- 地 代表 一 个 实数 .于 是 ,实数 集 R 与 数 轴 上 的 点 有 着 一 一 对 应 关系 .在 本 书 以 
后 的 叙述 中 , 常 把 “实数 a" 与 “ 数 轴 上 的 点 a” 这 两 种 说 法 看 作 具 有 相同 的 含义 . 

例 2 设 a.bER. 证 明 : 若 对 任何 正 数 e 有 a<bt+e , 则 a5. 

证 ”用 反 证 法 .倘若 结论 不 成 立 , 则 根据 实数 集 的 有 序 性 ,有 a>6. 令 e=a 
-6, 则 为 正 数 且 a =65+e ,但 这 与 假设 a<5+e 相 予 盾 . 从 而 必 有 a 委 0. 

关于 实数 的 定义 与 性 质 的 详细 论述 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 本 书 附 录 目 . 


二 ”绝对 值 与 不 等 式 


实数 a 的 绝对 值 定义 为 

a,a 宇 0， 

al = 
—a,a<<0. 
从 数 轴 上 看 , 数 a 的 绝对 值 |a | 就 是 点 a 到 原点 的 距离 . 
实数 的 绝对 值 有 如 下 一 些 性 质 : 
1. cl=1=-azl>0; 当 且 仅 当 a=0 时 有 |a| =0. 
2. - ial 过 a 上 al|. 
3 lal<hO-h<a<h;lal<hO- hah (h>0). 
4, 对 于 任何 a、5ER 有 如 下 的 三 角形 不 等 式 : 
[lal -Ib6| 寺 latb|l 吉 lal + i161!. 


$s. lab|=|lalle . 


| 
6. 全 =12| (6 天 0). 
下 面 只 证 明 性 质 4, 其 余 性 质 由 读者 自行 证 明 . 


由 性 质 2 有 
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-lal<a<lal,-16|l ob. 
两 式 相 加 后 得 到 
- (lal+|6|l)a+t+b 革 la|l+l|6l. 
根据 性 质 3, 上 式 等 价 于 
la+b| 寺 lal+|6l. (1) 
将 (1) 式 中 5 换 成 一 5,(1) 式 右边 不 变 , 即 得 |a 一 5| 志 |al+ 16|, 这 就 证 明了 性 
质 4 不 等 式 的 右 半 部 分 .又 由 jelj=jla-po+pbl, 据 (1) 式 有 
al 过 la-bl+16|. 


从 而 得 
la| -Ibp| 过 la-6b|. (2) 
将 (2) 式 中 心 换 成 -5, 即 得 |jal-joj 委 ja+o|. 人 性 质 4 得 证 . 品 
习 题 


1. 设 a 为 有 理 数 ,z 为 无 理 数 .证 明 

(1) w+z 是 无 理 数 ; (2) 当 天 0 时 ,az 是 无 理 数 . 
2. 试 在 数 轴 上 表示 出 下 列 不 等 式 的 解 : 

(1) x(x* -1)>0; (2)|z-1l<|zr-3|; 

(3) Vz-1-V2r-1l>vV3r-2. 
3. 设 a .bER. 证 明 : 若 对 任何 正 数 e 有 |a 一 b|<e, 则 a= 6. 
4. 设 z 关 0, 证 明 | = + 二 | 之 2, 并 说 明 其 中 等 号 何 时 成 立 
5. 证 明 : 对 任何 xER 有 

(1) lz-1ll+lz=-2l> (2)|z-1l+|z-2|+|zx-3|>2. 
6. 设 a.b、cER' (R' 表示 全 体 正 实数 的 集合 ). 证 明 

[IVa*+b*-w a*:+c | 过 < 15-c|. 
你 能 说 明 此 不 等 式 的 几何 意义 吧 : 


7. 设 zx>0,5>0,a 天 6. 证明 2 于 介 于 1 与 4 之 间 ， 


8. 设 户 为 正 整数 .证 明 : 和 者 户 不 是 完全 平方 数 , 则 V p 是 无 理 数 ， 
9 设 。5 为 给 定 实数 .试用 不 等 式 符号 (不 用 绝对 值 符号 ) 表 示 下 列 不 等 式 的 解 : 
(1) |xz—-al<|lz-6l; CQ)|Iz-al<x-b; (3)|x* -al<&b. 


$ 2” 数 集 : 傅 齐 尿 理 


本 节 中 我 们 先 定义 R 中 两 类 重要 的 数 集 一 一 区 间 与 邻 域 ,然后 讨论 有 画集 
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并 给 出 确 界 定义 和 确 界 原理 . 
一 ”区间 与 邻 域 


设 cc ER, 且 c<28. 我 们 称 数 集 |zja<xz<28i 为 开 区 间 , 记 作 (a ,5); 数 
集 {zx la 二 zx 全 651 称 为 闭 区 间 , 记 作 [a ,bj; 数 集 izljaesz<pl 和 itzlae<z 和 bl 
都 称 为 半 开 半 闭 区 间 ,分 别 记 作 [a ,5) 和 (a ,8]. 以 上 这 几 类 区 间 统 称 为 有 限 区 
间 . 从 数 轴 上 来 看 , 开 区 间 (a ,2) 表 示 a 、b 两 点 间 所 有 点 的 集合 , 闭 区 间 [a,6] 
比 开 区 间 (a ,6 ) 多 两 个 端点 , 半 开 半 闭 区 间 [a ,65) 比 开 区 间 (a ,6) 多 一 个 疾 扣 a 
等 

满足 关系 式 + 之 a 的 全 体 实 数 z 的 集合 记 作 [a , + ceo) ,这 里 符号 co 读 作 无 
穷 大 ”, + co 读 作 ” 正 无 穷 大 ”类 似 地 ,我 们 记 

(- ,al = flzlz 委 caj(a+oc)= irlz>ai， 

(— co,&) = [zjlz<ali,(- oo， + co) = [zz -oo< 工 <+ool = 下， 
其 中 - co 读 作 “ 负 无 穷 大 ”. 以 上 这 几 类 数 集 都 称 为 无 限 区 间 . 有 限 区 间 和 无 限 区 
间 统 称 为 区 间 

设 a€ER,6>0. 满 足 绝对 值 不 等 式 |z -ai<gs 的 全 体 实 数 z 的 集合 称 为 后 
a 的 6 邻 域 , 记 作 U(a ;5), 或 简单 地 写作 U(a), 即 有 

U(a:8) = {x|lz-al<6l!=(a-6,a+6). 
点 a 的 空心 8 邻 域 定义 为 
Ua:6)= {xrI0<|r-al < 6|, 

它 也 可 简单 地 记 作 LU"(a) .注意 ,L (a;6) 与 U(a;6) 的 差别 在 于 : U (a;6) 不 
包含 各 a. 

此 外 ,我 们 还 常用 到 以 下 几 种 邻 域 : 

点 a 的 8 右 邻 域 U;(a;6)=[a,a+6), 简 记 为 U1 (a); 

点 a 的 8 左 邻 域 U_(a;6)= (a 一 6,aj, 简 记 为 U-(a); 
(U_(a) 与 Us (a) 去 除 点 4a 后 ,分 别 为 点 a 的 空心 6 左 \ 右 邻 域 , 简 记 为 
U"_(a) 与 U1(a).) 

oo 邻 域 U(eoJ)= [zllzl>Mi ,其 中 NM 为 充分 大 的 正 数 (下 同 ); 

+ oo 邻 域 U(+ coj)= [zlz>Mj;-oco 邻 域 U(-co)=izlz<- 一 MI 


二 ”、 有 界 集 * 确 蹇 原理 


定义 1 设 S 为 R 中 的 一 个 数 集 . 若 存在 数 M(L), 使 得 对 一 切 z€ 5S, 痢 
有 x 过 M(zx 之 L), 则 称 S 为 有 上 界 (下 界 ) 的 数 集 , 数 M(L ) 称 为 S 的 一 个 上 界 
(下 窜 ). 
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若 数 集 S 既 有 上 界 又 有 下 界 , 则 称 S 为 有 界 集 . 若 S 不 是 有 界 集 , 则 称 S 
为 无 界 集 . 

例 1 证 明 数 集 N+ = {nin 为 正 整数 | 有 下 界 而 无 上 界 . 

证 显然 ,任何 一 个 不 大 于 1 的 实数 都 是 N+ 的 下 界 , 故 N+ 为 有 下 界 的 数 
集 . 

为 证 N; 无 上 界 , 按 照 定 义 只 须 证 明 ; 对 于 无 论 多 么 大 的 数 M ,总 存在 某 个 
正 整数 no( EN ), 使 得 no>>M .事实 上 ,对 任何 正 数 M (无 论 多 么 大 ), 取 no = 
[M]+19, 则 zoCN+ ,县 no>M. 这 就 证 明了 N+ 无 上 界 . 中 

读者 还 可 自行 证 明 ; 任 何 有 限 区 间 都 是 有 界 集 , 无 限 区 间 都 是 无 界 集 ;由 有 
限 个 数组 成 的 数 集 是 有 者 集 . 

若 数 集 S 有 上 界 , 则 显然 它 有 无 穷 多 个 上 界 , 而 其 中 最 小 的 一 个 上 界 和 常常 
具有 重要 的 作用 , 称 它 为 数 集 S 的 上 确 界 .同样 ,有 下 界 数 集 的 最 大 下 规 , 称 为 
该 数 集 的 下 确 界 . 下 面 给 出 数 集 的 上 确 界 和 下 确 客 的 精确 定义 . 

定义 2 设 S 是 有 R 中 的 一 个 数 集 . 若 数 7 满足 : 

(i) 对 一 切 ES, 有 <z 委 7, 即 7 是 9 的 上 齐 ; 

(ii) 对 任何 a 过, 存在 zoES, 使 得 zo>a, 即 7 又 是 S 的 最 小 上 乔 ， 

则 称 数 7 为 数 集 S 的 上 确 界 , 记 作 
7 = sup SO 

定义 3 设 S$ 是 及 中 的 一 个 数 集 . 符 数 满 正 : 

(i) 对 一 切 zES, 有 zr 之 6, 即 是 S 的 下 齐 ; 

(ii) 对 任何 8>&, 存 在 roES ,使 得 zo<B, 即 & 义 是 S 的 最 大 下 轨 ， 

则 称 数 & 为 数 集 S 的 下 确 界 , 记 作 
= infS. 

上 确 界 与 下 确 界 统称 为 确 窜 . 

例 2 设 S=fzriz 为 区 间 (0,1) 中 的 有 理 数 | . 试 按 上 、 下 确 界 的 定义 验证 : 
sup S=1,inf S$=0. 

解 ” 先 验证 sup S=1. 

(i) 对 一 切 zxES ,显然 有 z 委 1, 即 1 是 S 的 上 乔 ， 

(ii) 对 任何 we<1, 若 wc 委 0, 则 任 取 zoc 5 都 有 xzo>aj; 知 a >0, 则 由 有 理 数 
集 在 实数 集中 的 稠密 性 ,在 (a,1) 中 必 有 有 理 数 70, 即 存在 zoE S ,使 得 xo 之 a. 

类 似 地 可 验证 inf S=0. 

污 者 还 可 自行 验证 : 闭 区 间 [0,1] 的 上 、 下 确 界 分 别 为 1 和 0; 对 于 数 集 


QD [xz] 表 示 不 超过 数 z 的 最 大 整数 ,例如 [2.9]=2,[ -4.1]= 一 5. 
加 ”sup 是 拉丁 文 supremum( 上 确 界 ) 一 词 的 简写 ;下 面 的 inf 是 拉丁 文 infimum( 王 确 界 ) 一 词 的 简 与 . 
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b= = n 一 1,2,…) ,有 sup 下 = 方 ,inf 忆 = -~ ; 正 整 数 集 N ,有 下 确 界 inf 


N+ 二 1, 而 没有 上 确 界 . 

注 1 由 上 (下 ) 确 界 的 定义 可 见 , 奇 数 集 S 存在 上 (下 ) 确 界 , 则 一 定 是 唯一 
的 .又 奇数 集 S 存在 上 、 下 确 界 , 则 有 inf Ssup S. 

注 2 从 上 面 一 些 例子 可 见 , 数 集 S 的 确 界 可 能 属于 S ,也 可 能 不 属于 S. 

例 3 设 数 集 S 有 上 确 办 .证明 

n= supSE 3S 兮 1 = max se. 

证 之 ) 设 7=supSES, 则 对 一 切 zES 有 z 委 7 而 7ES, 故 7 了 是 数 集 
S 中 最 大 的 数 , 即 ?7=max S. 

<) 设 7=maxS, 则 7ES;i 下 面 验证 7=sup S: 

(i) 对 一 切 zxES, 有 <z 和 7 即 7 了 是 S 的 上 和 

(ii) 对 任何 a < 7, 只 须 取 zo=7ES, 则 Zoo>a. 从 而 满足 7=sup S 的 十 
义 ， HH 

关于 数 集 确 界 的 存在 性 ,我 们 给 出 如 下 确 田原 理 ， 

定理 1.1( 确 界 原理 ) 设 S 为 非 空 数 集 . 若 S 有 上 界 , 则 S 必 有 上 和 确 界 ; 乔 
S 有 下 界 , 则 S 必 有 下 确 界 . 

证 ”我们 只 证 明 关 于 上 确 界 的 结论 ,后 一 结论 可 类 似 地 证 明 ， 

为 叙述 的 方便 起 见 ,不 妨 设 S 含有 非 负 数 .由 于 S 有 上 界 , 故 可 找到 非 负 整 
数 ,使 得 

1) 对 于 任何 rES 有 XxX<n+1; 

2) 存在 aoE S ,使 a0 之 nn. 

对 半 开 区 间 [n ,n+1) 作 10 等 分 ,分 点 为 4.1,n.2,…,n.9, 则 存在 0,1,2， 
…,9 中 的 一 个 数 n1, 使 得 


1) 对 于 任何 zxES 有 zx<n.n1+; 

2) 存在 a1 E55, 使 a 之 n.n1. 

再 对 半 开 区 间 [ 2 . n,n. mit+30) 作 10 等 分 , 则 存在 0,1,2,…,9 中 的 -个 
数 n,, 使 得 

1) 对 于 任何 z€ES 有 zx<n. ni nz + 0 

2) 存在 a;ES, 使 a; 之 n.n1n2. 


”记号 max 是 maximum( 最 大 ) 一 词 的 简写 ,7= max S 表示 数 7 是 数 集 5 中 最 大 的 数 . 以 下 将 出 更 
的 记号 min 是 minimum( 最 小 ) 一 词 的 简写 ,min S 表示 数 集 S 中 最 小 的 数 . 
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继续 不 断 地 10 等 分 在 前 一 步骤 中 所 得 到 的 半 开 区 间 ,可 知 对 任何 & 上 =1,2， 
… ,存在 0,1,2,.…,9 中 的 一 个 数 ny ,使 得 


1) 对 于 任何 ES 有 工 世 7 ,1172…72 + (1) 


1 
10*? 

2) 存在 a: ES, 使 a 之 n. nn2 ny. 

将 上 述 步骤 无 限 地 进行 下 去 ,得 到 实数 7= n.nin2…n.…. 以 下 证 明 w= 
sup S . 为 此 只 需 证 明 : 

(i) 对 一 切 zES 有 z 委 Ti 对 任何 ce<7 ,存在 wa ES 使 wo<a . 

倘 苦 结论 (i) 不 成 立 , 即 存在 zES 使 二 >7, 则 可 找到 z 的 & 位 不 足 近 似 
xz; 使 


一 1 
起 天 > nk 一 天 .了 天 2 "Ng 十 104， 
从 而 得 
] 
TT> Nn.nin2'*np, 十 TE? 


但 这 与 不 等 式 (1) 相 矛盾 .于 是 (i) 得 证 . 

现 设 a 之 np, 则 存在 使 的 & 位 不 足 近似 友之 如 , 妈 

n .nn Np > ay. 
根据 数 ， 的 构造 ,存在 a ES 使 a 宇 认 ,从 而 有 
a 之 了 > al 之 a， 

即 得 到 a <a .这 说 明 (ib 成 立 . 品 

在 本 书 中 确 界 原 理 是 极限 理论 的 基础 ,读者 应 给 予 充分 的 重 饮 . 

例 4 设 A.B 为 非 空 数 集 ,满足 :对 一 切 zEA 和 y€E€B 有 zy. 证 明 : 数 
集 A 有 上 确 界 , 数 集 B 有 下 确 卉 , 且 

sup A < in{ B. (2) 

证 ”由 假设 , 数 集 B 中 任 一 数 y 都 是 数 集 A 的 上 界 ,A 中 任 一 数 工 都 是 BB 
的 下 界 , 故 由 确 界 原理 推 知 数 集 A 有 上 确 界 , 数 集 B 有 下 确 筑 . 

现 证 不 等 式 (2). 对 任何 yE B,y 是 数 集 A 的 一 个 上 界 , 而 由 上 确 界 的 定义 
知 ,sup A 是 数 集 A 的 最 小 上 界 , 故 有 sup A 过 y. 而 此 式 又 表明 数 sup A 是 数 集 
B 的 一 个 下 界 , 故 由 下 确 界 定义 证 得 sup A<inf B. 0 

例 5 设 A.B 为 非 空 有 界 数 集 ,S=A4UB. 证 明 : 

(i) sup S= maxisup A ,sup Bi; 

(ii) inf S=minlinf A,inf B}. 

证 由 于 S=AUB 显然 也 是 非 空 有 界 数 集 , 因 此 S 的 上 、 下 确 界 都 存在 . 

(i) 对 任何 zES, 有 zEA 或 zEB 一 zz 三 sup A 或 zx 委 sup B, 从 而 有 工 碾 
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maxisup A ,sup BI , 故 得 sup S 委 maxjsup A ,sup Bi1. / 
男 一 方面 ,对 任何 XE€A, 有 xXES 和 rsup Ssup A 委 sup S; 同 理 又 有 
sup Bsup S. 所 以 sup S 之 maxlsup A ,sup Bj. 
综 上 , 即 证 得 sup S = maxisup A,sup Bi. 
(i) 可 类 似 地 证 明 . 0 
车 把 + co 和- co 补充 到 实数 集中 , 并 规定 任 一 实数 a 与 + %%、~ 吕 的 大 小 关系 为 :a < 
+oo,&a> -co,-oco<+oo, 则 确 界 概念 可 扩充 为 : 若 数 集 $ 无 上 界 , 则 定义 + co 为 S 的 非 正 
常 上 确 界 , 记 作 sup S= +oco; 若 SS 无 下 界 , 则 定义 - co 为 S 的 非 正常 下 确 界 , 记 作 inf 3 = 
- oo .相应 地 ,前面 定义 2 和 定义 3 中 所 定义 的 确 界 分 别称 为 正 曲 上、 下 确 界 . 
在 上 述 扩充 意义 下 ,我 们 有 
推广 的 确 界 原理 ” 任 一 非 空 数 集 必 有 上 正确 界 ( 正 党 的 或 非 正 疝 的 ) 
例如 ,对 于 正 整 数 集 N; 有 inf N, =1,sup N; = + co; 对 于 数 集 
S= |yly=2- 7x,rERI| (3) 
有 inf S= -co,sup S=2. 


习 题 


1. 用 区 间 表 示 下 列 不 等 式 的 解 : 
(1) [1~xz|- zx20; (2) [e+ 1 |<e: 
(3) (z-a)(z-p)z-c)>00a,p,c 为 背 数 , 且 a<b<ce); 


(4) sin z>2. 
2. 设 S 为 非 空 数 集 . 试 对 下 列 概念 给 出 定义 : 
(1) S 无 上 界 ; (2) S 无 界 . 
3, 试 证 明 由 (3) 式 所 确定 的 数 集 S 有 上 界 而 无 下 界 . 
4. 求 下 列 数 集 的 上 、 下 确 界 ,并 依 定义 加 以 验证 . 
(1) S= {zlz*<2}; (2) S={zxzlz=n!,n€EN. |; 
(3) S=1ziz 为 (0,1) 内 的 无 理 数 } 


(4) S=|zlz=1- 广 ,nEN+| 


5. 设 S 为 非 空 有 下 界 数 集 .证 明 ， 
inf S = EE€ SOE = min S. 


6. 设 S 为 非 空 数 集 ,定义 S = zl1-zESi. 证 明 : 
(1}inf S = 一 supSi (2)supS = -inf S. 
7. 设 A、B 丝 为 非 空 有 界 数 集 ,定义 数 集 
A+B= Izlz=x+y,z€ A,yE€E BI. 
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证 明 .(1)sup(A+B)=sup A+t+sup B; (2)inf(A+B)=inf A+inf B. 
8. 襄 a0,a 关 1,x 为 有 理 数 .证 明 

supiar | r 为 有 理 数 ,r < xz), 当 a > 1， 

infia” | r 为 有 理 数 ,r < zi, 当 w& < 1 


33 函数 概念 


关于 录 数 概念 ,在 中 学 数学 中 我 们 已 有 了 初步 的 了 解 ,本 节 将 对 此 作 进 一 步 
的 讨论 . 


一 ” 消 数 的 定义 


定义 1 给 定 两 个 实数 集 DD 和 M, 夺 有 对 应 法 则 了 ,使 对 DD 内 每 一 个 数 工 ， 
都 有 唯一 的 一 个 数 y€ M 与 它 相 对 应 , 则 称 f 是 定义 在 数 集 D 上 的 函数 , 记 作 
f:D— M, 
Ly (1) 
数 集 DD 称 为 函数 了 的 定义 域 ,zx 所 对 应 的 数 y, 称 为 f 在 点 xz 的 函数 值 , 常 记 为 
f(z). 全 体 孔 数值 的 集合 
f(D) = {yly = f(x),r € DI(C M) 
称 为 滑 数 三 的 值 域 . 

(1) 中 第 一 式 “D-~AM ”表示 按 法 则 f 建立 数 集 DD 到 MM 的 孙 数 关系 ;第 二 式 
“x Py" 表 示 这 两 个 数 集中 元 素 之 间 的 对 应 关系 ,也 可 记 为 “x 中 f(x) .习惯 
上 ,我 们 称 此 函数 关系 中 的 z 为 自 变量 ,y 为 因 变 量 . 

关于 函数 的 定义 ,我 们 作 如 下 几 点 说 明 : 

1. 定义 1 中 的 实数 集 M 常 以 及 来 代 蔡 ,于 是 定义 域 D 和 对 应 法 则 了 就 成 
为 确定 函数 的 两 个 主要 因素 .所 以 ,我 们 也 篆 用 

y= f(x),rED 
表示 一 个 函数 .由 此 ,我 们 说 某 两 个 函数 相同 ,是 指 它们 有 相同 的 定义 晟 和 对 应 
法 则 . 如 果 两 个 函数 对 应 法 则 相同 而 定义 域 不 同 ,那么 这 两 个 本 数 仍 是 不 相同 
的 .例如 Fr(z)=1,zER 和 gz)=1zERA10I 是 不 相同 的 两 个 函数 . 邦 一 方 
面 ,两 个 相同 的 函数 ,其 对 应 法 则 的 表达 形式 可 能 不 同 ,例如 
oO(z) = |zlzER 和 VYZz)= vvz2,z ER. 

2. 我 们 在 中 学 数学 中 已 经 知道 ,表示 函数 的 主要 方法 是 公式 法 , 即 用 数学 运 
算式 子 来 表示 函数 .这 时 ,函数 的 定义 域 常 取 使 该 运算 式 子 有 意义 的 日 变量 值 的 全 
体 , 通 常 称 为 存在 域 .在 这 种 情况 下 ,函数 的 定义 域 ( 即 存在 域 )D 可 省 略 不 与 ,而 
只 用 对 应 法 则 太 来 表示 一 个 函数 ,此 时 可 简单 地 说 “函数 y= f(x) 或 因数 三 . 


证 一 


ra 
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一 mw 


3， 娟 数 上 给 出 了 > 轴 上 的 点 集 D 到 y 轴 上 点 集 M 之 间 的 单 值 对 应 ,也 称 
为 肌 射 .对 于 a EDD, f(a) 称 为 映射 f 下 4a 的 象 ,a 则 称 为 f(a ) 的 原 象 . 

4. 在 涌 数 定义 中 ,对 每 一 个 -EDD, 只 能 有 唯一 的 一 个 y 值 与 它 对 应 ,这 样 
定义 的 函数 称 为 单 值 函 数 . 若 同一 个 z 值 可 以 对 应 多 于 一 个 的 y 值 , 则 称 这 种 
陨 数 为 多 值 函 数 .在 本 书 范围 内 ,我 们 只 讨论 单 值 晴 数 


二 ” 消 数 的 表示 法 


在 中 学 课程 里 ,我 们 已 经 知道 函数 的 表示 法 主要 有 三 种 , 即 解析 法 (或 称 公 
式 法 )、 列 表 法 和 图 象 法 . 

有 些 函 数 在 其 定义 域 的 不 同 部 分 用 不 同 的 公式 表达 ,这 类 函数 通常 称 为 分 
段 函数 .例如 ,函数 


(1， +>0, 
sgn w= <0, z= 0, 
-1, xz<0 


是 分 段 函数 , 称 为 符号 函数 ,其 图 象 如 图 1 一 1 所 未 . 
又 如 函数 F(z)= |z| 也 可 用 如 下 的 分 段 咀 数 形 坏 
来 表示 : 


TT， 工 衬 灿 ， 
— Tx,T< 0. 
它 还 可 表示 为 f(x)= rsgn 工 . 
函数 y= f(x),TED 又 可 用 如 下 有 序数 对 的 集合 : 
= |(z,y)ly=z),zE DI 
来 表示 .在 坐标 平面 上 ,集合 G 的 每 一 个 元 素 (z,y) 表 示 平 面 上 的 一 个 点 ,因而 
集合 G 在 坐标 平面 上 描绘 出 这 个 函数 的 图 象 .这 就 是 用 图 象 法 表 不 疯 数 的 依 
据 ， 
有 此 函数 难以 用 解析 法 .列表 法 或 图 象 法 来 表示 ,只 能 用 语言 来 描述 . 如 年 
义 在 RR 上 的 犹 利 克 雷 (Dirichlet) 尔 数 
|, 当 z 为 有 理 数 ， 
) = jo, 当 z 为 无 理 数 
和 定义 在 [0,1] 上 的 黎 曼 (Riemann) 函 数 


[1 当 x = 卫 (p,g € N;, 卫 为 既 约 真 分 数 )， 
R(x) -1 g g 
0 当 工 一 0,1 和 (0,1) 内 的 无 理 数 . 


f(x) = 


D(x 


司 


三 ”函数 的 四 则 运算 
给 定 两 个 函数 f,zEDi 和 8g,zEDz, 蕊 了 = Di 门 Ds, 并 设 D 关 作 . 我 们 害 
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义 ff 与 g 在 D 上 的 和 、 差 积 运算 如 下 . 
F(x)= f(r)+ g(x),r €D, 
G(x) = f(x)- g(x),r € D, 
H(zx)= f(r)e(x),r ED. 
大 在 DD 中 剔除 使 g(z)=0 的 工 值 , 即 令 
D*=D {rlg(rx)A#¥0,r € Dl GO, 
可 在 D” 上 定义 与 g 的 商 的 运算 如 下 : 


L(x) = Hr) , ED*. 
g(x) 


注 阁 D=Di 门 D;= 儿 , 则 了 与 g 不 能 进行 四 则 运算 .例如 , 设 
f(z)=V1-zx,rED = |r|llz|<1l, 
g(z)=Vzz-4rED =fzrllzrl 辫 2 

由 于 D 门 Ds= 名, 所 以 表达 式 
f(r)+g(r)=vV1l- r+Vr -4 


是 没有 意义 的 . 
以 后 为 叙述 方便 ,函数 f 与 g 的 和 , 差 积 、 商 常 分 别 写作 
f+g,f -gfe,t 
四 ”复合 函数 
设 有 两 函数 
y= f(u),u €D, 


u = g(xX),TEE. (2) 


记 E*=|zjg(x)EDINE. 关 E* 关 名 , 则 对 每 一 个 zxEE"* ,可 通过 负 数 g 对 
应 D 内 唯一 的 一 个 值 x ,而 x 又 通过 函数 /对 应 唯一 的 一 个 值 y. 这 驶 确定 了 一 
个 定义 在 下 * 上 的 函数 , 它 以 z 为 自 变 量 ,y 为 因 变 量 , 记 作 
y= f(g(x)),z EE 或 y= (f°g)(x),rTEE, 

称 为 函数 f 和 gg 的 复合 函数 . 并 称 三 为 外 函数 ,g 为 内 函数 ,(2) 式 中 的 x 为 中 
间 变 量 . 函数 f 和 gg 的 复合 运算 也 可 简单 地 写作 f°*g. 

例 1 函数 y= f(u)=Vu,uED=[0,+0%0) 与 函数 =g(z)=1-x?,z 
EE =R 的 复合 殴 数 为 

y= f(g(z))=vV1-zx’ 或 (f。g)(x) = 1 一 2 ， 

其 定义 域 "=[ -1,1]CE. B 

复合 函数 也 可 由 多 个 函数 相继 复合 而 成 . 例如 ,由 三 个 盟 数 yy 二 Sin Wu,u = 
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va 与 =1-2z( 它 们 的 定义 域 取 为 各 自 的 存在 域 ) 相 继 复合 而 得 的 复合 函数 为 
y 二 sinV1 — rx2,x €E [1,1. 

注 当日 仅 当 E* 关 镍 (中 Dfg(E) 关 人 @) 时 ,函数 f 与 g 才能 进行 复合 . 
例如 ,以 y= f(u)=arc sin x,uED=[--1,1] 为 外 哺 数 ,u = g(x)=2+x“,x 
EE=R 为 内 函数 ,就 不 能 进行 复合 .这 是 因为 外 函数 的 定义 域 D=[ 一 1,1| 与 
内 函数 的 值 域 g(E)=12, + 0) 不 相交 . 


五 反 沙 数 


函数 y= f(z) 的 自 变量 z 与 因 变量 y 的 关系 往往 是 相对 的 .有 时 我 们 不 仅 
要 研究 y 随 x 而 变化 的 状况 ,也 要 研究 z 随 y 而 变化 的 状 帝 . 对 此 ,我 们 引入 反 
颗 数 概念 . 


设 函 数 
y= f(r),xED (3) 
满足 :对 于 值 域 f(D) 中 的 每 一 个 值 y,D 中 有 且 只 有 一 个 值 z 使 得 
f(r) = y, 


则 按 此 对 应 法 则 得 到 一 个 定义 在 f(DD) 上 的 函数 , 称 这 个 阻 数 为 的 反 尔 数 , 记 
作 
f°7':f(D)— DD, 
y™ 位 
或 
T= f(y),y € f(D). (4) 
注 1 函数 f 有 反 函 数 ,意味 着 f 是 DD 与 f(DD) 之 间 的 一 个 一 一 映射 .我 们 
称 广 ! 为 映射 上 的 逆 映 射 , 它 把 集合 F(D) 上 映射 到 集合 DD, 即 把 A(D ) 中 的 每 一 
个 值 f(a ) 对 应 到 DD 中 唯一 的 一 个 值 a. 这 时 称 a 为 逆 映 射 /” 下 几 a) 的 稼 ,而 
f(a ) 则 是 a 在 道 映射 f7 下 的 原 象 . 
从 上 述 讨 论 还 可 看 到 ,函数 f 也 是 函数 /1! 的 反 函 数 .或 者 说 ,f 与 1/” 互 为 
反 函 数 . 并 有 
fi'(f(x)) 三 x,x ED, 
f(f 1(y)) = y,y € f(D). 
注 2 在 反 函 数 广 ! 的 表示 式 (4) 中 ,是 以 y 为 自 变 量 ,x 为 因 变 量 . 右 按 习 
惯 仍 用 x 作为 自 变量 的 记号 , y 作为 因 变 量 的 记号 , 则 函数 (3) 的 反 函 数 (4) 可 
改写 为 
y= f(r),r € f(D). (5) 
例如 , 按 习 惯 记 法 ,函数 y=ar+b(a 才 0),y=a"(a>0,41) 与 y= sin z， 


Fi tt Fr 
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xzE | -于 .到 | 的 反 函 数 分 别 是 
-bb 


y= y= logz 号 Yy = arcsin x. 
应 该 注意 ,尽管 反 函 数 广 ! 的 表示 式 (4) 与 ($) 的 形式 不 同 , 但 它们 仍 表 示 同 
一 个 函数 ,因为 它们 的 定义 域 都 是 F(CD) ,对 应 法 则 都 是 fi, 只 是 所 用 变量 的 
记号 不 同 而 已 ， 
六 初等 国 数 


在 中 学 数学 中 ,读者 已 经 熟悉 基本 初等 吨 数 有 以 下 六 头 : 

常量 函数 v=c (c 是 常数 ); 

夭 绸 数 Vy 二 Xx*(a 为 实数 ); 

指数 函数 ”y= ax(a >0,a 天 1) 

对 数 函 数 y=log ur(a>0,a 天 1); 

三 角 函 数 y=sin zx( 正 弦 函 数 ),y= cos 2 余弦 函数 )， 

y=tan zx 人 (正切 函数 ),y= cot x( 余 切 阴 数 ); 
反 三 角 函 数 

y= arcsin z( 反 正 艾 国 数 ) ,y =arccos 7( 肥 余弦 时 数 )， 

y= arctan zf 反正 切 函 数 ) ,y= arccot x( 反 余 切 涡 数 ). 

这 里 我 们 要 指出 ,和 寡 函 数 y= ze 和 指数 函数 y= o 都 涉及 乘 攻 ,而 在 中 学 
数学 课程 中 只 给 出 了 有 理 指数 乘客 的 定义 .下 面 我 们 借助 确 界 来 定义 无 理 指 数 
守 , 使 它 与 有 理 指数 寡 一 起 构成 实 指数 乘客 ,并 保持 有 理 指 数 苦 的 基本 性 质 . 

定义 2 给 定 实数 a >0,a 夭 1. 设 z 为 无 理 数 ,我 们 规定 


(可 ”7 为 有 理 数 | , 当 &>1 时 ， (6) 
a* 二 rr 
inf {a”|r 为 有 理 数 | , 当 0<a<1] 时 . (7) 


注 1 对 任 一 无 理 数 z, 必 有 有 理 数 ro, 使 z< r0, 则 着 有理数 >< 工时 有 > 

<r, 从 而 由 有 理 数 乘客 的 性 质 , 当 wa>1 时 有 民 <anm. 这 表明 非 空 数 集 
terir<zr 为 有 理 数 | 

有 一 个 上 界 a". 由 确 界 原理 ,该 数 集 有 上 确 界 , 所 以 (6) 式 右边 是 一 个 确定 的 数 . 
同 理 , 当 0<a<1 时 (7) 式 右边 也 是 一 个 定数 . 

注 2 由 $2 习题 8 可 知 , 当 x 为 有 理 数 时 ,同样 可 按 (6) 式 和 (7) 式 来 表示 
47 .而且 与 我 们 以 前 所 熟知 的 有 理 数 乘 朝 的 概念 是 一 致 的 .这样 ,无 论 x 是 有 理 
数 还 是 无 理 数 ,az 都 可 用 (6) 式 和 (7) 式 来 统一 表示 . 

定义 3 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 与 复合 运算 所 得 到 的 函数 ， 


PP a Lit i 
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统称 为 初等 函数 . 


不 是 初等 函数 的 隙 数 , 称 为 非 初 等 沙 数 .如 在 本 节 第 二 段 中 给 出 的 犹 利克 雷 
鹃 数 和 黎 曼 函数 ,都 是 非 初 等 隐 数 . 


习 是 
1 . 试 作 下 列 殴 数 的 图 象 ， 
(1) y= x +1; (2)y= (x +1)’; 
(3) y=1- (r+1)’; (4)y = sgn(sin x); 
f37z ,| 工 | > 上 ， 
(5) y= Iz|<1, 
四 [xz!=1. 


2, 试 比较 函数 y= a7 与 y= jogsr 分 别 当 &=2 利 4 = 方 时 
的 图 象 . 


3. 根据 图 1 一 2 写 出 定义 在 10,1 上 的 分 段 函 数 fi (x) 和 
f(z) 的 解析 表示 式 . 


4. 确定 下 列 初等 沙 数 的 存在 域 ; 


(1) y=sin(sin x); (2) y= lg(lg zx); 
(3) y=arcsin (了 g 区 ); (4) y=lg(arcsin 次 ) 
$5. 设 顷 数 图 1 一 2 
(2) 2+xXx， 工 侵 0， 
fi | zx>0. 


求 :(1)f( 一 3),f(0),f(1);(2) F(Azx)- f(0),f(- Ar)- f(0) (Axr>0). 
6. 设 函 数 FLz)= 一 , 求 


于 工 
2+z),7(2z),7(z2),7CACz), 几 元 站 
7. 试问 下 列 函数 是 由 哪些 基本 初等 函数 复合 而 成 : 
(1) y=(1+zx); (2) y= (arcsin x*); 
(3) y=lg(1 + v 1+x’); (4) y= 2 
8. 在 什么 条 件 下 ,函数 


ar+i+6b 


了 crt+ad 


的 反 函 数 就 是 它 本 身 : 


9. 试 作 函数 y= arcsin(sin z) 的 图 象 . 
10， 试 问 下 列 等 式 是 否 成 立 : 


ait 


Jun 
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(1) tan(arctan xX)=x,7xER; 


(2) arctan{ tan 7)=zx,7F¥hrt ,k=0,+1, +2, 
11. 试问 y= |zij 是 初等 图 数 吗 ? 
12. 证 明 关 于 函数 y=[xzj 的 如 下 不 等 式 ， 


(1) 当 z>0 时 ,1-z<z[ 二 |<1; 
(2) 当 z<0 时 ,1<x[| 二 |<1-x 


$4 ”具有 某 些 特性 的 肖 数 


在 本 节 中 ,我 们 将 介绍 以 后 常用 到 的 几 类 具有 某 些 特性 的 明 数 . 


一 “有 界 函 数 


定义 1 设 f 为 定义 在 D 上 的 函数 .车 存在 数 M(L ), 使 得 对 每 一 个 zxE€D 

有 
f(r) M (f(z) LL), 

则 称 和 为 D 上 的 有 上 (下 ) 界 函数 ,M(L ) 称 为 上 在 上 的 一 个 上 (下 ) 借 . 

根据 定义 ,上 在 D 上 有 上 (下 ) 界 ,意味 着 值 域 f(DD) 是 一 个 有 上 (下 ) 界 的 数 
集 . 又 若 M(L) 为 f 在 D 上 的 上 (下 ) 界 , 则 任何 大 于 (小 于 )M(L ) 的 数 也 二 f 
在 刀 上 的 上 (下 ) 界 . 

定义 2 设 /为 定义 在 刀 上 的 函数 . 若 存在 正 数 M ,使 得 对 每 一 个 x€D 
有 

f(r)| 委 M， (1) 

则 称 f 为 D 上 的 有 界 函 数 , 

根据 定义 , f 在 D 上 有 界 , 意 味 着 值 域 f(DD ) 是 一 个 有 界 集 .又 按 定义 不 难 
验证 : f 在 D 上 有 界 的 充 要 条 件 是 f 在 D 上 既 有 上 界 又 有 下 界 .(1) 式 的 几何 总 
义 是 : 若 /为 D 上 的 有 界 函数 , 则 f 的 图 象 完 全 落 在 直线 y= M 与 y=-M 之 
间 . 

例如 ,正弦 函数 sin z 和 余弦 晒 数 cos z 为 R 上 的 有 界 函 数 , 因 为 对 每 一 个 
rER 都 有 |sin z| 委 1 和 |cos zj| 委 1 

关于 函数 f 在 数 集 D 上 无 上 界 .无 下 界 或 无 界 的 定义 ,可 按 上 述 相应 定 文 
的 否定 说 法 来 叙述 .例如 , 设 f 为 定义 在 D 上 的 函数 , 若 对 任何 M( 无 论 M 多 
大 ), 都 存在 z,ED ,使 得 f(xo)>M, 则 称 f 为 D 上 的 无 上 界 晃 数 . 

作为 练习 ,读者 可 自行 写 出 无 下 界 函 数 与 无 界 困 数 的 定义 . 
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例 1 证 明 /(z)= 二 为 (0,1] 上 的 无 上 界 函数 . 
证 对 任何 正 数 M, 取 (0,1] 上 一 点 ro= 二, 则 有 


f(z0) = = M+t1>M. 

故 按 上 述 定 义 , 六 为 (0,1] 上 的 无 上 界 函 数 . 口 

前 面 已 经 指出 ,Ff 在 其 定义 域 D 上 有 上 界 , 是 指 值 域 A(D) 为 有 上 界 的 数 
集 .于 是 由 确 界 原理 , 数 集 F(D) 有 上 确 界 .通常 ,我 们 把 f(DD) 的 上 确 界 记 为 
supf (x ) ,并 称 之 为 了 在 上 的 上 确 界 .类 似 地 , 若 f 在 其 定义 域 D 上 有 下 界 , 则 
f 在 D 上 的 下 确 界 记 为 inff(z). 

例 2 设 f,g 为 D 上 的 有 界 函 数 .证 明 ， 

(i) inff(x)+ infg(x)< inf {f(z) +g(r)|; 

(11) suplf(r)+t g(x)!<supf (rz)+ supg lz). 

证 ” (i) 对 任何 xED 有 
inff (zx) < f(x), infg (7) 入 SLCz) 一 inff (zx) 十 infg(z) < f(r)+ g(r). 
上 式 表明 , 数 inff(z) + infg (x) 是 函数 f+g 在 D 上 的 一 个 下 办 ,从 而 

inff(z) + infg(x) < inf {f(x) + g(x)!. 
(ii) 可 类 似 地 证 明 ( 上 略 ). 品 
注 全 2 中 的 两 个 不 等 式 ,其 严格 的 不 等 号 有 可 能 成 立 . 例 如 , 设 
f(r)= zr,g(r)=-r,r El-1,1), 
则 有 读 Az)5 el A 
inf {f(x) + g(x)| = sup {f(x) + g(xz)|! = 0. 


二 单调 孙 数 


定义 3 设 f 为 定义 在 D 上 的 函数 . 若 对 任何 zx1,zxz2ED, 当 x1<x2 时 , 忆 


有 
(i) f(z1) 委 f(z2), 则 称 了 为 D 上 的 增 函 数 ,特别 当成 立 严 格 不 等 式 f(1) 


< (za) 时 , 称 f 为 D 上 的 严格 增 汞 数 ; 

(i) f(z 1) 宇 f(z;), 则 称 为 D 上 的 减 函 数 ,特别 当成 立 严 格 不 等 式 
f(z1)>f(z2) 时 , 称 f 为 D 上 的 严格 减 隧 数 ; 

增 函 数 和 减 函数 统称 为 单调 函数 ,严格 增 函 数 和 严格 减 函数 统称 为 严格 单 
调 销 数 . 

例 3 函数 y= x 在 R 上 是 严格 增 的 .因为 对 任何 X11, XT2€ER, 当 XiI< Z2 


1 如 
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时 总 有 
3 — x7 一 (zs 一 zi) (zs 十 子 ) 十 jz?|>0, 
即 zx? < ry. 加 
例 4 晒 数 y 二 [zj 在 R 上 是 增 的 .因为 对 任何 ziyzo 和 及, 当 XI<X 时 显 


然 有 [zi]<[ zz]. 但 此 函数 在 R 上 不 是 严格 增 的 , 若 取 zx1=0,z2= 方 , 则 有 
[x1j= 二 [x2]=0, 即 定义 中 所 要 求 的 严格 不 等 式 不 成 立 .此 函数 的 图 象 如 图 1 一 3 
所 示 . 品 

严格 单调 函数 的 图 象 与 任 一 平行 于 z 轴 的 下 
线 至 多 有 一 个 交点 ,这 一 特性 保证 了 它 必 乍 具 有 皮 
隐 数 . 

定理 1.2 设 y= f(z),zXED 为 严格 增 ( 减 ) 
函数 , 则 了 必 有 反 函 数 f 1!, 且 f 在 其 定义 域 /(DD) 
上 也 是 严格 增 ( 减 ) 函 数 ， 

证 设 f 在 D 上 严格 增 . 对 任 一 y€ f(D), 有 图 1 一 3 
ZzED 使 F(z)=y. 下面 证 明 这 样 的 z 只 能 有 一 个 . 
事实 上 ,对 于 DD 内 任 一 x1 关 zx, 由 ff 在 D 上 的 严格 增 性 , 当 zxi<x 时 f(x1)<<y， 
当 ri>zx 时 有 f(z1)>y, 总 之 f(z!1) 关 y. 这 就 说 明 , 对 每 一 个 yE f(D), 都 只 
存在 唯一 的 一 个 zEDD, 使 得 f(x)=y, 从 而 函数 f 存在 反 函 数 z= f(y)， 
y€ f(D). 

现 证 了 :也 是 严格 增 的 . 任 取 yi WEFID), YI< 2. 充 r= f(y1), Xx2 
= 了 fi(yy), 则 yi= f(xz1),y2= f(zx2). 由 yi1<y2 及 了 的 严格 增 性 ,显然 有 Zi 
zy;y 即 fi(y1) 达 fF 1(y2). 所 以 反 函 数 1， 是 严格 增 的 . OD 

例 5 函数 y=z2z 在 (- oo,0) 上 是 严格 减 的 ,有 反 函 数 ( 按 习惯 记 法 )y = 
-VIi,rE€(0,+%);y=x? 在 [0, + 2) 上 是 严格 增 的 ,有 反 函 数 >=Vz,zE 
[0, + co)。 但 y= z2 在 整个 定义 域 R 上 不 是 单调 的 ,也 不 存在 反 函 数 . [ 

上 节 中 我 们 给 出 了 实 指 数 宕 的 定义 ,从 而 将 指数 咀 数 

y= ar(a >0,a 天 1) 
的 定义 域 拓 广 到 整个 实数 集 R. 下 面 证 明 指数 函数 在 R 上 的 严格 单调 性 . 
例 6 证 明 :y=az 当 a>1 时 在 R 上 严格 增 ; 当 0<a<1 时 在 R 上 严格 递 


减 . 
证 设 a>1. 给 定 zi,zzER,zli<z2z. 由 有 理 数 集 的 稠密 性 ,可 取 到 有 理 


数 rr ,r，, 使 x1 过 ri 万 r; 达 x2( 参 见 人 1 例 1), 故 有 
azl = sup ia Ir 为 有 理 数 | 委 on 


a ot re er me . 
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< a < supla' |r 为 有 理 数 上 = cz ， 
这 就 证 明了 ax 当 a >1 时 在 R 上 严格 递增 . 
类 似 地 可 证 wz 当 0<a<1 时 在 R 上 严格 递减 . 四 
注 由 例 6 及 和 定理 1.2 还 可 得 出 结论 ;对 数 函 数 y= logox 当 a >1 时 在 (0， 
+ co) 上 严格 递增 , 当 0<a<1 时 在 (0, + co) 上 严格 递减 .另外 ,在 第 四 章 中 将 
证 明 关 于 实 指 数 寡 的 一 个 基本 性 质 (e")2= cew%( 定 理 4.10), 从 而 相应 地 有 
log ze = alogzkae >0,a FA1l,XTER ,a € RR). (2) 


三 ” 奇 函数 和 侦 明 数 


定义 4 设 DD 为 对 称 于 原点 的 数 集 ,f 为 定义 在 D 上 的 忒 数 . 右 对 每 一 个 z 

ED 有 
f(- x) =- f(x) (f(- zx) = f(x)), 

则 称 f 为 D 上 的 育 ( 偶 ) 沙 数 . 

从 函数 图 形 上 看 , 奇 函数 的 图 象 关 于 原点 对 称 , 偶 孙 数 的 图 和 象 则 关于 y 轴 
对 称 . 

例如 ,正弦 函数 y= sin x 和 正切 函数 y=tan z 是 奇 函 数 ,余弦 上 晒 数 
y= cos zx 是 偶 函数 ,符号 函数 ?=sgn xz 是 奇 函 数 ( 见 图 1 一 1). 而 函数 /zy)= 


SIm TX+t eos 并 既 不 是 奇 本 数 ,也 不 是 偶 函 数 , 因 和 震 取 To = 地 , 则 f(xo) =V2， 
f( -ro)=0, 显 然 既 不 成 立 F(- zo)= - F(zo) ,也 不 成 立 F(- zo)= f(x0). 


四 周期 函数 


设 矿 为 定义 在 数 集 万 上 的 函数 . 若 存 在 c>0, 使 得 对 一 切 xED 有 f(z+ 
o) = f(z), 则 称 f 为 周期 函数 ,o 称 为 f 的 一 个 周期 .显然 , 若 o 为 了 的 周期 , 则 
no(n 为 正 整 数 ) 也 是 了 的 周期 .者 在 周期 函数 
f 的 所 有 周期 中 有 一 个 最 小 的 周期 , 则 称 此 最 
小 周期 为 f 的 基本 周期 ,或 简称 周期 . 

例如 ,sin x 的 周期 为 2r,tan x 的 周期 为 
r. 图 数 


图 1-4 
的 周期 为 1( 见 图 1 一 4). 常 量 函 数 f(x)=c 是 以 任何 正 数 为 周期 的 周期 卫 数 ， 
但 不 存在 基本 周期 . 


f(r)=zx-lzl,rER 
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习 是 


1. 证 明 f(xz)= I 是 好 上 的 有 界 沙 数 
2. (1) 叙述 无 界 函 数 的 定义 ; 

(2) 证 明 f(x)= 一 ;为 (0,1) 上 的 无 界 函数 ; 

(3) 举 出 盟 数 了 的 例子 ,使 了 为 财 区 间 [0,1jJ 上 的 无 界 函数 . 
3. 证 明 下 列 晒 数 在 指定 区 间 上 的 单调 性 : 

(1) y=3z-1 在 (-oo,+oco) 上 严格 递增 ; 

(2) y= =sin 工 在 | -3 一 万 ,下 | 上 严格 递增 ; 

(3) y=eos zx 在 [0 上 严 入 递减 
4. es 

(1) f(z)= 广 zx4+x2—1; (2) f(x)=x+sin 工 ; 

(3) AD ez (4) f(x)=lg(z+V1ite) 
5. 求 下 列 函 数 的 周期 : 

(1) cos xr; (2) tan3zx; (3) 00s +2sin 党 
6. 设 函 数 f 定义 在 [ -a,aj 上 ,证 明 ; 

(1) F(zx)= f(z)+f(--x),xXE[-a,aj 为 偶 晃 数 ; 

(2) G(xz)= Fr)- -zz),zEL-ay al 为 奇 函 数 ; 

(3) 了 可 表示 为 某 个 奇 也 数 与 某 个 偶 隔 数 之 和 . 


7. 设 fg 为 定义 在 上 的 有 界 函 数 ,满足 
Frz) 和 gr)zrEDD. 
证 明 : (1)supf(z)<supg(7); (2) inf f(x)< infg(z). 
8. 设 f 为 定义 在 D 上 的 有 界 孙 数 ,证 明 . 
(1) sup | -f(z)1= in f(x); (2) inf | ~ f(z))= —supf (zx). 


9. 证 明 :tan z 在 ( -下 ,下 ) 上 无 界 ,而 在 ( - 于 ,至 ) 内 任 一 闭 区 间 [a ,0 上 有 界 ， 
10. 讨论 狄 利克 雷 函数 


1, 当 为 有 理 数 ， 


Dlz) = os x 为 无 理 数 


的 有 界 性 .单调 性 与 周期 性 . 
11. 证 明 ,F(z)=z+sinz 和 在 及 上 严格 增 . 
12. 设 定义 在 [fa ,+ co) 上 的 函数 太 在 任何 闭 区 间 {fa ,6 上 有 界 .定义 [a,+oco) 上 的 咽 
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数 : 
m(zx) = ,inf fy), M(x) = ,Sup f(y). 


试 讨论 m (xz) 与 M(x ) 的 图 象 ,其 中 
(1) f(zx)=00s xr,TELO, +00); (2)f(x)= xr,rE[-1,+°). 


A 
总 练习 题 


1. 设 a,pER, 证 明 ， 
(1) max{a,b}l = (a+bt+ [a -56|); 


(2) minla ,6| = 方 (a+6- la- 5b|). 
2. 设 f 和 g 都 是 也 上 的 初等 函数 .定义 
M(z) = max|Fz)g(z)lmz) = min{f(z),g(x)i,r ED. 
试问 M(xz) 和 m(z) 是 否 为 初等 函数 


3. 设 函 数 /(+) = 并, 求 : 
l 1 : 
f(— xz), f(z +1),f(r)+ 1,/( 二 ) "FOE ET ) fF)). 


4. 已 知 f(T)=ztv 1+ x , 求 f(z). 
5. 利用 咖 数 y= 二 |x] 求 解 ， 
(1) 某 系 各 班级 推选 学 生 代 表 , 每 5 人 推选 1 名 代表 ,余额 满 3 人 可 增 选 1 名 .号 出 可 
推选 代表 数 y 与 班级 学 生 数 过 之 间 的 函数 关系 (假设 每 班 学 生 数 为 30 一 50 人 ); 
(2) 正 数 过 经 四 舍 五 人 后 得 整数 y, 写 出 y 与 xz 之 间 的 函数 关系 . 
6. 已 知 函 数 y= F(z) 的 图 象 , 试 作 下 列 各 函数 的 图 象 : 
(1) y= — f(z); (2)y=f(- xz); (3)y= -fA(- 7); 
(4) y=|f(x)|; (5)y=sgnf(z); 
(6) y= + Fz)]; (7)y= 二 [ICz)1-7z)] 
7. 已 知 函 数 /和 g 的 图 象 , 试 作 下 列 函数 的 图 多 : 
(1) po(z)=maxiF(z),g(z)l; (2)0z)=mintFGz) ,8(Z) 
8. 设 fg 和 广 为 增 函数 , 满 正 
Fz) 委 gz) 和 hz) ze R. 


证 明 : f(f(x))<g(g(z))Eh(h(r)). 
9. 设 f 和 g 为 区 间 (a ,2) 上 的 增 函 数 , 证 明 第 7 题 中 定义 的 函数 g(xz) 各 yy(z) 也 都 是 


(a,b) 上 的 增 函 数 . 
10. 设 /为 [-a,a] 上 的 奇 ( 偶 ) 函 数 . 证明 :车 /在 [0,a] 上 增 , 则 /在 [ -a,0J 上 增 


( 减 ). 
11. 证 明 : 
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(1) 两 个 奇 函 数 之 和 为 奇 函 数 ,其 积 为 偶 函 数 ; 
(2) 两 个 偶 末 数 之 和 与 积 都 为 偶 函 数 ; 
(3) 奇 函 数 与 偶 旺 数 之 积 为 奇 晒 数 . 
12. 设 f,g 为 万 上 的 有 界 函 数 . 证 明 ; 
(1) inf {f(x) + g(r) inf f(r)+ supg( x); 
(2) supf (zx) + infg(x)<supl f(x) + g(r) 
13. 设 f,g 为 D 上 的 非 负 有 界 也 数 .证 明 . 
(1) in{f f(z). infg(z)< igf {f(z)gl zr)|; 
(2) sup| f(x)g(r)!<supf(x)° sup a(x). 
14. 将 定义 在 [0, + co) 上 的 函数 f 延 拓 到 R 上 ,使 延 拓 后 的 了 蚂 数 为 (i) 奇 了 清 数 ;(ii) 侦 辐 
数 . 设 
(1) f(x)=sin x+1; 
(2) Ha 
15 设 /为 定义 在 恨 上 以 及 为 周期 的 函数 ,a 为 实数 .证 明 ; 若 /在 [a,a +h] 上 有 界 , 则 
ff 在 R 上 有 界 . 
16. 设 f 在 区 间 1 上 有 和 寞 . 记 
M = sa/ (7), ™ = It) 
证 明 
Sup ,| f(x") - f(r)|=M-m. 
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3 1 数列 极限 概念 


右 盟 数 三 的 定义 域 为 全 体 正 整数 集合 N+; , 则 称 
丰 :N 一 及 或 f(n),n EN 
为 数列 . 因 正 整数 集 N; 的 元 素 可 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 , 故 数列 f(n) 也 可 写 
作 
aa 
或 简单 地 记 为 ia ji, 其 中 a 称 为 该 数列 的 通 项 . 
关于 数列 极限 , 先 举 一 个 我 国 古 代 有 关 数 列 的 例子 . 
例 1 古代 哲学 家 庄 周 所 著 的 4 庄子 .天 下 篇 /引用 过 一 句 话 :一 斥 之 醒 ,日 
取 其 半 ,万 世 不 竭 “ ,其 含义 是 :一 根 长 为 一 太 的 木 棒 ,每 天 截 下 一 半 , 这 样 的 过 程 
可 以 无 限制 地 进行 下 去 . 
把 每 天 截 下 部 分 的 长 度 列 出 如 下 (单位 为 尺 ): 


第 一 天 截 下 方 ,第 二 天 截 下 方 ,……, 第 n 天 截 下 访 ，…… 这 样 就 得 到 一 个 
数列 


不 难看 出 ,数列 的 通 项 六 随 着 4 的 无 限 增 大 而 无 限 地 接近 于 0. 一 般 地 


说 ,对 于 数列 fa | ,车 当 x 无 限 增 大 时 a, 能 无 限 地 接近 某 一 个 常数 a, 则 称 此 数列 
为 收 伍 数列 ,常数 a 称 为 它 的 极限 .不 具有 这 种 特性 的 数列 就 不 是 收敛 数列 . 
收敛 数列 的 特性 是 “ 随 着 n 的 无 限 增 大 ,a, 无 限 地 接近 某 一 常数 a .这 职 
是 说 , 当 x 充分 大 时 ,数列 的 通 项 a, 与 常数 a 之 差 的 绝对 值 可 以 任意 小 .下 面 
我 们 给 出 收敛 数列 及 其 极限 的 精确 定义 . 
定义 1 设 |a,| 为 数列 ,a 为 定数 . 若 对 任 给 的 正 数 es, 总 存在 正 整数 和 NN, 使 
得 当 n >>N 时 有 


|a,—al < E€, 


则 称 数列 | a,} 收 人 钱 于 a ,定数 a 称 为 数列 1a,1 的 极限 ,并 记 作 
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lim an = ad, 或 av 一 aa 一 co)， 
读 作 “ 当 nn 趋 于 无 穷 大 时 ,a, 的 极限 等 于 4 或 a, 趋 于 a . 
若 数 列 1a, 1 没有 极限 , 则 称 1{a, 不 收敛 ,或 称 |a | 为 发 散 数 列 . 
定义 1 常 称 为 数列 极限 的 一 NN 定义. 下面 举例 说 明 如 何 根 据 e 一 入 定义 
来 验证 数列 极限 . 


例 2 证 明 lim 环 =0, 这 里 a 为 正 数 . 
n™oo yy 
证 由 于 


I 


n 


二 -0 = 二 ， 
Hn 


| 
故 对 任 给 的 e>0, 只 要 到 N= | -了 |+1, 则 当 n>N 时 , 便 有 


Eu 


1 


1 了 _ 
RS BB 了 0 < 
这 就 证 明了 ”lim 下 =0. ] 
例 3 证 明 
lim 32 =3 
no Nn 一 3 l 
分 析 由 于 
3 (n 之 3). (1) 
因此 ,对 任 给 的 。>0, 只 要 之 <e, 便 有 
3 2 
3 -3|<e (2) 
即 当 n> 和 时 ,(2) 式 成 立 .又 由 于 (1) 式 是 在 之 3 的 条 件 下 成 立 的 , 故 应 取 
N = max 3,21. (3) 
E 


证 任 给 e>0, 取 N=max|3, 二 |. 据 分 析 , 当 ?>N 时 有 (2) 式 成 立 .于 是 
本 题 得 证 
注 本 例 在 求 N 的 过 程 中 ,(1) 式 中 运用 了 适当 放大 的 方法 ,这 样 求 N 就 
比较 方便 .但 应 注意 这 种 放大 必须 “适当 ”, 以 根据 给 定 的 。 能 确定 出 N .又 (3) 式 


四 “记号 lim 是 拉丁 文 limes( 极 限 ) 一 词 的 前 三 个 字母 .由 于 限于 取 正 整数 ,所 以 在 表示 数列 极限 
的 记号 中 把 nr 一 十 oo 简单 地 写作 n 一 0. 


tre a 
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给 出 的 N 不 一 定 是 正 整数 . 一 般 地 ,在 定义 1 中 六 不 一 定 限 于 正 整 数 , 而 只 要 
它 是 正 数 即 可 . 
例 4 证 明 lima =0， 这 里 |g|<<1. 
证 若 gq=0, 则 结果 是 显然 的 . 现 设 0<|g|<1. 记 h=To] -1 , 则 >>0. 
我 们 有 
oz -0 = jcl”= 
并 由 (1+ 疡 )2 之 1+ nh 得 到 


1 1 工 
fa" fT 声 人 < 巩 : (4) 


对 任 给 的 se>0, 只 要 取 N= 小 ， 则 当 n>N 时 ,由 (4) 式 得 |g”" 一 0|<e. 这 
就 证 明了 limg =0 . 四 

当 gq = 二 时 ,就 是 前 面 例 1 的 结果 . 

注 ”、 本 例 还 可 利用 对 数 函 数 y= lg x 的 严格 增 性 来 证 明 ( 见 第 一 章 34 例 6 


的 注 及 (2) 式 ), 简 述 如 下 : 
对 任 给 的 es>0( 不 妨 设 s<1) ,为 使 1o" -01=|19g| <e, 只 要 


nig lg| <lge Bn | (这 里 也 假定 0 <lg1< 1). 


1 
(1+h)” 


于 是 ,只 要 取 N= 记名 5T 即 可 ， 
例 5 证 明 limya = 1 ,其 中 a >0. 
证 ” 当 4 =1 时 ,结论 显然 成 立 . 现 设 a>1. 记 a=a” 一 1, 则 a>0. 由 


& 一 (1+a)7” 之 sino=1+n(ar-1) 


l _ 
oz-1 扫 “上 1 (9 ) 


所 


任 给 & 二 -N 时 ,就 有 1<e 即 |oz 一 1 
<e. 所 im 和 1. 对 于 0<a<t 的 情形 ， 其 证 明 留 给 读者 . 


关于 数列 极限 的 se 一 NN 定义 ,通过 以 上 几 个 例子 ,读者 已 有 了 初步 的 认识 . 


对 此 还 应 着 重 注意 下 面 几 点 : 
1. 。 的 任意 性 ”定义 1 中正 数 的 作用 在 于 衡量 数列 通 项 ao。 与 定数 a 的 
接近 程度 ,e 愈 小 ,表示 接近 得 愈 好 ;而 正 数 。 可 以 任意 地 小 ,说 明 a， 与 a 可 以 
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接近 到 任何 程度 .然而 ,尽管 s 有 其 任意 性 ,但 一 经 给 出 ,就 暂时 地 被 确定 下 来 ， 
以 便 依靠 它 来 求 出 N. 又 。 既是 任意 小 的 正 数 ,那么 方 ,3e 或 e? 等 等 同样 也 是 


任意 小 的 正 数 ,因此 定义 1 中 不 等 式 |a, -a|<e 中 的 e 可 用 性 ,3e 或 ee 等 来 代 
替 . 同 时 , 正 由 于 @ 是 任意 小 正 数 ,我 们 可 限定 se 小 于 一 个 确定 的 正 数 (如 在 例 4 
的 注 给 出 的 证 明 方法 中 限定 s<1). 另 外 ,定义 1 中 的 je 一 a|<e 也 可 改写 成 
|a， 一 al 委 e. 

2.N 的 相应 性 ”一 般 说 , N 随 e 的 变 小 而 变 大 ,由 此 常 把 NN 写作 N(e), 来 
强调 N 是 依赖 于 e 的 ;但 这 并 不 意味 着 N 是 由 e 所 唯一 确定 的 ,因为 对 给 定 的 
e ,比如 当 N = 100 时 能 使 得 当 n>>N 时 有 la, 一 a1<e, 则 N= 101 或 更 大 时 此 
不 等 式 自然 也 成 立 .这 里 重要 的 是 N 的 存在 性 ,而 不 在 于 它 的 值 的 大 小 . 妨 外 ， 
定义 1 中 的 n 交 NN 也 可 改写 成 n 宇 NN. 

3. 从 几何 意义 上 看 ,“ 当 n>N 时 有 |a, -al<e 意味 着 :所 有 下 标 大 于 NN 
的 项 a, 都 落 在 邻 域 U(a ;se ) 内 ;而 在 U(a;e) 之 外 ,数列 ;a,1 中 的 项 至 多 只 有 
N 个 (有 限 个 ). 反 之 , 任 给 s>0, 若 在 U(a;e) 之 外 数列 1a,1 中 的 项 只 有 有 限 
个 , 设 这 有 限 个 项 的 最 大 下 标 为 N, 则 当 n>N 时 有 a,EU(a;e), 即 当 n>N 
时 有 |a -al1<e. 由 此 ,我 们 可 写 出 数列 极限 的 一 种 等 价 定义 如 下 : 

定义 1 任 给 s>0, 若 在 U(a;e) 之 外 数列 |a, | 中 的 项 至 多 只 有 有 限 个 ， 
则 称 数 列 |e， 收敛 于 极限 a. 

由 定义 1 可知 , 若 存 在 某 eo>0, 使 得 数列 |a, 1 中 有 无 穷 多 个 项 落 在 U (a; 
ej) 之 外 , 则 {a, 1 一 定 不 以 & 为 极限 . 

例 6 证 明 {n” 和 (一 1)"! 都 是 发 散 数列 . 

证 ”对 任何 a€ER, 取 eo=1, 则 数列 {mn “| 中 所 有 满足 nx>a+1 的 项 (有 无 
穷 多 个 ) 显 然 都 落 在 U(a;eo) 之 外 , 故 in“| 不 以 任何 数 a 为 极限 , 即 {n“| 为 发 
散 数 列 . 

至 于 数列 (一 1)"|, 当 a=1 时 取 eo=1, 则 在 U(a;eo) 之 外 有 i{( 一 1)”! 中 
的 所 有 奇数 项 ; 当 a 关 1 时 取 e0 = 方 a 一 1|, 则 在 U(a;eo) 之 外 有 I{( 一 1)"i 中 


的 所 有 偶数 项 . 所 以 |( 一 1)" 不 以 任何 数 a 为 极限 , 即 {( - 1)"| 为 发 散 数列 . 口 
例 7 设 limzx, = lm =a, 作 数列 zj 如下; 
za} :TL YL T2392 Tn Yn 
证 明 lim z=a. 
证 因 lim z, = lim y = a, 帮 对 任 给 的 。>0, 数 列 |z,| 和 [ys| 中 落 在 
LJ(a ,6) 之 外 的 项 都 至 多 只 有 有 限 个 . 所 以 数列 |z, | 中 落 在 U(a;e) 之 外 的 项 


Pi ” 
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也 至 多 只 有 有 限 个 . 故 由 定义 二, 证 得 limz， = a ] 
例 8 设 ia,| 为 给 定 的 数列 ,16, | 为 对 {a 增加、 减少 或 改变 有 限 项 之 后 得 
到 的 数列 . 证明; 数列 15, | 与 1 同时 为 收敛 或 发 散 , 且 在 收敛 时 两 者 的 极限 相 
等 ， 
.证 设 1a,| 为 收 合 数列 , 且 lima, 二 a. 按 宋 义 1 ,对 任 给 的 e >0 ,数列 la，| 
中 落 在 U(a;e) 之 外 的 项 至 多 只 有 有 限 个 .而 数列 15,1 是 对 {a,1 增 加 \ 减 少 或 改 
变 有 限 项 之 后 得 到 的 , 故 从 某 一 项 开始 ,15,} 中 的 每 一 项 都 是 |a | 中 确定 的 一 
项 ,所 以 |6,| 中 落 在 U(a;e) 之 外 的 项 也 至 多 只 有 有 限 个 .这 就 证 得 limb, = a 
现 设 |a, | 发 散 .倘若 15, 1 收敛 , 则 因 {a, | 可 看 成 是 对 15,| 增 加、 减少 或 改变 
有 限 项 之 后 得 到 的 数列 , 故 由 刚才 所 证 , | a, | 收敛 , 予 盾 . 所 以 当 !:a,1 发 散 时 
15, | 也 发 散 . 品 
在 所 有 收敛 数列 中 ,有 一 类 重要 的 数列 , 称 为 无 穷 小 数列 ,其 定义 如 下 : 
定义 2 若 limas= 0, 则 称 | au 为 无 穷 小 数列 
前 面 例 1.2.4 中 的 数列 都 是 无 穷 小 数列 . 由 无 穷 小 数列 的 定义 ,读者 不 难 证 
明 如 下 命题 ， 
定理 2.1 数列 |a,1 收 敛 于 a 的 充 要 条 件 是 : fa, 一 a1 为 无穷 小 数列 . 


习 起 


1 设 as= 于 一 ,1,2,… ,a =0 
(1) 对 下 列 e 分 别 求 出 极限 定义 中 相应 的 NN: 
el =0.1, ¢€2 = 0.01, €3 = 0.001; 
(2) 对 e1,e2,e3 可 找到 相应 的 N ,这 是 否 证 明了 a 趋 于 07 应 该 怎样 做 才 对 ; 
(3) 对 给 定 的 是 否 只 能 找到 一 个 NN: 
2. 按 e 一 N 定义 证 明 . 


,NN 1. 3 十 人 
(1) lm 1 li (2) lim> mr 


(3) im =0; (4) 0 
no 玉 R00 Hn 
(5)lim- =0 (a>1). 
3 根据 例 2, 例 4 和 例 5 的 结果 求 出 下 列 极限 ,并 指出 哪些 是 无 穷 小 数列 : 
(1) i (2) jinmny3 (3)1m -5 


(4) lm (5) lm (9Olmy10 


na 


28 第 二 章 数列 极限 


1 
万 | 
4. 证 明 ; 者 lima, = a, 则 对 任 一 正 整 数 &, 有 lima, ,= a. 


$5. 试用 定义 1 证明. 
(1) 数列 } 一 1 不 以 1 为 极限 ;(2) 数 列 jn(- "| 发 散 


(7) lim 


6. 证 明定 理 2.1, 并 应 用 它 证 明 数 列 |1 + 《一 | 的 极限 是 1. 

7. 证 明 : 者 lima,=a, 则 lim la, [= |ai. 当 且 仅 当 a 为 何 值 时 反之 也 成 立 ? 
8. 按 e 一 NN 定义 证 明 .: 

(1) lim(V n+1—Vn)=0; (2)lim 
(3) lima =1, 其 中 


1 二 2 十 3 十 十 于 
7 


“二 ， 为 偶数 
Vtn n 为 奇数 . 


$2 收 售 数列 的 性 质 


收敛 数列 有 如 下 一 些 重要 性 质 ， 

定理 2.2( 唯 一 性 ) 若 数 列 1a,] 收敛 , 则 它 只 有 一 个 极限 ， 

证 设 a 是 1a,| 的 一 个 极限 .我 们 证 明 : 对 任何 数 5 了 a,6 不 是 1a,1 的 极 
限 .事实 上 , 若 取 eo= 广 16 一 al| , 则 按 定义 二 ,在 U(a;e0) 之 外 至 多 只 有 |a,| 中 
有 限 个 项 ,从 而 在 U(6b;eo) 内 至 多 只 有 |a,| 中 有 限 个 项 ,所 以 5 不 是 fei 的 极 
限 .这 就 证 明了 收敛 数列 只 能 有 一 个 极限 . ] 

一 个 收敛 数列 一 般 含有 无 穷 多 个 数 ,而 它 的 极限 只 是 一 个 数 .我 们 单 凭 这 一 
个 数 就 能 精确 地 估计 出 几乎 全 体 项 的 大 小 .以 下 收敛 数列 的 一 些 性 质 ,大 都 基于 
这 一 事实 ， 

定理 2.3( 有 界 性 ) 若 数列 ja 收敛 , 则 1a| 为 有 界 数列 , 即 存在 正 数 M ， 


使 得 对 一 切 正 整数 n 有 
ae 委 M， 


证 设 lima,=a. 取 es=1, 存 在 正 数 N ,对 一 切 n>N 有 
la.—-al<1 即 a-l<a,.<at+l. 
也 


M = maxilalil,la ,lavl,la—-1|,la+1|}, 


i 


| Er 了 
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则 对 一 切 正 整数 n 部 有 |a, | 硅 M . 口 
注 有 界 性 只 是 数列 收 伍 的 必要 条件 ,而 非 充 分 条 件 . 例如 数列 攻 - 1 有 
界 ,但 它 并 不 收敛 ( 见 §1 例 6). 
定理 2.4( 保 号 性 ) 右 lima, = 40( 或 <0), 则 对 任何 a ECE(0,a)( 或 a 
El(a,0)), 存 在 正 数 N ,使 得 当 n 和 NN 时 有 a, 站 a (或 4a, 之 a ). 
证 设 a>0. 取 se=a-a (>0), 则 存在 正 数 N ,使 得 当 ?> 六 时 有 a>a 
-es=w ,这 就 证 得 结果 .对 于 we<0 的 情形 ,也 可 类 似 地 证 明 . 四 
注 在 应 用 保 号 性 时 ,经 芝 取 a = 
定理 2.5( 保 不 等 式 性 ) 设 |a,| 与 16, | 均 为 收 化 数列 . 阁 存 在 正 数 No, 使 
得 当 N > No 时 有 an 委 2, 则 lima<limp 
证 设 lima, = a, limb, ==5b. 任 给 e >0, 分 别 存在 正 数 Ni 与 N;, 使 得 当 n 
>Ni 时 有 
da—é< a,, (1) 
当 m>N, 时 有 
b, <b+e. (2) 
取 N=maxiNo, Ni,N2z|, 则 当 >>N 时 , 按 假设 及 不 等 式 (1) 和 (2) 有 
a—e<a,b, <b+i+e, 
由 此 得 到 <<p+2e. 由 *#s 的 任意 性 推 得 c< 委 (参见 第 一 章 $1 例 2) , 即 lima,< 
lim 6,. [| 
”请 读者 自行 思考 ;如果 把 定理 2.5 中 的 条 件 wb 换 成 严格 不 等 式 a, < 
b, ,那么 能 否 把 结论 换 成 lima, < lim6,: 
例 1 设 a 之 0(n =1,2,…). 证 明 :车 lima, =&, 册 
lim V as =Va. (3) 
证 ”由 定理 2.5 可 得 a 过 0. 
者 a =0, 则 由 lima,, =0, 任 给 e >0, 存 在 正 数 N ,使 得 当 n>>N 时 有 a 
e?, 从 而 V as <e 即 |V a -01<e, 故 有 limy a =0. 
若 a >>0, 则 有 


[va -val = [ao 一 aa a-al 


Va tva . Va 
任 给 es >0, 由 lima, =a ,存在 正 数 N ,使 得 当 n>>N 时 有 
[a,—al < V as ， 
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从 而 |V a; -va|l<e.(3) 式 得 证 . 站 
定理 2.6( 人 迫 钱 性 ) 设 收敛 数列 | a,} ,16,1 都 以 a 为 极限 ,数列 jc 满足 : 
存在 正 数 No, 当 n>>No 时 有 
Qn 委 Cn SE bn, (4) 
则 数列 1c, ! 收敛 ,县 jim c, =a. 
证 任 给 e >0, 由 lima, = limb, 二 4 ,分别 存在 正 数 Ni 与 N,, 使 得 当 n> 


Ni 时 有 

Q& 一 8 所 a,, (5) 
当 n>>N, 时 有 

b, <at+e. (6) 


取 N=maxiNo,; Ni,N2|, 则 当 n>N 时 ,不 等 式 (4)、(5)、(6) 同 时 成 立 , 即 有 
a—e<a,c,b,<a+e. 


从 而 有 |c 一 a < 之 ,这 就 证 得 所 要 的 结果 . [1 
定理 2.6 不 仪 给 出 了 判定 数列 收 合 的 一 种 方法 ,而 且 也 提供 了 一 个 求 极限 
的 工具 . 


例 2 求 数列 iYn|j} 的 极限 . 
解 记 a,=Yn=1+h,, 这 里 有 ,>0 (n>>1), 则 有 


n= (1l+h,)”> HL Dj2 


由 上 式 得 0<hs<W 2 (>1), 从 而 有 


7 一] 


1 和 wow = 1+h, Sl 一 (7) 


数列 | 1 +、/ -| 是 收 伊 于 1 的 , 因 对 任 给 的 。>0, 取 N=1+ 误 , 则 当 n>N 
时 有 |1+\/ 2 -1| <e-. 于 是 ,不 等 式 (7) 的 左右 两 边 的 极限 各 为 1, 故 由 迫 人 
好 
性 证 得 limyz =1. 中 
在 求 数列 极限 时 , 常 需 要 使 用 极限 的 四 则 运算 法 则 
定理 2.7( 四 则 运算 法 则 ) 若 | au| 与 16,} 为 收敛 数列 , 则 |as + bs1, 16, - 
ba| ,ja oo 也 都 是 收敛 数列 , 且 有 


lo 主因) = lima, + lnb,, 


lim ‘b)= lima,* limb,. 
lim (a, n 1 天 1 一 和 


特别 当 5b, 为 常数 c 时 有 
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lim (a, +c)= lima, + <c， lim ca, = clima,. 
理 - 芭 吕 从 并 一 No FD 


若 再 假设 名 天 0 及 limb, 隆 0, 则 | 


也 十 收 纹 数 列 , 且 有 


. a . . 
lim 一 == lima, / limb,,. 
HO 如 NO PE 


证 由 于 a, 一刀 =aw+ (一 1)b, 及 和 一 ah :元 ,因此 我 们 只 须 证 明 关 于 和 、 
积 与 倒数 运算 的 结论 即 可 . 
设 lima, = a, limb, =6, 则 对 任 给 的 。 >0, 分 别 存 在 正 数 Ni 与 N;, 使 得 
ay-al<s, 当 7 > Ni， 
-pl<e, 当 > 和 N 
取 NN=max|Nj,N), 则 当 n>N 时 上 述 两 不 等 式 同时 成 立 , 从 而 有 
1. |(ant+b) (atb)lSlan -altlb, -bl<2e > lim(a, + 6b,)=atb. 
2. [abn—ab|=|(as ~a)b ta(b, -6)|< ia, -alibl+t lallb,. 一 pl 
(8) 
由 收敛 数列 的 有 界 性 定理 ,存在 正 数 M ,对 一 切 n 有 146, 1<M. 于 是 , 当 了 >NN 
时 由 (8) 式 可 得 
lab,—~ ab! <(M+ lal)e. 
由 s 的 任意 性 ,这 就 证 得 lima,b, = ab. 
3. 由 于 limb = 6 隆 0, 根 据 收敛 数列 的 保 号 性 ,存在 正 数 N;, 使 得 当 n> 


N;3 时 有 |5,)>> 广 15 . 取 N =maxiNN;,N3|, 则 当 n>N 时 有 


1 1| |6,-6| .2|6, -6| ,2e 
上 上 -去 | - Bol < pp 2 
由 e 的 任意 性 ,这 就 证 得 lim = D 


例 3 求 
a 7 ”十 Qn 十 … 十 CI 十 Q0 
a panet bene tte thintbo 
其 中 mm 二 ,am 冯 0,bi 冯 0. 

解 ” 以 nx“ 同 乘 分 子 分 母后 ,所 求 极限 式 化 为 
an™ K+ ann” A++an “+aon 


-由 一 -一 一 -一 一 一 
no00 2 十 bp_in” 十 …* 十 binl™* 十 bon * 


由 $1 例 2 知 , 当 a>0 时 有 limn “=0. 于 是 , 当 m= 时 ,上 式 除 了 分 子 分 母 


3 


k 


= < id it IF Her thi “ LJ] 
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的 第 一 项 分 别 为 a 与 bs 外 ,其 余 各 项 的 极限 皆 为 0, 故此 时 所 求 的 极限 等 于 
暨 ; 当 M2<A 时 ,由 于 xz “>0 (2 一 co), 故 此 时 所 求 的 极限 等 于 0. 综 上 所 述 ， 
得 到 


一 Ud 
amn™ 十 QT 十 十 QI 十 Cl0 ,k=m, 
lim oOo = Om 

n=% On + bp_1n + + pn+b, 


0 ， & > 71. 
例 4 求 lm 1 ,其 中 4 天 一 1. 
. a _1. 
解 有 
在 al<1, 则 由 lima”= 得 
lim 1 = timo/ (lme" + 1) = 0 
厅 la| 之 1, 则 
. a” }， 1 1 
tl lL +0™ 1 - 
例 5 求 limv m(v We 
解 Vnlyv 7 十 1 一 V 7 )= 了 i 
由 1+ 一 一 1 (n 王 oo) 及 例 1 得 
limVn(V nt I = 广 ， 目 


最 后 ,我 们 给 出 数列 的 子 列 概念 和 关于 子 列 的 一 个 重要 定理 . 
定义 1 设 1a, 1 为 数列 , {ni | 为 正 整 数 集 N ,的 无 限 子 集 , 且 Niji<n2< < 
< , 则 数列 


称 为 数列 |a,| 的 一 个 子 列 , 简 记 为 a, |. 

注 1 由 定义 1 可 见 , {as} 的 子 列 1a, | 的 各 项 都 选 自 {aa1, 且 保持 这 些 项 在 
ta 中 的 先后 次 序 . la | 中 的 第 k 项 是 | a, |] 中 的 第 4 项 , 故 总 有 人 过 有 .实际 
上 ;as 本身 也 是 正 整数 列 iz 1 的 子 列 . 

例如 , 子 列 {fa 由 数列 fa | 的 所 有 偶数 项 所 组 成 ,而 子 列 1a24 -11 则 由 {a 
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的 所 有 奇数 项 所 组 成 .又 1a, | 本 身 也 是 ia,| 的 一 个 子 列 ,此 时 n= 二 上 ,k=1,2， 


注 2 数列 {a, | 本 身 以 及 ia, i 去掉 有 限 项 后 得 到 的 子 列 , 称 为 a, 的 平凡 
子 列 ; 不 是 平凡 子 列 的 子 列 , 称 为 a, | 的 非 平凡 子 列 .例如 1 az | 和 1a2,_11 者 是 
ia, | 的 非 平凡 子 列 .由 上 节 例 8 可知: 数列 a1 与 它 的 任 一 平 几 子 列 同 为 收 全 
或 发 散 , 且 在 收 剑 时 有 相同 的 极限 . 

定理 2.8 数列 ja | 收敛 的 充 要 条 件 是 :!a,1 的 任何 非 平 几 子 列 都 收 钙 . 

证 ”必要 性 设 lima, 二 a,1as 1 是 1a,1 的 任 一 子 列 . 任 从 e >0, 存 在 正 数 
N .使 得 当 &>N 时 有 |a, 一 a|<e. 由 于 4 之 k, 故 当 k 上 >N 时 更 有 nN, 从 
而 也 有 |a, 一 a| <e, 这 就 证 明了 1a | 收 合 ( 且 与 1a,i 有 相同 的 极限 ). 

充分 性 ”考虑 ia, | 的 非 平凡 子 列 和 az4; ,1az4-1| 与 1a341. 按 假设 ,它们 都 收 
伍 . 由 于 1aoi| 既 是 faz41 ,又 是 | a3 的 子 列 , 故 由 刚才 证 明 的 必要 性 ， 


lim a,x 一 lmasen lima3. (9) 
又 ja6s_31 既 是 fap4 1 又 是 1a341 的 子 列 ,同样 可 得 
ma2k-1 一 jin Q3A， (10) 


(9) 式 与 (10) 式 给 出 
imQ24 = lim azg-1- 
所 以 由 上 节 例 7 可知 1a,1 收 化 . ] 
由 定理 2.8 的 证 明 可 见 , 若 数列 a,| 的 任何 非 平 凡 子 列 都 收敛 , 则 所 有 这 些 
子 列 与 |a,| 必 收敛 于 同一 个 极限 .于 是 , 若 数 列 1a, | 有 一 个 子 列 发 散 ,或 有 两 个 
子 列 收 化 而 极限 不 相等 , 则 数列 和 a, 1 一 定 发 散 .例如 数列 1( 一 1)"| ,其 偶数 项 组 
成 的 子 列 1( 一 1)2"} 收 全 于 1, 而 奇数 项 组 成 的 子 列 1( 一 1) 人 “中 收敛 于 一 1, 从 而 


1( 一 1D" 1 发 散 .再 如 数列 |sin | , 它 的 奇数 项 组 成 的 子 列 |sin 2 一 | 即 为 
(一 1)*- 呈 ,由 于 这 个 子 列 发 散 , 故 数列 |sin 2 | 发 散 . 由 此 可 见 ,定理 2.8 是 判 
断 数 列 发 散 的 有 力 工具 
习 起 
1. 求 下 列 极 际 : 


(3) lim— 2 (4) lim ( n+n—n); 


一 eof 一 2yn+1 十 32+1， 


(5) lim(F1+%2 + + 10); 
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了 ,1 1 

2 2 

(6) lim — 1 1 
3 3 


2. 设 lima, = 4, limb, =b, 且 a 万 5. 证 明 :. 存 在 正 数 N ,使 得 当 n>N 时 有 a,<<b,. 
3. 设 1a, | 为 无 穷 小 数列 ,1 5,1 为 有 和 寞 数列 ,证 明 ; a5,1 为 无 穷 小 数列 . 
4. 求 下 列 极 限 . 


1 1 1 
(1) lim (了 1+ 2.31 + ) 
(2) lim (W24292… 2 2); 


. 1 3 27 一 | 
四 a(311 +) 


(4) lim /1- +， 
Nn in 


(9 ) lm (十 + | 
To NA 用 


(和 十 1) 


十 .二 


Cr 


1 
9 mn (J Ti) 
5. 设 14,1 与 15,1 中 一 个 是 收敛 数列 , 另 一 个 是 发 散 数 列 .证 明 |a + 6,| 是 发 散 数列 .又 


加 (ab; 利 了 
6. 证 明 以 下 数列 发 散 ， 


(1) CD" 二 | (2) {nD |; (3) [os 


7. 判断 以 下 结论 是 否 成 立 ( 若 成 立 ,说 明理 由 ; 若 不 成 立 , 举 出 反例 ): 
(1) 若 |c 和 |fa2zcl 都 收 伍 , 则 ia 收 令 ; 
(2) 若 [a3s_2| ,1a34_!1| 和 |aa41 都 收 化 , 且 有 相同 极限 , 则 {4,1 收敛 


8. i 
(1) lim 


se 


in a 
(3) lim[(n +1)°- m1,0<a<l; 
(4) lim(1+ ae)(L+ra)…(1+a2 ),lal<1. 
9. 设 为 m 个 正 数 ,证 明 ， 
lm Ya + ++ a = maxjalyaa ,am|. 
10. 设 lima,=a. 证 明 : 


(1) lim na qn 


(2) 者 0 >0, 册 limw a =1. 
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3 数列 极限 存在 的 条 件 


在 研究 比较 复杂 的 数列 极限 问题 时 ,通常 先 考察 该 数列 是 否 有 极限 (极限 的 
仔 在 性 问题 ); 在 有 极限 ,再 考虑 如 何 计算 此 极限 (极限 值 的 计算 问题 ). 这 是 极限 
理论 的 两 个 基本 问题 .在 实际 应 用 中 ,解决 了 数列 ia, 1 极限 的 存在 性 问题 之 后 ， 
即使 极限 值 的 计算 较为 困难 ,但 由 于 当 nn 充分 大 时 ,a, 能 充分 接近 其 极限 e , 故 
可 用 a 作为 a 的 近似 值 .本 市 将 重点 讨论 极限 的 存在 性 问题 

为 了 确定 某 个 数列 是 否 存在 极限 ,当然 不 可 能 将 每 个 实数 依 定 义 一 一 验证 ， 
根本 的 办 法 是 直接 从 数列 本 身 的 特征 来 作出 判断 . 

首先 讨论 单调 数列 ,其 定义 与 单调 函数 相仿 .各 数列 ia, ;的 各 项 满足 关系 
式 

Qn Santl (an 之 an+l)， 


则 称 |a, | 为 递增 (递减 ) 数 列 . 递增 数列 和 递减 数列 统称 为 单调 数列 . 如 | 一 


为 


递减 数列 ， 与 122} 为 递增 数列 ,而 | 一- | 则 不 是 单调 数列 


定理 2. (单调 有 界定 理 ， 在 实数 系 中 ,有 界 的 单调 数列 必 有 极限 . 

证 不 妨 设 |a,| 为 有 上 和 界 的 递增 数列 ,由 确 界 原理 ,数列 ia,} 有 上 确 宅 , 记 
a 二 supla,| .下 面 证 明 a 就 是 1a, 1 的 极限 . 事实 上 , 任 给 。 二 0, 按 上 确 界 的 定 
义 ,存在 数列 |a | 中 某 一 项 av ,使 得 a -se<aN. 又 由 ia 的 递增 性 , 当 nn 宇 N 
时 有 


a-é€e<aN 人 Ran. 
另 一 方面 ,由 于 a 是 ia,| 的 一 个 上 界 , 故 对 一 切 a, 都 有 wa, 委 a<a+e. 所 以 当 
n 宇 N 时 有 

a~“e< a,<ate, 


这 就 证 得 lima, =&. 同 理 可 证 有 下 界 的 递 碱 数列 必 有 极限 , 且 其 极限 即 为 它 的 


下 确 寞 . D 
例 1 设 
Qn = 1 + 
其 中 实数 a 宇 2. 证 明 数 列 ia;1 收 伊 . 
证 显然 [a, | 是 递增 的 ,下 证 |a, | 有 上 界 .事实 上 ， 


1 1 | 1 ] 1 


an 1+ Fz+ 训 + 六 + -Tn 


本 一 ” 
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-2 < ， n= 1,2 
于 是 由 单调 有 界定 理 ,|a, | 收敛 . 国 
例 2 证 明 数 列 
Y2,V2+Y2V2+V2+…+V2，… 
n 个 根 号 
收敛 ,并 求 其 极限 . 


证 沁 a,=V2+V2+.…+Y2, 易 见 数列 |a, | 是 递增 的 . 现 用 数学 归纳 法 
来 证 明 ia,} 有 上 上 界 . 

显然 cl =V2<2. 假 设 c,<2, 则 有 ai=V2+a<v2+2=2, 从 而 对 一 
切 mw 有 a, 达 2, 即 ja,} 有 上 界 . 

由 单调 有 界定 理 , 数 列 1a, 上} 有 极限 , 记 为 a .由 于 

0 = 2+ aa, 
对 上 式 两 边 取 极限 得 a“=2+4a, 即 有 
(a +1)(a 一 2) = 0, 解 得 a = 一 1 或 a = 2. 

由 数列 极限 的 保 不 等 式 性 ,a = -1 是 不 可 能 的 , 故 有 


lmV2+V2+. +Y2 =2. : [| 


例 3 设 S 为 有 界 数 集 .证 明 ; 若 supS =aESs, 则 存在 严格 递增 数列 | x, 1 
CS ,使 得 lim xz, 二 a. 
证 因 & 是 SS 的 上 确 界 , 故 对 任 给 的 :>0, 存 在 rE S, 使 得 zx 之 a 一 e. 义 


因 aES, 故 z<a, 从 而 有 
da—e<Tr<a. 


现 取 el = 1, 则 存在 x1€S ,使 得 
a—el<r<a. 
再 取 ea= min| 广 ,a 一 zl >0, 则 存在 raE S, 使 得 
da— E22 < Xd, 
且 有 >a-ea-(ae-z)=zl 
_ 般 地 , 按 上 述 步骤 得 到 zx,_1€ S 之 后 , 取 e=min | 下 ,a 一 zi , 则 存在 
Z ES9, 使 得 


a—é€,<<rXn<a, 


Ri- pe BE =e ere et ”者 
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且 有 x,>a-e, 之 a 一 (a- x-!1) = Tl1. 
上 述 过 程 无 限 地 进行 下 去 ,得 到 数列 iz, |CS, 它 是 严格 递增 数列 ,有 目 满 古 
a—é€, ,<n <a < a+e,>|zx,—-al< e, < n= 1,2,.…. 
这 束 证 明了 lim zx, =a. 吕 
例 4 证 明 lim (1+ 汪 ) 仔 在 . 
证 了 先 建立 一 个 不 等 式 . 设 上 >a>0, 对 任 一 正 整 数 上 有 


bt 一 an < (n+1)6"(b -a), 


整理 后 得 不 等 式 
antl > b(n+l)a- no]. (1) 
以 a=1+ 一 一 ,6=1+ 二 代入 (1) 式 .由 于 


1 十] 
_ ] 了 _- 
(ntDa-tw=(ntD (lt)- (lt)= 1 


ra 和 > (+ 
这 就 证 明了 | (1+ 小) | 为 递增 数列 
再 以 =1.5=1+ 雹 代入 人 (1) 式 ,得 


帮 有 


(ntl)a—-nb = (n+ DD) -a(1+ 记 = 也 
放 有 
1 > + 二) 1=>[1+ 去 )” < 4. 
十 式 对 一 切 正 整 数 n 都 成 立 , 即 对 一 切 偶数 > 有 | 1 + <4 联系 到 该 数列 的 
单调 性 ,可 知 对 一 切 正 整数 7 都 有 |{1 + 二] <4, 即 数列 | (1+ 直 】 | 有 上 界 -于 


是 由 单调 有 界定 理 推 知 数列 | { 1+ 上) | 是 收 全 的 D 
通常 用 拉丁 字母 e 代表 该 数列 的 极限 , 即 
lim (1 + = e， 
它 是 一 个 无 理 数 ( 待 证 ) ,其 前 十 三 位 数字 是 
ez2.718 281 828 459 


QD 这 里 的 证 法 引 上 月 Amer. Math. Monthly,1974,Vol.81 ,No.9,1 011 一 1 012. 
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以 e 为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 , 通 贡 记 
In x = log. x. 
单调 有 界定 理 只 是 数列 收敛 的 充分 条 件 .下 面 给 出 在 实数 系 中 数列 收敛 的 
充分 必要 条 件 . 
定理 2.10( 柯 西 (Cauchy) 收 敛 准则 ) ”数列 ia,14 收 全 的 充 要 条 件 是 ;对 任 给 
的 s>0 ,存在 正 整 数 NN ,使 得 当 n,m>>N 时 有 
Ia, 一 ov|<e. 
这 个 定理 从 理论 上 完全 解决 了 数列 极限 的 存在 性 问题 , 它 的 证 明 将 在 第 七 
章 给 出 . 
柯 西 收敛 准则 的 条 件 称 为 柯 西 条 件 , 它 反映 这 样 的 事实 :收敛 数列 各 项 的 值 
愈 到 后 面 ,彼此 愈 是 接近 ,以 至 充分 后 面 的 任何 两 项 之 差 的 绝对 值 可 小 于 预先 给 
定 的 任意 小 正 数 .或 者 形象 地 说 ,收敛 数列 的 各 项 越 到 后 面 越 是 “ 挤 " 在 一 起 .为 
外 , 柯 西 收敛 准则 把 s - N 定义 中 wa, 与 a 的 关系 换 成 了 a, 与 a 的 关系 ,其 好 
处 在 于 无 需 借 助 数 列 以 外 的 数 a, 只 要 根据 数列 本 身 的 特征 就 可 以 鉴别 其 ( 收 ) 
敛 ( 发 ) 做 性 . 
例 5 证 明 . 任 一 无 限 十 进 小 数 a=0.5162…65,… 的 位 不 足 近 似 (n=1， 
2,… ) 所 组 成 的 数列 
b} 56 b: &b b, 
他 于 + (2) 
满足 柯 西 条 件 ( 从 而 必 收 化) ,其 中 六 为 0,1,2,…,9 中 的 一 个 数 ,k=1,2,…. 


0 | 
下 蕊 an 一 10 十 102 +]107 :不妨 议 nm , 则 有 
bm+!1 bmn+2 0 

一 一 十 ，* 十 
[an Am) 10™+i 0 10" 


9 1 ... a 
Sm (1 十 10 十 + 10”-™-1 


1 人- 一] 1 -1 
-< < 


对 任 给 的 s >0, 取 N= 一 , 则 对 一 切 7 >7M>N 有 
| ay， 一 a | < e. 


这 就 证 明了 数列 (2) 满 足 柯 西 条 件 . OD 


习 是 


1. 利用 lim (1+ 十 ) =e 求 下 列 极限 ; 


aa rr 于 ke . 
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5) (Li) 
2. 试问 下 面 的 解 题 方法 是 否 正确 : 
求 im2”. 
解 ” 设 ,=2” 及 lima, =a. 由 于 an=2as-1, 两 边 取 极限 (n=) 得 a=24, 所 以 a=0. 
3. 证 明 下 列 数列 极限 存在 并 求 其 值 

(1) 设 ail=V2,a =wW2a ,n=1,2,…; 

(2) 设 al=yVc (c>0),a 1i=wc+a 7 一 1 2 


(3) a = (c>0)，mn=12， 
n, 


4. 利用 | (1+ 工 ) | 为 递增 数列 的 结论 ,证 明 | ( 1+ 一 上 ) | 为 递增 数列 
5. 应 用 柯 西 收敛 准 则 ,证 明 以 下 数列 | ai 收 伍 ， 


Iml Sin2 SINn 
(1) an = +t tt ， 
_ 1 1 了 

(2) on lt ta 2 


6. 证 明 : 若 单调 数列 | a， I 
/>1 , 则 lim an = 0. 


7. 证 明 . 者 a, >0， lim 


8. 证 明 : 着 1 。 | 为 递增 (递减 ) 有 办 数列 ， 则 
lim a,, = suplan | (inf!a,!). 
义 问 逆 命 题 成 立 官 ? 
9. 利用 不 等 式 


ba >(n+l)ar(b-a)b>a>0 
十 明 : | (1+ 十 ) We 并 由 此 推出 | (1+ 士 】 | 为 有 界 数列 


10. 证 明 ， (1 ) | <3 
i) ;又 易 证 (1+) <3+(1+ 二 ) 


提示 :利用 上 题 可 知 e< (1+ 
11. 给 定 两 正 数 ai 与 (ait> 加 ) ,作出 其 等 差 中 项 42 = > 全 与 等 比 中 项 b 
Vatb1 ,一般 地 令 
al = 和 5 1 


证 明 ; lima, 与 lm6, 皆 存 在 且 相 等 
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12. 设 ia,| 为 有 界 数列 , 记 
dn = Sup{lan yan+1, Q = infia, ,a,41 ,|. 
证 明 : (1) 对 任何 正 整数 ”本 之 Cj; 
(2)ia.1 为 递减 有 界 数列 ,1a | 为 递增 有 界 数列 , 且 对 任何 正 整数 n,m 有 a, 宇 a; 
(3) 设 吉 和 & 分 别 是 {a,1 和 | a1 的 极限 , 则 a 之 a; 
(4) la, | 收敛 的 充 要 条 件 是 4= 4a. 


总 练 习题 


jw 


. 求 下 列 数列 的 极限 ， 
(1) lim v n+3”"; (2) Hom 二; 
(3) lim(V n+2-2vV nt+1l+Vn). 


2. 证 明 ， 
(1) limn’ gq =0 (lg|l<1); (2) lim 2 =0 (a>1); 
(3) lm = =0. 


yO 
3 . 设 lim a， 二 a, 证明， 


(1) lim™ 一 人 (又 问 由 此 等 式 能 否 反 过 来 推出 fim a, = a); 


(2) 大 a,>0 (n=1,2,.…) , 则 limv Q&1C27… ay 一 CQ 
4. 应 用 上 题 的 结论 证 明 下 列 各 题 : 


十 @2 十 ”"， -十 Cr 
i 


1+ 卫 + 了 + 
(1) lim 二 =0; (2) limye =1 (a >0); 
(3) lim¥n =1; (4) lm -0 
/六 | 
(5) lm = 一 e; (6) bml 2 3 tt Yn, 


(7) 车 lim 吕 二 =a (b>0), 则 limYB, =a; 


(8) 车 lim(a, an-1)=4d, 则 lim 庆 =d. 
5. 证 明 :; 车 ta | 为 递增 数列 ,15,| 为 递减 数列 , 且 
lm (au - 如) = 0， 
则 lim a 与 limb, 都 存在 且 相 等 . 
6. 设 数列 | a, | 满足 ;存在 正 数 M, 对 一 切 n 有 
A, = | aa 一 ai 十 |a3— a2| 十 十 an — an-1| < AM. 


证 明 : 数 列 ja 与 14,j| 都 收 伍 ， 
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7. 没 a>0,o>0,a1= 二 (at) an- art) n=1,2,.… 


证 明 : 数 列 1a,| 收 僵 , 且 其 极限 为 /o. 
8. 设 ai>bi>0, 记 


,= + Bb-!l pp 2an_1On-1 3 
革 2 3 a, 1 十 bl 3 多 


证 明 : 数列 |a,| 与 15, 的 极限 都 存在 且 等 于 V aibi 
9. 按 柯 西 收敛 准则 叙述 数列 1a,,| 发 散 的 充 要 条 件 ,并 用 它 证 明 下 列 数列 fa,} 是 发 散 的 : 


(1) a,=(-1)"n; (2) an = sin 7 (3) qn =1+ 方 + 二 一 
n 
10. 设 lima,=a,limb = 如 抱 
S, = max!a,,b,1, T, = minla,,b,!, 7 = 1,2,.…. 
证 明 . (1) lim S, = max | a,b1;(2) lim T, = minla ,pb 
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1 阔 数 极限 概念 


一 工 赵 于 co 时 函数 的 极限 


设 函 数 f 定义 在 [a,+ ceo) 上 ,类 似 于 数列 情形 ,我 们 人 研究 当 目 变量 xz 趋 于 
+ co 时 ,对 应 的 函数 值 能 否 无 限 地 接近 于 某 个 定数 A. 例 如 ,对 于 肾 数 f(x )= 


工 ,从 图 象 上 可 见 , 当 zx 无 限 增 大 时 ,函数 值 无 限 地 接近 于 0; 而 对 于 函数 g(z) 


= arctan x, 则 当 工 趋 于 + co 时 函数 值 无 限 地 接近 于 了. 我们 称 这 两 个 函数 当 
趋 于 + co 时 有 极限 .一 般 地 , 当 二 趋 于 +ce 时 函数 极限 的 精确 定义 如 下 : 

定义 1 设 7 为 定义 在 [a, + ce) 上 的 函数 ,A 为 定数 . 若 对 任 给 的 s 之 0, 存 
在 正 数 M (之 a ), 使 得当 xz>M 时 有 

f(x)-A|<e, 
则 称 函 数 f 当 xz 趋 于 + co 时 以 A 为 极限 , 记 作 
lim f(x) A 或 f(z) A (r+ 0%). 

在 定义 1 中 正 数 M 的 作用 与 数列 极限 定义 中 的 N 相 类 似 , 表 明 z 充分 大 
的 程度 ;但 这 里 所 考虑 的 是 比 M 大 的 所 有 实 y 
数 二 ,而 不 仅仅 是 正 整 数 ?. 因 此, 当 zz 一 + oo -日 
时 函数 有 以 A 为 极限 意味 着 :A 的 任意 小 名 4 人 A -= 


域内 必 含 有 /在 + co 的 某 邻 域内 的 全 部 函数 2 
值 2 
. 


定义 1 的 几何 意义 如 图 3 一 1 所 示 , 对 任 
给 的 s >0, 在 坐标 平面 上 平行 于 x 轴 的 两 条 
直线 y=A+e 与 y= A 一 e, 围 成 以 直线 y= 
A 为 中 心 线 、 宽 为 2e 的 带 形 区 域 ;定义 中 的 “ 当 xz>M 时 有 | f(z) 一 A|<e 表 
示 : 在 直线 x = M 的 右 方 ,曲线 y= f(z) 全 部 落 在 这 个 带 形 区 域 之 内 . 如果 正 数 
e 给 得 小 一 点 , 即 当 带 形 区 域 更 窜 一 点 ,那么 直线 z= 二 M 一 般 要 往 右 平移 ;但 无 
论 带 形 区 域 如 何 罕 ,总 存在 这 样 的 正 数 M ,使 得 曲线 y= f(x ) 在 直线 xX 二 M 的 


I 


图 3--1 
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右边 部 分 全 部 落 在 这 更 窗 的 带 形 区 域内 . 

现 设 广 为 定 义 在 U(- o) 或 U(ce) 上 的 函数 , 当 Z 一 -oo 或 一 co 时 ,者 
函数 值 f(xz ) 能 无 限 地 接近 某 定数 A , 则 称 扩 当 z 一 -co 或 zx 一 co 时 以 A 为 极 
限 ,分 别 记 作 

lim f(z)= A 或 f(z) A (rx—>- ™); 
limf(z)= A 或 f(x)—>A(r— 0%). 
这 两 种 函数 极限 的 精确 定义 与 定义 1 相仿 ,只 须 把 定义 1 中 的 “ > AM 分 别 改 
为 “z< -AT 或 "1zi >AM 即 可 . 
读者 不 难 证 明 : 若 矿 为 定义 在 U(ce ) 上 的 函数 , 则 
limf(x) = A lim f(x) = lim f(z) = A. (1) 


例 1 证 明 lim 一 =0. 


证 任 给 。e>0, 取 M= 一 , 则 当 |zx1>M 时 有 


所 以 lim 一 =0 口 
例 2 证 明 ，1) lim arctan x = 一 2 ) lim arctan + =. 
证 任 给 s>0, 由 于 
arctan z 一 (- 瑟 ) <e (2) 


等 价 于 一 e -也 <arctan rt<e -万 ,而 此 不 等 式 的 左 半 部 分 对 任何 z 都 成 立 , 所 
以 只 要 考察 其 右 半 部 分 x 的 变化 范围 .为 此 , 先 限制 e< 了 了 , 则 有 


TX < tan (e 一 至 )=- tan[ 瑟 一 =， 
故 对 任 给 的 正 数 s [< 至) ,只 须 取 M= tan( 至 - e ) , 则 当 < M 时 便 有 (2) 


式 成 立 . 这 就 证 明了 1). 类 似 地 可 证 2). 口 
由 结论 (1) 可 知 , 当 Zoo 时 arctan 并 不 存在 极限 . 


二 x 趋 于 zu 时 函数 的 极限 


设 f 为 定义 在 后 To 的 某 个 空心 邻 域 U"(zxo) 内 的 函数 .现在 讨论 当 Z 趋 于 
zo(z 闫 x0) 时 ,对 应 的 函数 值 能 否 趋 于 某 个 定数 A. 这 类 函数 极限 的 精确 定义 如 
下 . 


pt 
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定义 2( 函 数 极限 的 e 一 6 定义 ) 设 范 数 了 在 点 zo 的 某 个 空心 邻 域 
LU (xo;6 ) 内 有 征 义 ,4 为 定数 .看 对 任 给 的 e >0, 存 在 正 数 SC(<G ) ,使 得 当 0 
<lz-zol<s 时 有 

f(x)-A|l<e, 
则 称 函 数 f 当 x 趋 于 xo 时 以 A 为 极限 , 记 作 
lim f(x) 二 A 或 f(z)>A(r— cro). 

下 面 我 们 举例 说 明 如 何 应 用 es- 6 定义 来 验证 这 种 类 型 的 旺 数 极限 .请 污 

者 特别 注意 以 下 各 例 中 6 的 值 是 怎样 确定 的 . 


例 3 设 f(z)= 二 二, 证 明 limf(x)=4. 


fr) -4 = | 二 -4 = 1z+2-41=1z-21 
故 对 给 定 的 s>0, 只 要 取 8=es, 则 当 0<|jz-2| < 时 有 | F(xz)-4|<s. 这 就 
证 明了 limf(x)=4 门 


例 4 证 明 : 1) lim sin X=sin ro; 2) lim cos T= Cos Xo. 
证， 先 建立 一 个 不 等 式 : 当 0< z< 各 时 有 
sin 并 所 工区 tan (3) 
事实 上 ,在 如 图 3 一 2 的 单位 圆 内 , 当 0<z<< 了 > 时 ,显然 
有 


SAaoap < SOAD < DAOAB; 


即 方 sin z< 了 <DTtan z, 由 此 立 得 (3) 式 . 图 3-2 


又 当 z 之 广 时 有 sin zl1<rz , 故 对 一 切 工 >0 都 有 
sin zx<z; 当 z<0 时 ,由 sin(-z)< 一 并 得 -sin<- zx. 综 上 ,我 们 又 得 到 不 


等 式 
snzx| 达 |zx|,xrE€ER, (4) 
其 中 等 号 仅 当 x=0 时 成 立 . 
现 证 1). 由 (4) 式 得 


TT 二 Xo 
COS 一 
2 


.0 


S11 2 之 |r- rol. 


[sinx -sinxrol =2 


对 任 给 的 >0, 只 要 取 G=e, 则 当 0<|z-zol<S 时 ,就 有 


sin 工 一 sn zol < e. 
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所 以 im sin 三 sin Xo 2) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 品 
2 
:下 上 Z -1 _2 
例 5 证 明 lim 3 2 一 一 一] 了 
证 当 r 关 1 时 有 


7 六 上 - 凶 |- | 工 一 工 | 
27r2_7r-1 3 27 十 ] 过 


巷 限 制 过 于 0<lz- 和 <1( 此 时 >0), 则 |2z+1>1. 于 是 ,对 任 给 的 s >0， 
只 要 取 S=minl3e ,1 , 则 当 0<iz-L<G 时 , 便 有 


x 一 1 2 jx-1l 
$< 3 < 6. [ 


例 6 证 明 limvi-zcz=V1-zi(zol<1l) 
证 由 于 |z| 科 1 | zol 和 1l, 因 此 


一 xix 
Mi-r-V1l- | = 
VlI-zx*+V1i- zo 


r+izrollrz-zrol 27 一 0| 


二 二 一 2 
A 1 — zo NV 1! — x 
于 是 ,对 任 给 的 es >0( 不 妨 设 0<s<l), 取 
V1- x0 
2  “， 
则 当 0<|z -zol<6 时 ,就 有 IV1-x2-V1-xdl<e. 0 
应 用 s 一 6 定义 还 立刻 可 得 


< 


人 = 


这 里 c 为 稍 数 ,zo 为 给 定 实数 

通过 以 上 各 个 例子 ,读者 对 函数 极限 的 es- 8 定义 应 能 体会 到 下 面 几 扣 : 

1. 定义 2 中 的 正 数 $ ,相当 于 数列 极限 es - N 定义 中 的 NN, 它 依赖 于 e， 但 
也 不 是 由 es 所 唯一 确定 . 一 般 来 说 ,s 愈 小 ,6 也 相应 地 要 小 一 些 , 而 且 把 6 取得 


更 小 些 也 无 妨 .如 在 例 3 中 可 取 5= 了 或 6 = 五 等 等 ， 

2. 定义 中 只 要 求 函 数 三 在 zn 的 菜 一 空 人 邻 城内 有 定义 ,而 一般 不 考 虚 f 
在 点 x0 处 的 函数 值 是 否 有 定义 ,或 者 取 什么 值 .这 是 因为 ,对 于 函数 极限 我 们 所 
研究 的 是 当 x 趋 于 xzx。 过 程 中 函数 值 的 变化 趋势 . 如 在 例 3 中 ,函数 了 在 点 z= 二 2 
是 没有 定义 的 ,但 当 x 习 2 时 f 的 函数 值 趋 于 一 个 定数 . 

3. 定义 2 中 的 不 等 式 0< 之 |x 一 zol 达 6 等 价 于 5 U"'(xo0;6), 而 不 等 式 
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FFCz)-A4I<e 等 价 于 Fz)EU(4A:e). 于 是 ,s- 6 定义 又 可 写成 ， 

任 给 s >0 ,存在 G>0, 使 得 对 一 切 xE U(xo;6) 有 f(x)EU(A;e). 或 更 
简单 地 表 为 ， 

任 给 s >0 ,存在 G>0, 使 得 FDCzo;S))CLOANE) 

4,. se- 和 定义 的 几何 意义 如 图 3- 3 所 
示 . 对 任 给 的 ee >0, 在 坐标 平面 上 通 一 条 以 
直线 y= A 为 中 心 线 、 宽 为 2e 的 横 市 , 则 必 
存在 以 直线 zx = xo 为 中 心 线 、 视 为 26 的 坚 
带 , 使 函数 y= F(z) 的 图 象 在 该 紧 带 中 的 部 
分 全 部 落 在 横 带 内 ,但 点 (xo, f(zo)) 可 能 例 
外 (或 无意 义 ). 

下 面 我 们 讨论 单 侧 极限 ， 

有 些 函 数 在 其 定义 域 上 某 些 点 左 侧 与 右 侧 的 解析 式 不 同 ( 如 分 段 图 数 定义 


图 3-3 


域 土 的 某 些 点 ), 或 孔 数 在 某 些 点 仅 在 其 一 侧 有 定义 (如 在 定义 区 间 涡 点 处 ), 这 
时 函数 在 那些 点 上 的 极限 只 能 单 侧 地 给 出 定义 . 
例如 ,函数 
Zr， 二 之 0 
TXT) 一 9 
Ho = 全 人 (5) 


当 x>0 而 趋 于 0 时 ,应 按 f(z)= x? 来 考察 阴 数 值 的 变化 趋势 ; 当 xz<0 而 起 


于 0 时 , 则 应 按 f(x)=xz 来 考察 .又 如 函数 v 1 一 x 在 其 定义 区 间 [ -1,1j 江 点 
= +1 处 的 极限 ,也 只 能 在 点 x = 一 1 的 右 侧 和 点 z=1 的 左 侧 来 分 别 讨论 ， 
定义 3 设 隐 数 f 在 U(xo;6 ) (或 U" (zo;6 )) 内 有 定义 ,A 为 定数 . 石 
对 任 给 的 s >0, 存 在 正 数 8 (<6 ), 使 得 当 xo<xX<xot6 (或 xo 一 6 过 < 
70) 时 有 
[f(z)-A|l<e, 
则 称 数 A 为 函数 f 当 zz 趋 于 zu (或 zo ) 时 的 右 ( 左 ) 极 限 , 记 作 


lim f(x) = A ( lim f(x) = A 


TY TT 


f(r)—> A(r—> rt) (f(r)> A(r > zo0)). 
右 极限 与 左 极限 统称 为 单 侧 极 限 . 了 在 点 xo 的 右 极 服 与 左 极限 又 分 别 记 为 
F(zo+0) = A 与 f(zxo -0) = mA) 


T—*1 


按 定 义 3 容易 验证 函数 (5) 在 Zz=0 处 的 元、 右 极限 分 别 为 
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f(0 ~ 0) = lim f(x)= lim x = 0, 


了 -0 


f(0 +0) = lim f(x) = lim T= 0. 
同样 还 可 验证 符号 函数 sgn x 在 zx =0 处 的 左 . 右 极 限 分 别 为 


lim sgn x = lim (1)=-1, lim sgnx= liml1=1. 
-+ TX*0 TO 0 
例 7 讨论 随 数 V 1 一 x“ 在 定义 区 间 端 点 土 1 处 的 单 侧 极 限 . 


解 ” 由 于 |z | 二 1, 故 有 
1—-x*= (ll+xr)(l-x) 之 2(1 - 工 ). 
任 给 s>0, 当 2(1- 过 )<e 时 ,就 有 


V1— x <e. (6 ) 
于 是 取 9= 与 , 则 当 0<1-7z<s 即 1-8S<7z<l 时 ,(6) 式 成 立 . 这 就 推出 
limVvI 一 二 =0. 类 似 地 可 得 lim v1- 一 0 品 


cl] r=(-1) 


关于 函数 极限 lim F(z ) 与 相应 的 左 \ 右 极限 之 间 的 关系 ,有 下 述 定理 
定理 3.1 limf(x)=AS lim f(x)= im f(z )=A. 


这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

应 用 定理 3.1, 除 了 可 验证 函数 极限 的 存在 (如 对 明 数 (3) 有 limf(z)=0)， 
还 常 可 说 明 某 些 函 数 极限 的 不 存在 ,如 前 面 提 到 的 符号 函数 sgn Xx, 由 于 它 在 
=0 处 的 左右 极限 不 相等 ,所 以 limsgn Z 不 存在 . 


心 


习 闲 


1. 按 定 义 证 明 下 列 极限 ， 
(1) lim oz+5> =6; (2) lim(z ~6x + 10) =2; 


廊 
(4) lim v 4~ x =0; 
2- 


i 
汪 


(3) lim =1; 
(5) lim cos x = cos zxo. 

2. 根据 定义 2 叙述 lim f(z) 关 A， 

3. 没 jm f(z) =A, 证 明 if( t+h)=A. 

. 证 明 : 若 lim f(x)=A, 则 lim |f(x)|= [A1. 当 且 仅 当 A 为 何 值 时 反之 也 成 立 ? 


> 


. 证 明定 理 3.1. 
. 讨论 下 列 函 数 在 x 一 0 时 的 极限 或 左右 极限 ， 


Tm (Ah 
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(D /2)=E; fr)=[z] 
2”， Zz>0, 

(3) f(x)=40, r=0, 
1l+x’, zx<0. 


7. 设 lim_/(x) = A, 证 明 lim /f(z )= A. 


8. 证 明 . 对 黎 曼 函数 R(xz) 有 lim R(xz)=0,xzo€E1[0,1] ( 当 zo=0 或 工时 ,考虑 单 便 极 限 ). 


$2” 函数 极限 的 性 质 


在 $1 中 我 们 引入 了 下 述 六 种 类 型 的 晤 数 极 限 : 
] ) lim 1 f(r); 2) lim f(r); 3) lim/f(x); 


4) lim f(z): 5S) lim flr); 0) lim f(z). 


它们 上 有 具有 与 数列 极限 相 类 似 的 一 些 性 质 ， 下 面 以 第 4) 种 类 型 的 极限 为 代表 来 叙 
述 并 证 明 这 些 性 质 . 至 于 其 他 类 型 极限 的 性 质 及 其 证 明 , 只 要 相应 地 作 些 修改 即 
可 . 
定理 3.2( 唯 一 性 ) 车 极限 lm (z) 存 在 , 则 此 极限 是 唯一 的 
证 设 A.B 都 是 f 当 x 一 xo 时 的 极限 , 则 对 任 给 的 e>>0, 分 别 存在 正 数 
6 与 6,, 使 得 当 0<|x--xol 达 61 时 有 
f(x)-Al<e, (1) 
当 0< jz-zol<6” 时 有 
f(r)-BIl<e. (2) 
取 6=min(61,62), 则 当 0<|zx 一 xol<6 时 ,(1) 式 与 (2) 式 同时 成 立 , 故 有 
IA-Bl=|(f(r)- A)- (f(r)- B) 
<|f(r)-A|l+|f(rx)- BI < 2e. 


由 & 的 任意 性 得 A = B. 这 就 证 明了 极限 是 唯一 的 . 品 
定理 3.3( 局 部 有 界 性 ) ”车 lim/(x) 存 在 , 则 / 在 zo 的 某 空 心 邻 城 
U"(xro) 内 有 剧 . 


证 设 limAz)=A. 取 # =1 . 则 存在 8$S>0, 使 得 对 一 切 rE U"(zxo;6) 有 


f(x)-Al<1>If(r)I < 114 +1 
这 就 证 明了 /在 D"(zo36G) 内 有 秀 . 品 
定理 3.4( 局 部 保 号 性 ) 车 lim f(x)=A>0( 或 <0), 则 对 任何 正 数 r<A 
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(或 < -4A), 存 在 U"(zx0), 使 得 对 一 切 zE U"(zo) 有 
f(z)>r>0( 或 f(x) <-r< 0). 
证 设 A>0, 对 任何 rE€E(0,A), 取 e=A 一 r, 则 存在 6 之 0, 使 得 对 一 切 
rE U"(zxo;6) 有 
f(x)>A-e=7, 
这 就 证 得 结论 .对 于 A<0 的 情形 可 类 似 地 证 明 . 口 
注 在 以 后 应 用 局 部 保 号 性 时 , 常 取 = 人 
定理 3.5( 保 不 等 式 性 ) 设 lim/(x) 与 limg (x) 都 存在 , 且 在 某 邻 域 
U"(zo;6 ) 内 有 f(x) 三 g (zx), 则 
lim f(x) < limg (x). (3) 
证 设 lim/(x)=A,limg(z)=B, 则 对 任 给 的 e>0, 分 别 存在 正 数 51 与 
6, ,使 得 当 0< jz 一 zol<0l 时 有 
A-e< f(r), (4) 
当 0<|z-zol<G6* 时 有 
g(Zzh) < 也 十 e. (5) 
令 6=min{6 ,61,621 , 则 当 0<|zx -zol<6 时 ,不 等 式 /(z) 人 g(x) 与 (4)、 


(5) 两 式 同时 成 立 , 于 是 有 
A~-~e< f(x)<g(r)< B+e, 


从 而 A 达 B+2e. 由 e 的 任意 性 推出 A 二 B, 即 (3) 式 成 立 . OD 
定理 3.6( 亿 钱 性 ) 设 lim f(z)= limg(z)=A, 且 在 攻 U"(zxo;6 ) 内 有 
f(x)h(r) g(r), (6) 


则 limh(z)=A. 
证 ” 按 假 设 , 对 任 给 的 e>0, 分 别 存在 正 数 6 与 6, ,使 得 当 0<<|x 一 zol< 

61 时 有 

A—e < f(r), (7) 
当 0< | 工 -zolj<86? 时 有 

g(X)< A+eE. (8) 
仿 6 二 min16 ,51,6,1, 则 当 0<|r-xrol<d 时 ,不 等 式 (6)、(7)、(8) 同 时 成 立 ， 
故 有 

A-s<z) 委 hz) 委 SGz)<A+e， 

由 此 得 |h(zx) 一 Al<e, 所 以 limh(z)=A. 口 


定理 3.7( 四 则 运算 法 则 ) ”车 极限 lim f(z) 与 limg (x) 都 存在 , 则 函数 


i 站 IE Ds : 
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f+g,f*g 当 x 一 zo 时 极限 也 存在 , 朋 
1) limlf(z)+g(z)]= lim f(x)+ limg(x); 
2) liml f(z)g(z)]= limf(x): limg(z); 
又 阁 lim g(xz) 关 0, 则 fig 当 z 一 zo 时 极限 存在 , 且 有 


3 ) lim f= lim f(z)/ img(z) 


这 个 定理 的 证 明 类 似 于 数列 极限 中 的 相应 定理 ， 留 给 读者 作为 练习 . 
利用 项 数 极限 的 迫 伍 性 四 网管 生 深 和 我们 本 全 一 一 些 简 单 的 纯 数 极限 出 
发 ,计算 较 复杂 的 函数 极限 . 
例 1 求 jmz 一 | 
解 ”由 第 一 章 $3 习题 13, 当 过 >0 时 有 
1 一 之 扫 zr| 一 长 | ， 


而 lim (1- z) =1, 故 由 连 敛 性 得 
Xx*0 


lim | 一 |= 1. 
z=0+ 
另 一 方面 , 当 z<0 时 有 1<z| 一 |<1-z, 故 由 迫 伍 性 又 可 得 
im z| 一 |= 1 . 
综 上 ,我 们 求 得 lim zx | 二 l = 1. | 


例 2 求 lm(xz tanz ~ 1). 


解 由 ztan 工 = 并 sn 工 及 8 1 例 4 所 得 的 
COS 并 


limsin x = sin = V2 = limcos 工 ， 
4 2 本 
4 
并 按 四 则 运算 法 则 有 
limsin x 
lim(xtan 7 —1)= lmz: | 9 lim!l = 次 一 [| 
二 本 imcos TX z 


例 3 求 im (二 一 577) 
解 当 z+1 天 0 时 有 
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] 3 _ (z+)(r-2) 过 一 2 


tl x+l1 zx3+1 ri—-zrt+l 


履 所 求 极限 等 于 


例 4 证 明 lima” =1 (a>1). 
证 任 给 e>0( 不 妨 设 s 必 1) ,为 使 
la*—-1|<e, (9) 
即 1-s<az<1l+e, 利 用 对 数 函 数 log,r( 当 a>>1 时 ) 的 严格 增 性 ,只 要 
log,(1—-e)<x < log(l+e). 


于 是 , 令 
6 = minllogs(1 + 8), ~ log,(1 ~ e)}, 
则 当 0<1zl<G 时 ,就 有 (9) 式 成 立 , 从 而 证 得 结论 . OD 
习 题 
1. 求 下 列 极限 : 
(1) lim2(sin x — cos x ~ x ); (2) lim 7 一 ; 
02x TI—!1 
2—] (zxz-1) +(1-3zx) 
(3) lim 7 (4) lim 3 
(5) im 之 二 上 (n,m 为 正 整数 ); (6) lim 人 竺 一 ， 
I*] 7 一 I—4 Vr-2 
rw 70rR _ «<\20 
(7) im e+ Ta (a >0); (8) lim G3z+6) (8z—5) 
+ tT r+ (Sz— 1) 


2. 利用 这 敛 性 求 极限 . 
(1) lim 开 =cos 工 ， (2) lim Bez. 
了 一 一 0 二- +m 一 4 
3， 设 im f(x)=A, lim g(x)=B. 证 明 . 
(1) lim [f(xz)+g(x)l=A+tB:; 
7 -0 


(2) lim [f(x)g(7r)1= AB:; 


(3) lim 人 = 各 ( 当 B 关 0 时). 
4. 设 


fz) a0X + Qi 十 十 Go -1 十 Cam 
天 一 一 
zz + br” 二 十 Do 十 


试 求 lim f(z). 


, a0 天 0,50 天 0,7za < Nn, 
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5. 设 Az)>0,lmn f(z)= A. 证 明 
Th 
J YA) = A 


其 中 2 之 2 为 正 整数 . 
6. 证 明 lima” =1 (0<a<1). 


7. 设 lm f(x)=A， lm g(x)=B. 
(1) 若 在 某 U(xo) 内 有 f(z) 达 g(x), 问 是 否 必 有 A<B? 为 什么 ? 
(2) 证明: 着 A>>B, 则 在 某 U(xo) 内 有 f(x)> g(xr). 


8. 求 下 列 极限 (其 中 n 和 皆 为 正 整数 )， 


(1) lim jz 1 ， (2) 1 | 1 
0 2 ltr + TT 1+ 
7 ,, 站 nn | 
(3) lim 3 一 (4) lim H+, 
TIT 二- 一 们 .证 


(5) lim 上 (提示 :参照 例 1) 
9.(1) 证 明 ; 车 limf(x*) 存 在 , 则 limf(zx)=limf(x). 
(2) 若 limf(z ) 存 在 ,试问 是 否 成 立 limf(z)= lmf(x)? 


3 3 ”函数 极限 存在 的 条 什 


与 讨论 数列 极限 存在 的 条 件 一 样 ,我们 将 从 蚂 数 值 的 变化 趋势 来 判断 其 极 
限 的 存在 性 .下 面 的 定理 只 对 zx- 一 zo 这 种 类 型 的 函数 极限 进行 论述 ,但 其 绪论 
对 其 它 类 型 的 函数 极限 也 是 成 立 的 .下 述 归结 原则 有 时 称 为 海 涅 (Heine) 定 理 . 

定理 3.8( 归 结 原则 ) 设 了 在 U(xo;6 ) 内 有 定义 . lim 7 并 ) 存 在 的 到 要 
条 件 是 :对 任何 含 于 U(xo;6 ) 且 以 xo 为 极限 的 数列 并, 1 ,极限 lim fx, ) 都 丰 
在 且 相 等 . 

证 [必要 性 | 设 lim f(x)=A, 则 对 任 给 的 e >0, 存 在 正 数 6 (三 6 ), 使 
得 当 0<|z- 1<s 时 ,有 |Fz) -AI<e 

另 一 方面 , 设 数列 | x, CU (zo;6 ) 且 lim rn = 20, 则 对 上 述 的 SG>0, 存 在 
N >0, 使 得 当 n>>N 时 有 0 之 1x, 一 xol<6, 从 而 有 | f(z) 一 Al<e. 这 就 证 明 
Flimf(rn)= A. 

[充分 性 ] 设 对 任何 数列 ix, ;CU (zo; 6 ) 且 lim zx, = xo, 有 limf(z) 一 
A , 则 可 用 反 证 法 推出 lim f(z) ~ A. 事 实 上 ,倘若 当 z 一 zn 时 f 不 以 A 为 极 
限 , 则 存在 茶 eo >0, 对 任何 5 >0( 不 论 多 么 小 ) ,总 存在 一 点 + ,尽管 0< jz 一 Zo| 


ee bd de TE tT Ne 咕 
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<3, 但 有 |f(z) -A| 之 eo( S1 习题 2). 现 依次 取 3= 97, 宁 ,全 ,守则 存 
在 相应 的 点 ziyzz,z3a，……zn… 使 得 
0< |z -zol < 2 ， 而 | f(x,)—-A|l 之 eo0, 7 三 1,2,…. 
显然 数列 [zx,1 CU (zo;6' ) 且 limz=zo, 但 当 m co 时 f(x, ) 不 趋 于 A. 这 与 
假设 相 矛 盾 ,所 以 必 有 lim (+)=A. - 
注 1 归结 原则 也 可 简 述 为 ， 
lim fx) = A 售 对 任何 x, -> zxo(n -一 co) 有 limf (zn) = A. 
注 2 若 可 找到 一 个 以 zo 为 极限 的 数列 | z,| ,使 lim f(z， ) 不 存在 ,或 找到 
两 个 都 以 zu 为 极限 的 数列 | zx; | 与 rn ,使 lim 了 (x) 与 limf(xn) 都 存在 而 不 相 
等 , 则 lim f(x) 不 仔 在 . 


例 1 证 明 极 限 limsin 工 不 存在 . 
ra0 并 


证 设 必 = 下 ,z= 1 _ (=1,2,…), 则 显然 有 


2mr+ 


z 0, 0(n— 0°%), 


sin 二 一 0_=0sin 二 1—1]1(n-— °%). 
7 | 


故 由 归结 原则 即 得 结论 . 四 

晴 数 y = sin 一 的 图 象 如 图 3 一 4 所 示 . 
由 图 象 可 见 , 当 x 一 0 时 ,其 函数 值 无 限 次 地 
在 -1 与 1 的 范围 内 振荡 ,而 不 趋 于 任何 确 
定 的 数 . 

归结 原则 的 意义 在 于 把 函数 极 眼 归 纺 为 
数列 极限 问题 来 处 理 .从 而 ,我们 能 应 用 归 第 
原则 和 数列 极限 的 有 关 性 质 来 证 明 上 一 节 中 图 3-4 
所 述 的 函数 极限 的 所 有 性质 . 

对 于 x 一 Xo ,XxX 六 Xx0 ， 并 -全 十 co 和 XxX 一 一 co 这 四 种 类 型 的 单 侧 极限 ,相应 的 
归结 原则 可 表示 为 更 强 的 形式 . 现 以 zz0 这 种 类 型 为 例 阐述 如 下 

定理 3.9 设 函 数 f 在 点 xo 的 某 空心 右 邻 域 U+ (zo) 有 定义 . lim fz)= 


A 的 充 要 条 件 是 :对 任何 以 zo 为 极限 的 递减 数列 [zwj CU (zo), 有 limf(x) 
= A. 


Poh rei mb ra Tec dir ee 1 
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这 个 定理 的 证 明 可 仿照 定理 3.8 进行 ,但 在 运用 反 证 法 证 明 充分 性 时 ,对 6 
的 取 法 要 作 适 当 的 修改 ,以 保证 所 找到 的 数列 | xz, | 能 递减 地 趋 于 zo. 证明 的 细 
节 留 给 读者 作为 练习 . 和 

相应 于 数列 极限 的 单调 有 界定 理 ,关于 上 述 四 类 单 侧 极 限 也 有 相应 的 定理 . 
现 以 x 一 zd 这 种 类 型 为 例 叙 述 如 下 ， 

定理 3.10 设 /为 定义 在 U(xzo) 上 的 单调 有 界 函数 , 则 右 极限 lim f(z) 


存在 . 
证 不 妨 设 f 在 Ui (zo) 上 递增 . 因 在 U(xzo) 上 有 办 ,由 确 界 原理 ， 
Li fT) 征 在 , 记 为 4 下 证 lim f(x)=A. 
事实 上 , 任 给 e >0, 按 下 确 界 定义 ,存在 x E U4 (zo), 使 得 f(x )<A+ 
e. 取 85=x -xo>0, 则 由 的 递增 性 ,对 一 切 zE(zo,z )= 二 U4(zxo;6), 有 
f(r)f(r)<A+te. 
另 一 方面 ,由 A 二 f(zx), 更 有 A-e<f(x). 从 而 对 一 切 zE UY%4(xro;6) 有 
A-e</f(r)<At+tEe, 
这 了 束 证 得 lim f(x)= A. 口 
最 后 ,我 们 叙述 并 证 明 关 于 函数 极限 的 柯 西 准 则 . 
定理 3.11( 柯 西 准则 设 函 数 了 在 U"(zo;6 ) 内 有 定义 , lim f(x) 和 存在 的 


充 要 条 件 是 . 任 给 e。>0, 存 在 正 数 6 (< ), 使 得 对 任何 xz ,x E U(xzo;6) 有 


f(r) -f(r <e. 
证 必要 性 设 lim f(z)=A, 则 对 任 给 的 。>0, 存 在 正 数 8 (< 8 ), 使 得 


对 任何 zE U"(zoi8) 有 |F(z)- AI< 广 .于 是 对 任何 zz E U(xo;6) 有 


四 


fe) A ZI) -AL+IGD -Al<E+ = 

充分 性 设 数列 |z,1 CU (zo;6) 且 limz = zo. 按 假设 ,对 任 给 的 ce >0, 
存在 正 数 8 (之 6 ), 使 得 对 任何 zx ,x EU"(zo;6), 有 |f(x')- f(z) [<s. 由 
于 zz 一 过 (>co) ,对 上 述 的 8>0. 存 在 N>0, 使 得 当 盖 ,加 > 六 时 有 zzm 
EU"(zro;6), 从 而 有 

| flr) — f(xm)) < es. 

于 是 , 按 数 列 的 柯 西 收敛 准则 ,数列 | f(x) 的 极限 存在 , 记 为 A, 即 lim f(x) 
= A. 

设 另 一 数列 |y,1 CU (zro;6 ) 且 lim y= zo, 则 如 上 所 证 , lim f(y) 存 在 ， 
记 为 B. 现 证 B=A. 为 此 ,考虑 数列 
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{zn | :TI Ys TI V2 Tn Yn 

易 见 fz CU (xo;6 ) EH lim zx = zZo( 见 第 二 章 $1 例 7). 故 仍 如 上 面 所 证 ， 
1f(z, )} 也 收敛 .于 是 ,作为 {f(z )} 的 两 个 子 列 , 1JGzs)i 与 1 ) 必 有 相同 
的 极限 .所 以 由 归结 原则 推 得 lim f(x)= A. 四 

按照 函数 极限 的 柯 西 准则 ,我 们 能 写 出 极限 lim f(z ) 不 存在 的 充 要 条 件 : 仔 
在 syo>0, 对 任何 SGS>0( 无 论 8$ 多 么 小 ) ,总 可 找到 T,X EU (ro;$), 人 使 得 
f(r )- f(z )| 之 evo. 

如 在 例 1 中 我 们 可 取 eo=1, 对 任何 6>0, 设 正 整 数 n > 广 , 令 

,1 ， 1 


人 一 ;二 一 9 


习 


则 有 x ,x EU'(0;6), 而 sin 二 一 sin 一 =1=e。， 于 是 按 柯 西 准则 ,极限 
lim sin 上 不 存在 . 
Ir*( A 

习 是 


1 . 叙述 函数 极限 lim_/(z) 的 归结 原则 ,并 应 用 它 证 明 lim,cos z 不 存在 . 

2 设 f 为 定义 在 [a, + oo ) 上 的 增 ( 减 ) 函 数 .证明 : lim_ f(z) 存在 的 充 要 条 件 是 了 在 
[a,+ co0) 上 有 上 (下 ) 界 . 

3.(1) 叙 述 极限 lim_/(z) 的 柯 西 准则 ; 

(2) 根据 柯 西 准则 叙述 lim_f( 工 ) 不 存在 的 充 要 条 件 ,并 应 用 它 证 明 lim,sin z 不 存 

在 

4. 设 f 在 U'(zxo) 内 有 定义 .证 明 ; 车 对 任何 数列 {zai CU (zo) 且 limzxn= zo, 极 限 
lim f(x) 都 存在 , 则 所 有 这 些 极限 都 相等 
” ”提示 .参见 定理 3.11 充分 性 的 证 明 . 


S$. 设 f 为 U"(zxo) 上 的 递增 函数 .证 明 : f(zxo 一 0) 和 和 f(xzo+0) 都 存在 , 且 
f(zxo -0) = ,eR fT fl + 0) = elf, ,Ar 

6. 设 D(z) 为 犹 利克 雷 函 数 ,zt0E RR. 证 明 : lim D(z) 不 存在 ， 

7. 证 明 :车 了 为 周期 西数 , 且 lim_f(z)=0, 则 f(z)==0; 


8. 证 明定 理 3.9. 
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3 4 ”两 个 重要 的 极限 


一 证 明 lim 于 =1 
ze0 并 


证 在 $1 例 4 中 我 们 已 导出 如 下 不 等 式 


snzr 人 <<< tan 并 (0<z < 至}. 


除 以 sin z ,得 到 1< -一 <- 由 此 得 


sin TX COSCX 


cosz< ”<1 (1) 


在 (1) 式 中 用 一 z 代替 xz 时 ,(1) 式 不 变 , 故 (1) 式 当 -<r<0 时 也 成 立 , 从 而 
它 对 一 切 满 足 不 等 式 0< [rz1< 才 的 Zz 者 成立 . 由 lim cos X= 三 1 及 函数 极限 的 据 


仇 性 , 即 得 lim =1. 


人 


函数 = 二 的 图 象 如 图 3 一 5 所 示 ， 


.Sin 
例 1 求 lim 
解 今 7= 二 x 一 工 , 则 sin X= 二 sin(x 一 2) 


= sin 1, 有 目 当 x 一 x 时 1t->0. 所 以 有 


lim 2 -= lim Sm t 一 1. [ 
XK 图 3 一 5 
例 2 求 lim -+ 一 
解 
2 
1- .1 2| 1 
lm 2 = lim 3 区 2 J 
2 
__ ， . 1 
二 证 了 朋 im(1+ 过 | = 一 e 
证 ”所 求证 的 极限 等 价 于 同时 成 立 以 下 两 个 极限 . 
lim + 二 =。 (2 ) 


lim (+z) 一 €. (3) 
六 一 一 DO 机 
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先 利用 数列 极限 lim | 1+ 地 】=e 证 明 (2) 式 成 立 .为 此 , 作 定 义 在 [1, + %) 
上 的 两 个 阶梯 函数 如 下 : 
f(x) = (1 toi) nsz <n+l,n= 1,2,.%, 


nt 
g(xX) = [1 + ,NTLZn+l,n=1,2,.…. 


易 见 了 增 (第 二 章 $3 习题 4) 且 有 上 界 ,g 减 ( 第 二 章 $3 习题 9) 且 有 下 界 . 故 据 
上 节 习 题 2，lim_A(z) 与 lim_g(z) 皆 存在 .于 是 ,由 归结 原则 ( 取 |x,} = 11) 得 
到 


, 加 1 由 
lim f(z) = lim (1+ 17 °° 


1 7 十 ] 
lim g(x) = im (1+ = e 


另 一 方面 , 当 n 奈 T<n+1 时 有 
l 1 l 


lit—ri<lit+ 1+. 
以 及 
1 1 I 1 n+1 
(ri) < < (lta) 
即 有 
f(z) < (1+ 5) <g(x), z Ell,+™). 
从 而 根据 迫 敛 性 定理 (2) 式 得 证 . 


现 证 (3) 式 .为 此 作 代 换 z= 一 y, 则 


让 -Sy J 
(= = (11 l )， 
ya 多 yy 一 


目 当 > 一 oo 时 y 一 +oco, 从 而 有 


EC Ne - 
以 后 还 常用 到 e 的 另 一 种 极限 形式 : 
lim( 1 十 同 了 一 e. (4) 


事实 上 , 令 a= 士 , 则 zx 一 Sa”0, 所 以 
T 1 
e 一 lim 1 十 困 = lina(1 + a)e. 
rr” .之 gr—=0 


例 3 求 lim(1+2x)z. 
工 一作 
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解 
1 1 了 
lim(1 + 2x)7z = lim[ (1 +2x)27r : (1 +27r)2z| = &. 
人 工 一 ?人 
1 
例 4 求 lim(1-)z， 
工 一 * 必 
解 邻 妈 = 一 zx, 则 当 z 一 0 时 ww 一 0. 因 此 
. 上 . _1 1 
lim(1 — x)z = lim(1 + ww) «= 7—. 
x—0 uD 局 
. 1 1Y\” 
网 5 求 如 (+ 
解 [+ 二 <(1+ 7) >e (noo) 另 一 方面 , 当 n>1 时 有 
2 了 
1 1 1 一 1 \z=-I zi | “| 
1 _ ~ 
[1+ | 1+ | 之 (1+ n” 
2 
而 由 归结 原则 ( 取 z= 了 =2,3，… 
2 2 
卫生 一 2 17 
mn (1 i (1 1 庙 
= lim (+ 
Tr 二 00 I 


一 已 
于 是 ,由 数列 极限 的 迫 伍 性 得 
lim 1 + -下 = @, 
并 一 OO 并 nn 
对 题 
1. 求 下 列 极限 : 
nz, .sin x” 
(1) lim (2) lim (sin zr) 
(3) lim 全 = 二; (4) lim tan 之， 
Tr TT 
(5) lim 9 £3 工 ; (6) lim ee et, 
2 .2 
四 疗 二 国 国 野生 王 。 
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; sn4zr  VYT -cosz“ 
(9) mi (10) lm Toos x 
2. 求 下 列 极限 ; 
(1) lim (1-<) ; (2) lim(1 + oz) (42 为 给 定 实 数 )， 
1 
(3) lim(1+ tan z)™; (4) im 人 (1 于 六 
2 一 1] 应 
(5) lim (3 二 4) (6) lim (1+ 各) (a,p 为 给 定 实数 )， 


3. 证 有 明 .， im | limn | cos zoos 生 cos 本 es 二 | 一 1. 
4. 利用 归结 原则 计算 下 列 极限 . 


. . XA. . 1 ly 
(1) limVasin (2) lim (1+ 友 + 吝 ) 
3 5 无穷 小 量 与 元 穷 大 量 


一 无穷 小 量 
与 无 穷 小 数列 的 概念 相 类 似 , 我 们 给 出 关于 函数 为 无 穷 小 量 的 定义 . 


定义 1 设 f 在 某 U"(xo) 内 有 定义 .名 
lim f(x) = 0， 


则 称 f 为 当 z 一 xo 时 的 无 穷 小 量 . 
若 函 数 g 在 某 U"(zxo) 内 有 界 , 则 称 g 为 当 z 一 zo 时 的 有 噶 量 . 
类 似 地 定义 当 TX0 ,T_T ,T+o,TX YY 以 及 z 一 co 时 的 无 穷 小 


量 与 有 界 量 . 
例如 ,zz,sin Xx 与 1 一 cos zz 都 是 当 z 一 0 时 的 无 穷 小 量 ,V 1 一 z+ 是 当 z 一 1 


时 的 无 穷 小 量 ,而 十, 为 z 一 时 的 无 穷 小 量 .又 如 sin x 是 当 x 一 > 时 的 


有 界 量 ,sin 二 是 当 z-*0 时 的 有 界 量 .特别 ,任何 无 穷 小 量 也 必 都 是 有 界 量 


由 无 穷 小 量 的 定义 可 立刻 推 得 如 下 性 质 ， 
1. 两 个 (相同 类 型 的 ) 无 穷 小 量 之 和 、 差 、 积 仍 为 无 穷 小 量 ， 

2. 无 穷 小 量 与 有 界 量 的 乘积 为 无 穷 小 量 ， 

例如 , 当 z 一 0 时 ,x? 是 无 穷 小 量 ,sin 一 为 有 界 量 , 故 由 性 质 2 即 得 


， .1 
lim rz<sin 一 = 0. 
I—*0 证 


姑 数 y= xz2?sin 一 的 图 象 如 图 3 一 6 所 示 . 


rien ro Dh. = op ee 
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由 函数 极限 与 无 穷 小 量 的 定义 可 立即 
推出 如 下 结论 : 
limf(z) = A 对 f(x) - A 是 当 z -~ 


TO 时 的 无 穷 小 量 . 
二 无 穷 小 量 阶 的 比较 


无 穷 小 量 是 以 0 为 极限 的 函数 ,而 不 

同 的 无 穷 小 量 收 伍 于 0 的 速度 有 快 有 慢 四 36 

为 此 ,我 们 考察 两 个 无 穷 小 量 的 比 ,以 便 对 它们 的 收敛 速度 作出 判断 
设 当 rx 一 zo 时 ,了 与 g 均 为 无 穷 小 量 . 


1. 车 lim 女 2 =0, 则 称 当 x 一 xo 时 /为 g 的 高 阶 无 穷 小 量 ,或 称 g 为 / 


的 低 阶 无 穷 小 量 , 记 作 
f(r) = 0 (g(x)) (zr -> ro). 
特别 ,了 为 当 x 一 xo 时 的 无 穷 小 量 记 作 
f(rx) = oo (x ™> zo0). 
例如 , 当 x 一 0 时 ,zr ,zx ,…,zx"(n 为 正 整数 ) 等 都 是 无 穷 小 量 ,因而 有 
x = 0(1) (xr—>0),k = 1,2,.…, 
而 且 它 们 中 后 一 个 为 前 一 个 的 高 阶 无 穷 小 量 , 妇 有 


rtl = o(x) (x — 0). 


又 如 ,由 于 lim l— oos + lim tan 一 0. 故 有 
zr*0 x*0 


sin x 
1 -cosxr= o(snr) (rr—0). 


2. 若 存 在 正 数 氏 和 上 ,使 得 在 某 U"(xo) 上 有 
K < 2) < L, 
g(r) 


则 称 f 与 g 为 当 x 习 zo 时 的 同 阶 无 穷 小 量 . 特别 当 


时 ,了 与 g 必 为 同 阶 无 穷 小 量 . 
例如 , 当 z-~>0 时 ,1-cos 工 与 六 皆 为 无 穷 小 量 .由 于 


所 以 1 一 cos Zz 与 x 为 当 工 一 0 时 的 同 阶 无 穷 小 量 . 又 如 ， 当 一 0 时 ,zz 与 
x (2+ sin = ) 都 是 无 穷 小 量 ， 由 于 它们 之 比 的 绝对 值 满足 。 


La ni 人 
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1 < 2 + sin 二 | 二 3， 
世 


所 以 zx 与 z[2+ sin 二 为 当 z-0 时 的 同 阶 无 穷 小 量 . 
藻 无 穷 小 量 f 与 g 满足 关系 式 
f(x) 。 
Ha cr 尼 C U (x0), 
则 记 作 
f(x) = O(g(x)) (zx > ro0). 
特别 ,车 扩 在 某 DC"(zo) 内 有 界 , 则 记 为 
f(z) = 0O(1) (x —™> ro). 
例如 ， 
1 — cosx = O(r’) (rx — 0), 
zl2+ sin7 )= O(x) (rx — 0), 
T 


sin X= 0O(1) (zr— %). 
甚至 当 f(x)=o(g(x)) (z 一 z0) 时 ,也 有 f(x)=O(g(z)) (zro). 
注 本 段 中 的 等 式 f(x)=o(g(x)) (x>z0) 与 f(xz)=O(g(r)) (rxr™Y 
z0) 等 ,与 通常 等 式 的 含义 是 不 同 的 .这 里 等 式 左边 是 一 个 函数 ,右边 是 一 个 项 
数 类 ,而 中 间 的 等 号 的 含义 是 “属于 ”. 例 如 ,前面 已 经 得 到 


1 -cosxr = olsin rx) (r — 0), (1) 
其 中 
ofsin xX) = 7 lm £2 = 0)},， 
+0 SIN TX 


等 式 (1) 表 示 函 数 1 一 cos z 属于 此 函数 类 . 
3. 着 Him 全 2 = 1, 则 称 了 与 5 是 当 z 一 zo 时 的 等 价 无 穷 小 量 . 记 作 
f(r) ~ g(x) (xr zo0). 
arctan 工 1(F 上 


例如 ， 由 于 lim 3 工 =1, 故 有 sin xz 一 zx (z-=0). 又 由 于 lim 


节 习 题 1(6)) , 故 有 arctan x 一 x (x0). 
以 上 讨论 了 两 个 无 穷 小 量 阶 的 比较 .但 应 指出 ,并 不 是 任何 两 个 无 穷 小 量 痢 


可 以 进行 这 种 阶 的 比较 .例如 , 当 x 一 0 时 ,zsin 二 和 都 是 无 穷 小 量 ,但 它们 
的 比 
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当 Xx0 时 都 不 是 有 界 量 ,所 以 这 两 个 无 穷 小 量 不 能 进行 阶 的 比较 . 
下 述 定 理 显示 了 等 价 无 穷 小 量 在 求 极限 问题 中 的 作用 . 
定理 3.12 设 函 数 f,g,h 在 U"(zxo) 内 有 定义 , 且 有 
f(x) ~ g(x) (rx > xo0). 
(1) 吉 limf(z)h(z)=A, 则 limg (zx)h(r)=A; 


名 江 = B, 则 lim 户 ( Bp. 


Ch 四 
证 人) imng(z)pz)=lmn 一 lmnAz)pz)=1A=A. 
TI Tr f(z) 工 “0 
(ii) 可 类 似 地 证 明 . 0 
例 1 求 lim actan 
r=0 Sindz 
解 ” 由 于 arctan Xx~xX (XxX 一 0),sin4rz 一 47 (7 一 0). 故 由 年 理 3.12 得 
lim acean 之 - lim 之 = 1 | 
m0 SIN4X 04x 4 


例 2 利用 等 价 无 穷 小 量 代 换 求 极限 


. tan zz”— sincx 
lim -ra 
z—*0 Sin 并 


解 ” 由 于 tan Xx 一 sin => (1 一 cos xX) ,而 
COS T 


2 
snr~ rx(r—0),1- cosr~ ” (rx—>0),sin zx ~ rx (rx — 0), 


故 有 


| tan ~ sinx 


1 
-= 二 0 


zc*0 sin Xx coST zi 2 
注 ”在 利用 等 价 无 穷 小 量 代 换 求 极限 时 ,应 注意 :只 有 对 所 求 极 限 式 中 相 乘 
或 相 除 的 因 式 才能 用 等 价 无 穷 小 量 来 替代 ,而 对 极限 式 中 的 相 加 或 相 减 部 分 则 
不 能 随意 替代 .如 在 例 2 中 , 行 因 有 


ianrz~7x{r—0), snr~ xr (rr 0), 


而 推出 
则 得 到 的 是 错误 的 结 朱 . 


三 ”无穷大 量 
定义 2 设 函 数 f 在 某 U"(zxo) 内 有 定义 .车 对 任 给 的 C>0, 存 在 6 >0, 使 
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得 当 zE U(xo;6)(CU" (xo)) 时 有 : 
| f(r)| > G， (2) 
则 称 函 数 f 当 zx 一 zo 时 有 非 正 常 极 限 c , 记 作 
lim f(x) = co . 
若 (2) 式 换 成 “f(z)>G" 或 “f(z) 达 一 G”, 则 分 别称 f 当 zx 一 xo 时 有 非 正常 极 
限 + co 或 -%, 记 作 
lim fz) = 十 oo 或 lim f(z) 一 一 co . 
关于 函数 f 在 自 变 量 z 的 其 它 不 同 趋 向 的 非 正 常 极限 的 定义 ,以 及 数列 
ia 当 ”>co 时 的 非 正常 极限 的 定义 ,都 可 类 似 地 给 出 .例如 
im 7(z) = 一 om 的 定义 : 任 给 G>0, 存 在 M>0, 使 得 当 z> M 时 有 f(z) 
妃 一 人; 
lima, = + % 的 定义 : 任 给 G>0, 存 在 N>0, 使 得 当 w>NN 时 有 a>G. 
定义 3 ”对 于 自 变 量 z 的 某 种 趋向 (或 n 一 吕 时 ), 所 有 以 %,+ co 或 -co 为 
非 正 常 极限 的 函数 (包括 数列 ) ,都 称 为 无 穷 大 量 . 


例 3 证 明 lim 二 = + oo. 
x*0 


、 1 
证 任 给 G >0, 要 使 "3>G， 要 |z| < 因此 令 6 JE 则 对 一 切 z 


< U"(0;6) 有 十 >G. 这 就 证 明了 lim 证 =+%. D 
全 x?0 谍 
例 4 证 明 ; 当 a>1 时 ,lim a*=+o， 
证 任 给 G>0( 不 妨 设 G>1), 要 使 az>G, 由 对 数 函 数 的 严格 增 性 ,只 安 
x >log,G ,因此 令 M =logsG, 则 对 一 切 x>M 有 a”>G. 这 就 证 得 lim a” = 
+ co 


顺便 指出 ,容易 证 明 : 当 a>1 时 ,lim a”=0; 当 0<2z<1 时 有 


lim a = 0， im a = 十 00. 
注 1 无 穷 大 量 不 是 很 大 的 数 ,而 是 具有 非 正常 极限 的 函数 .如 由 例 3 知 一 


是 当 x 一 0 时 的 无 穷 大 量 , 由 例 4 知 az(a> 了 是 当 工 一 + co 时 的 无 穷 大 量 . 
注 2 和 耕三 为 z 一 Z0 时 的 无 穷 大 量 , 则 易 见 太 为 U"(zo) 上 的 无 界 函 数 .但 
无 办 函数 却 不 一 定 是 无 穷 大 量 .如 f(x)=xzsinz 在 U(+ co) 上 无 界 , 因 对 任 给 


的 G >0, 取 =2nx+ 也 ,这 里 正 整 数 n> 学 , 则 有 


f(x) = (2nr + 各)sin( 2mr+ 至)= 27T 十 了 > GG. 
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但 lim f(z) 关 %, 因 车 取 数列 z=2nx(n 二 1,2,…), 则 x, 一 + 0% (n 一 00)， 
而 


lim f(x,) = 0. 
如 同 对 无 穷 小 量 进 行 阶 的 比较 的 讨论 一 样 ,对 两 个 无 穷 大 量 也 可 定义 高 阶 
无 穷 大 量 、 同 阶 无 穷 大 量 等 概念 .这 里 就 不 再 详 述 了 . 
由 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 的 定义 ,可 推 得 它们 之 间 有 如 下 关系 ， 
定理 3.13 (i) 设 扩 在 CC"(zo) 内 有 定义 且 不 等 于 0. 有 了 为 zz0 时 的 无 


穷 小 量 , 则 -为 zz 时 的 无 穷 大 量 . 


(i 者 g 为 x 一 zo 时 的 无 穷 大 量 , 则 一 为 zzo 时 的 无 穷 小 量 
定理 的 证 明 留 给 读者 .根据 这 个 定理 ,对 无 穷 大 量 的 研究 可 归结 为 对 无 穷 小 
量 的 讨论 ， 
四 “曲线 的 渐 近 线 
作为 函数 极限 的 一 个 应 用 ,我 们 讨论 曲线 的 渐 近 线 问题 . 由 平面 解析 几何 知 
2 
道 , 双 师 线 瑟 -区 =1 有 两 条 源 近 线 王 + 关 =0( 图 3-7), 一 般 地 ,由 线 的 渐 近 


线 定 义 如 下 : 
定义 4 若 曲 线 C 上 的 动 点 P 沿 着 曲线 无 限 地 远离 原点 时 ,点 了 与 某 定 直 


线 世 的 距离 趋 于 0, 则 称 直 线 革 为 曲线 C 的 渐 近 线 (图 3 一 8). 


图 3 一 7 图 3-8 


下 面 我 们 讨论 曲线 y= F(z) 在 什么 条 件 下 存在 斜 渐 近 线 y= kx + 与 顾 
直 渐 近 线 x = zo, 以 及 怎样 求 出 渐 近 线 方程. 

现 假设 曲线 y= F(z) 有 和 斜 渐 近 线 y= kz +0. 如 图 3-8 所 示 , 曲 线 上 动 操 
P 到 渐 近 线 的 距离 为 


， nt wi i shi 一 
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1 


IPN| = |PMcos al = | f(z)- (kr + 6)|— 


V1l+k? 
按 渐 近 线 的 定义 , 当 x 一 + oo 时 ,|PN| 一 0, 即 有 
lim[f(x)- (kr+6)] =0, 
或 
lim [f(x) 一 Arj = 5b. (3) 
又 由 
lim | A -A|= lim [f(z) _ pr]=0.6b=0, 
得 到 
加 


由 上 面 的 讨论 可 知 , 若 曲 线 y= f(xz) 有 和 斜 渐 近 线 y= kr + 5, 则 常数 与 5 
可 相继 由 (4) 式 和 (3) 式 来 确定 ;反之 ,车 由 (4)、(3) 两 式 求 得 与 5, 则 可 知 
PN|>0 (zx 一 +00), 从 而 y= 二 kr+5 为 曲线 y= f(z) 的 闭 近 线 . 
右上 盟 数 了 满足 
lim f(x) = co (或 lm f(x) = %, limf(7x) = co)， 


一 
0 


则 按 渐 近 线 的 定义 可 知 , 曲 线 y= f(x) 有 垂直 于 x 轴 的 渐 近 线 z = zo, 称 为 王 
直 渐 近 线 . 


例 5 求 曲线 A(z) = 一 5 一 5 的 
新 近 线 . 
解 由 (4) 式 
(xz) _ 并 1 
并 53+2z-2 一 3z 
(zz -一 co)， 
得 &=1. 再 由 (3) 式 
3 
1 全 四 3 
(rz 一 co)， 


得 45 = -2. 从 而 求 得 此 曲线 的 斜 渐 近 线 方程 为 y 三 工 一 2. 
3 
X 由 CD) 15 易 风 


@ 对 于 z 一 - co 或 z 一 oo 的 情形 ,也 有 相应 的 结 采 


ini :aowd 一 本 
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lim f(x) = %, limnf(z) = %, 


所 以 此 曲线 有 垂直 新 近 线 工 = 一 3 和 z=1( 图 3 一 9). 口 
习 起 


1. 证 明 下 列 各 式 : 
(1) 2z-z=O(z) (z>0)， (2) zsinV 区 =O(zz) (x>0°); 
(3) Vv1+z-1I=o(1 (+—0); 
(4) (1+ xXx)"=1+nz+o(x) (zx 了 0) (2 为 正 整数 ); 
(5) 227 + x*= O(x) (x %); 
(6) o(g(zx))+o(g(r))=o0(g(z)) (x>zo0)u; 
(7) o(gi(7x))"o(g2(X))=0o(gi(z)g2(r)) (zzx0). 
2. 应 用 定理 3.12 求 下 列 极限 . 


1 
Tarctan 一 / 14 2 
(1) lm 一 一 一 二 ; (2)lim 1 
”A +. -0 COS 十 
3. 证 明定 理 3.13. 
4. 求 下 列 了 水 数 所 表示 曲线 的 渐 近 线 . 
1 _ . _ 3zx- +4 
(1) yy 二 一 ; (2) y= arctan x;(3) yo 


5. 试 确定 a 的 值 ,使 下 列 函数 与 x* 当 x 一 0 时 为 同 阶 无 穷 小 量 : 
(1) sin 2x — 2sin x; (2) (lx); 
(3) v1l+tanzxz—v 1~snz; (4) V 3x — 4 

6. 试 确定 a 的 值 ,使 下 列 函数 与 za 当 z 一 co 时 为 同 阶 无 穷 大量 : 


(1) Vv r+ rx; (2) rT +r (2+ sin zx); 
(3) (1+ x)(1+ zx) (1+ 7"). 


7. 证 明 . 若 S 为 无 上 界 数 集 , 则 存在 一 递增 数列 jx,} CS ,使 得 mm 一 + co (n°). 
8. 证 明 : 若 f 为 x 一 + 时 的 无 穷 大 量 , 而 消 数 g 在 某 U(r) 上 满足 g(xz) 宇 K>0, 则 契 
为 x 一 r 时 的 无 穷 大 量 . 
9. 设 f(x) 一 g(xz) (zx 一 0), 证明: 
Flz)-gz)= oz)) 或 f(x)- g(x) = o(g(7)). 


@ 这 里 等 式 的 含义 是 :两 个 比 g 高 阶 的 无 穷 小 量 的 和 或 差 仍 是 一 个 比 g 高 阶 的 无 穷 小 量 .后 一 小 
题 类 似 . 


:六 一 EE Tr | 
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泡 
Ly < 东 习 题 


1. 求 下 列 极 限 : 
(1) lm(z 一 [zj])i (2) lim (btzj+l)  ; 
(3) lim(v (at xz})(b+z)—y (a x)(p -zx)); 
(4) lim yt (5) lim 3 
(6) lm 省 人 ~ 一 工 ， 
-01+ - 光一 并 
(7) lim( 7 > -了 ) m,n 为 正 整 数 . 
2. 分 别 求 出 满足 下 述 条 件 的 常数 a 与 5: 
(1) lim (三 Harb)=0; 


(2) Him (FET a bh) -0 
(3) lim (V x ~ x+1-ar-b)=0. 
3. 试 分 别 举 出 符合 下 列 要 求 的 旺 数 广 
(1) lim f(z)¥/(2); (2) lim Az) 不 伍 在 . 
4. 试 给 出 函数 f 的 例子 ,使 Az)>0 恒 成 立 ,而 在 某 一 所 x0 外 有 lim f(x) 二 0. 这 同 极 
限 的 局 部 保 号 性 有 闻 盾 吗 ” 
$. 设 lim f(x)=A,limg(u)=B, 在 何 种 条 件 下 能 由 此 推出 
: limg(/(z)) = B? 
6. 设 F(z)= zeos 工 , 试 作 数列 
(1) jz 使 得 x, 一 (nn 一 20),f(zxi)*0 (n> %); 
(2)|jy,l 使 得 y>%% (nn 一 0),f(y)>+% (一 ce) 
(3) {zi 使 得 = ->oco (2 一 coj, f(z) YY- (2 一 oo) 
7. 证 明 ; 若 数列 1a,} 满 足下 列 条 件 之 一 , 则 1a, i 是 无 穷 大 数列 : 


(1) limv la, |=r>1; 
(2) lim = :>1 (a #0,n=1,2,"…). 
8. 利用 上 题 (1) 的 结论 求 极限 ， 


2 2 
| 1 Vy 了 
(1) lmtl+ 一 : (2) im 人 (1 一 . 

9 . 议 lim a = + co ,证明 
(1) lim (artazt et an)= +o0; 


(2) 者 dn >0(n = 二 1,2,…), 则 lim vy Ald2'' "Gn 二 + oo, 


ni 
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10. 利用 上 题 结 果 求 极限 : 
(1) lim Yl (2) hm. 
11. 设 f 为 U- (zo) 内 的 递增 函数 .证 明 : 若 存在 数列 jz cC L 广 (zo) 且 .rn -人 > 工人 于 一 
co) ,使 得 lim f(xz,)=A, 则 有 
f(xo 一 0) = 8) 大) = A. 
12. 设 函 数 f 在 (0, + co) 上 满足 方程 f(27z)= f(z), 且 lim f(z)= 有 .证 明 : f(x) 志 A， 
rE(0,+%). 
13. 设 函 数 f 在 (0, + ceo) 上 满足 方程 f(x“)= F(z), 且 
lim f(x) = lim f(x) = f(1). 
x0 Tt 
证 明 : f(z) 三 f(1), XE (0,1+ 0°). 
14. 设 函 数 f 定义 在 (a,+ %) 上 ,了 在 每 一 个 有 限 区 间 (a,65) 内 有 和 界 , 并 满足 
lim (f(z+1) 一 用 xz))=A. 证 明 


1 连续 性 概念 


连续 函数 是 数学 分 析 中 着 重 讨论 的 一 类 荐 数 ， 

从 几何 形象 上 粗略 地 说 ,连续 也 数 在 坐标 平面 上 的 图 象 是 一 条 连 纺 不 断 的 
曲线 . 当然 我 们 不 能 满足 于 这 种 直观 的 认识 ,而 应 给 出 函数 连续 性 的 精确 定义 ， 
并 由 此 出 发 研究 连续 肾 数 的 性 质 .本 节 中 先 定 义 函 数 在 一 点 的 连续 性 和 在 区 间 
上 的 连续 性 . 


一 ” 沙 数 在 一 点 的 连续 性 


定义 1 设 函 数 f 在 某 U(zxo) 内 有 定义 . 辱 
lim f(x) = f(zxo0), (1) 
则 称 了 f 在 点 xo 连续 . 
例如 ,函数 f(x)=2x+1 在 点 z=2 连续 ,因为 
im f(x) = lim (2x +1) = 5 = f(2). 
又 如 , 申 数 


fz) | 底 关 0， 
A 二 
0， 二 0 


在 点 T=0 连续 ,因为 
lim f(x) = lim zsin 一 = 0 = f(0). 

为 引入 函数 y= f(z ) 在 点 xo 连续 的 另 一 种 表述 , 记 Az = 二 x 一 zo, 称 为 自 
变量 z( 在 点 xo) 的 增 量 或 改变 量 . 议 = (zxzo), 相 应 的 函数 y( 在 点 zo) 的 增 
量 记 为 

Ay = f(x)— f(zo) = f(xo + Azr)— f(xo)= y- yo. 
注 ” 自 变量 的 增 量 Az 或 函数 的 增 量 Ay 可 以 是 正 数 ,也 可 以 是 0 或 负数 . 
引进 了 增 量 的 概念 之 后 , 易 见 “函数 y= f(x) 在 点 zo 连续 等 价 于 
lim Ay = 0. 
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由 于 顺 数 在 一 点 的 连续 性 是 通过 极限 来 定义 的 ,因而 也 可 直接 用 e -6 方 

式 有 来 叙述 , 即 ; 奉 对 任 给 的 es >0, 存 在 $>0, 使 得 当 |z- zol|<G 时 有 

| f(r) — f(xo) 1< es， (2) 

则 称 尔 数 了 在 点 xco 连续 . 

由 上 述 定 义 , 我 们 可 得 出 曙 数 f 在 点 zo 有 极限 与 f 在 xo 连续 这 两 个 概念 

之 间 的 联系 .站 先 ,了 在 点 xo 有 极限 是 f 在 zo 连续 的 必要 条 件 ;进一步 说 ,“f 在 

点 Xo 连续 ”不仅 要 求 f 在 点 xo 有 极限 ,而 有 旦 其 极限 值 应 等 于 f 在 zo 的 函数 值 

f(zxo). 其 次 ,在 讨论 极限 时 ,我 们 假定 f 在 点 xo 的 某 空心 邻 域 U"(zxo) 内 有 十 

义 ( 太 在 点 zo 可 以 没有 定义 ), 而 "ff 在 点 ro 连续 则 要 求 f 在 某 U(zxo) 内 (包括 

点 z0) 有 定义 ,此 时 由 于 (2) 式 当 z= zxo 时 总 是 成 立 的 ,所 以 在 极限 定义 中 的 “0 

|z 一 zo| < 之 6” 换 成 了 在 连续 定义 中 的 “|z -zolj<G .最 后 ,(1) 式 义 可 表示 为 

lim f(x) = f\ limz), 

可 见 " 了 在 点 Z0 连续 "意味 着 极限 运算 lim 与 对 应 法 则 f 的 可 交换 性 . 

例 1 证 明 函 数 f(x)= zxD(z) 在 点 x =0 连续 ,其 中 D(z) 为 狄 利 克 雷 

唤 数 . 

证 由 /(0)=0 及 |D(z)| 专 1, 对 任 给 的 e>0, 为 使 
| f(x) — f(0)1=| xD(z) IIxz I< e, 

只 要 取 5=e, 即 可 按 e 一 6 定义 推 得 f 在 x=0 连续， : “DL 
相应 于 f 在 点 xo 的 左 、 右 极限 的 概念 ,我 们 给 出 左右 连续 的 定义 如 下 : 
定义 2 设 函 数 f 在 某 Ui (xo)(U_ (zo)) 内 有 定义 . 古 

lim f(x) = = f(xo) (lim (zi = f(x0)), 


zz0 


则 称 f 在 点 xo 右 ( 左 ) 连 续 . 
根据 上 述 定 义 1 与 定义 2, 不 难 推出 如 下 定理. 
定理 4.1 函数 在 点 zo 连续 的 充 要 条 件 是 ;ff 在 点 x0 既是 右 连 续 , 又 是 


左 连 续 . 
例 2 讨论 函数 
过 十 2,7Z 之 U， 
f(r)= |,_ 2,r<0 
在 点 z= 二 0 的 连续 性 . 
解 因为 


lim f(x) = lim (x + 2) = 2, 
0+ 
lim zy) = lim (x — 2) = 
而 f(0)=2, 所 以 Ff 在 点 = 0 右 连 续 ， 但 不 左 连 续 ， 从 而 它 在 z=0 不 连续 ( 见 
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图 4 一 1). | 
二 间断 点 及 其 分 类 

定义 3 设 函 数 f 在 某 U"(zo) 内 有 年 义 .大 f 在 所 


zo 无 定义 ,或 了 在 点 zo 有 定义 而 不 连续 , 则 称 点 zo 为 


函数 /的 间断 点 或 不 连续 点 ， 
按 此 定义 以 及 上 一 段 中 关于 极限 与 连续 性 之 间 联 系 的 

讨论 ,着 z 为 函数 /的 间断 点 , 则 必 出 现下 列 情形 之 一 : i 
(D7 在 点 zo 无 定义 或 极限 lim /(z) 不 存在 ; 


(iD 在 点 zo 有 定义 且 极 限 lim F(z) 存 在 9, 但 lim F(z) 天 矿 zo) 


据 此 ,我 们 对 函数 的 间断 点 作 如 下 分 类 ， 
1. 可 去 间断 点 大 


lim f(x) = A, 


而 f 在 点 xo 无 定义 ,或 有 定义 但 f(z0) 关 A , 则 称 zo 为 f 的 可 去 间断 点. 
例如 ,对 于 函数 f(z)= |sgn zx|, 因 f(0)=0, 市 
lim f(z) = 1 天 f(0), 


故 z=0 为 F(z)= |sgn | 的 可 去 间断 点 . 又 如 函数 g(z) = 名 于 ,由 于 
lim g(x)= 1, 而 gg 在 z=0 无 定义 ,所 以 工 = 0 是 隙 数 g 的 可 去 间断 后 . 

设 zo 为 西数 / 的 可 去 间断 点 , 且 lim 7(z) = A. 我 们 按 如 下 方法 定义 一 
函数 六 当天 2 时, f(z) = f(z); 当 zo 时 ,f(zo) = 人. 易 见 如 ,对 于 晒 数 
,zo 是 它 的 连续 点 .例如 ,对 上 述 的 g(z) = 下 ,我 们 定义 


sin x 
sa- ， 并 天 0， 
1 ， x= 0, 


则 5# 在 X=0 连续 . 
,跳跃 间断 点 ”车 函 数 f 在 点 xo 的 左 、 右 极限 都 存在 ,但 
lim f(z) 天 Tim 


则 称 点 zo 为 函数 f 的 跳跃 间断 后 . 
例如 ,对 函数 f(x)=[zx]( 图 1 一 8), 当 z=n(n 为 整数 ) 时 有 


q) 这 里 所 说 的 极限 存在 是 指 存在 有 限 极 限 , 即 不 包括 非 正 常 极限 . 
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lim [zj=n-1, lim [x|]= nn, 

所 以 在 整数 点 上 函数 的 左右 极限 不 相等 ,从 而 整数 点 都 是 函数 f(z)= [xz] 
的 跳 牙 间 上 断 点 .又 如 符号 郴 数 sgn z 在 点 工 =0 处 的 左右 极限 分 别 为 -1 和 1， 
故 z=0 是 sgn zz 的 跳 著 间断 点 (图 1 一 3). 

可 去 间断 点 和 跳 肾 间断 点 统称 为 第 一 类 间断 点 .第 一 类 间断 点 的 特点 是 函 
数 在 该 点 处 的 左 \ 右 极限 都 存在 . 

3. 明 数 的 所 有 其 他 形式 的 间断 点 ,即使 得 肾 数 至 少 有 侧 极 限 不 存在 的 那 
些 点 , 称 为 第 二 类 间断 点 . 


例如 ,函数 ,= 二 当 z-~>0 时 不 存在 有 限 的 极限 , 故 z=0 是 y= 一 的 第 二 类 


间断 点 .函数 sn 二 在 点 + =0 处 左 \ 右 极限 都 不 存在 , 故 + 一 0 是 sin 一 的 第 二 类 
间断 点 .又 如 ,对 于 狄 利克 雷 函 数 D(z) ,其 定义 域 R 上 每 一 点 x 都 是 第 二 类 间 
断 点 ， 


三 ” 区间. 上 的 连续 函数 


若 函 数 和 在 区 间 工 上 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 f 为 1 上 的 连续 函数 .对 于 闭 区 
间或 半 开 半 闭 区 间 的 端点 , 卫 数 在 这 些 点 上 连续 是 指 左 连续 或 右 连 续 . 
例如 ,函数 vy=c,y=z,y=snz 和 >y=cos 工 都 是 了 上 的 连续 盟 数 . 义 如 
函数 y=vV 1 一 x* 在 (一 1,1) 每 一 点 处 都 连续 ,在 z=1 为 左 连 续 , 在 z= 一 1 为 
右 连 续 , 因 而 它 在 [ 一 1,1] 上 连续 . 
若 函 数 f 在 区 间 [a< ,5] 上 仅 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 则 称 f 在 [a,5j] 上 分 
段 连 续 . 例如 ,函数 y“=[z]j 和 yy=z-[zj 在 区 间 [-3,3j 上 是 分 段 连续 的 . 
在 $ 3 中 我 们 将 证 明 任何 初等 函数 在 其 定义 区 间 上 为 连续 函数 .同时 ,也 存 
在 着 在 其 定义 区 间 上 每 一 点 处 都 不 连续 的 函数 ,如 前 面 已 提 到 的 狄 利 克 雷 范 数 . 
例 3 证 明 : 黎 曼 晒 数 
1  、 四 
RC) -1 当 z = 刀 (p、q 为 正 整 数 ,p1g 为 既 约 真 分 数 )， 
【0， 当 xz = 0,1 及 (0,1) 内 无 理 数 
在 (0,1) 内 任何 无 理 点 处 都 连续 ,任何 有 理 点 处 都 不 连续 . 
证 设 &€(0,1) 为 无 理 数 . 任 给 e >0 (不妨 设 < 方 ) ,满足 之 e 的 正 整 
数 g 显然 只 有 有 限 个 (但 至 少 有 一 个 ,如 gq =2), 从 而 使 R(z) 之 e 的 有 理 数 x 
(0,1) 只 有 有 限 个 | 至 少 有 一 个 ,如 六 |, 设 为 z1,…,z， 取 
=min(lZzl 一 上 | …… ， | x,— €1,£,1 — é€), 
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则 对 任何 zE U(E;6) (C(0,1)), 当 为 有 理 数 时 有 R(xz)<e, 当 x 为 无 理 数 
时 R(xz)=0. 于 是 ,对 任何 xE€ U(E&;6), 总 有 

| R(x) — R(€)| = R(x) < e. 
这 就 证 明了 R(xz) 在 无 理 点 & 处 连续 . 


现 设 也 为 (0,1) 内 任 一 有 理 数 . 取 eo = 20, 对 任何 正 数 5( 无 论 多么 小 ) ,在 
U (各 ;8 ) 内 总 可 取 到 无 理 数 x (€ (0,1)), 使 得 


R(z)- R(Z) = > eo 
所 以 R(z) 在 任何 有 理 点 处 都 不 连续 0 
习 题 


1. 按 定义 证 明 下 列 函数 在 其 定义 域内 连续 ， 


(D)F(z)= 二 (2)7(z)= lz| 
2. 指出 下 列 函 数 的 间断 点 并 说 明 其 类 型 ， 


snzr. 


(Df(xz)= rt; (2) f(x)= cli 
(3) F(z)=[lcoszl]; (4)f(x)=sgn |z|; 
(5) f(x)= sgn (cos 工 ) 

， 工 为 有 理 数 ， 


工 
(6) f(x)= 一 TT， 工 为 无 理 数 ; 


1 
一 二 7， co<YZz<< 一 7， 


(7)f(zx)=* 7, -7 二 XxX 夺 1 


(xz 一 Usin ~ ,1<x< 1 oo 
3. 延 拓 下 列 联 数 , 使 其 在 RR 上 连续 . 


2 一 8 


(1) f(zx)= 二 (2) f(x)= 


(3) f(z) = zeos 二 


4. 证 明 ; 若 f 在 点 zo 连续 , 则 | f| 与 广 也 在 点 zo 连续 .又 问 : 车 |f| 或 六 在 1 上 连续 ， 
那么 f 在 I 上 是 否 必 连 续 ? 

$. 设 当 工头 0 时 f(z) 三 g(xz), 而 f(0) 关 g (0) .证明 : ff 与 g 两 者 中 至 多 有 一 个 在 x =0 
连续 . 


1 一 cos 工 . 


人 


6. 设 /为 区 间 工 上 的 单调 函数 .证 明 : 若 zoET 为 了 的 间断 点 , 则 zo 必 征 厂 的 第 一 类 间 
断 点 ， 
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7. 设 函数 / 只 有 可 去 间断 点 ,定义 
g(x) = lim f(y). 
证 明 g 为 连续 函数 
8. 设 /为 R 上 的 单调 函数 ,定义 
g(xz)= f(zx+0). 
证 明 g 在 R 上 每 一 点 都 右 连续 . 
9. 举 出 定义 在 [0,1] 上 分 别 符合 下 述 要 求 的 函数 : 
(1) 只 在 十 ， 方 和 二 三 点 不 连续 的 函数 ; 
(2) 只 在 二 ,十 和 二 三 点 连续 的 函数 ; 
(3) 只 在 十 (n=1,2,3,…) 上 间断 的 函数 ; 
(4) 只 在 z=0 右 连续 ,而 在 其 他 点 都 不 连续 的 函数 
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一 ”连续 函数 的 局 部 性 质 


若 函 数 f 在 点 ro 连续 , 则 三 在 点 Z0 有 极 跟 , 且 极 跟 值 等 于 函数 值 f(z0). 
从 而 .根据 函数 极限 的 性 质 能 推断 出 函数 f 在 U(xz0) 的 性 态 . 
定理 4.2( 局 部 有 界 性 ) 若 函 数 f 在 点 zo 连续 , 则 三 在 东 U(Czo) 内 有 筑 . 
定理 4.3( 局 部 保 与 性) 若 函 数 f 在 点 xo 连续 , 且 f(zo) >0( 或 <0), 则 
对 任何 正 数 r 之 f(zxo) (或 r+r< - Fr(zo)), 存 在 某 U(zo), 使 得 对 一 切 x 
U(x0) 有 
f(z) >r( 或 f(x)<<-7). 


注 在 具体 应 用 局 部 保 号 性 时 , 常 取 += 方 f(zo), 则 ( 当 f(zo) >0 时 ) 丰 


在 某 U(zo) ,使 在 其 内 有 f(z)> 广 f(x) 
定理 4.4( 四 则 运算 ) 车 函数 f 和 g 在 点 xo 连续 , 则 + gg，,f"'g ,fig( 这 里 
<(z0) 天 0) 也 都 在 点 xo 连续 . 
凡 上 二 个 定理 的 证 明 ,都 可 从 函数 极限 的 有 关 定 理 直 接 推 得 
对 常量 函 数 y=c 和 函数 y= x 反复 应 用 定理 4.4, 能 推出 多 项 式 函数 
P(x) = aox” 十 Ql 十 十 Ca 1Z 十 CQn 
和 有 理 函数 尺 (z)= 了 上 4 (P,Q 为 多 项 式 ) 在 其 定义 域 的 每 一 点 都 是 连续 的 


Q(z) 
同样 ,由 sn z 和 cos 工 在 及 上 的 连续 性 ,可 推出 tan > 与 cot x 在 其 定义 域 的 每 
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一 点 都 连续 

关于 复合 函数 的 连续 性 ,有 如 下 定理 . 

定理 4.5 吉明 数 f 在 点 xo 连续 ,g 在 点 uo 连续 ,uo= f(zx0), 则 复合 函数 
g°* 了 在 点 zo 连续 . 

证 ”由 于 g 在 wuo 连续 ,对 任 给 的 e >>0, 存 在 51 >>0, 使 得 当 |w 一 wo| 达 51 时 有 

| g(u)— g(uo) |< e. (1) 
又 由 uo 二 f(zo) 及 w= f(z ) 在 点 zo 连续 , 故 对 上 述 61 >0, 存 在 8S>0, 使 得 当 
rT-xol< 之 6 时 有 ju 一 uwo|= 二 | f(x) 一 f(xo)|< 之 51. 联系 (1) 得 ;对 任 给 的 es >0, 
存在 6>>0, 当 |xz 一 xol 达 6 时 有 
| g(f(x))— g(f(x0)) I< e. 


这 就 证 明了 gf 在 点 zo 连续 
注 根据 连续 性 的 定义 ,上 述 定理 的 结论 可 表 为 
limg(f(z)) = g(lim/(z))= g(f(x0)). 2) 


” 例 1 求 im sin (1— x“). 
解 ”sin(1 - z2) 可 看 作 函 数 g(x)=sin zx 与 f(x)=1- x 的 复合 .由 (2) 式 
得 
lim sin(1 — 并) = sin( lim (1 x))= sin0 = 0. | 
注 ”车 复合 函数 g°。f 的 内 函数 广 当 x 一 zo 时 极限 为 ea ,而 a 闫 f(zxo) 或 f 
在 xo 无 定义 ( 即 zo 为 f 的 可 去 间断 点 ), 又 外 晴 数 g 在 u=a 连续 , 则 我 们 仍 可 
用 上 述 定理 来 求 复合 函数 的 极限 , 即 有 
limg(/(2)) = g( lm f(#)). (3) 
读者 还 可 证 明 : (3) 式 不 仅 对 于 x 一 xo 这 种 类 型 的 极限 成 立 ,而 且 对 于 z 一 
+ co ,zz 一 一 oo 或 z 一 zf 等 类 型 的 极限 也 是 成 立 的 . 
例 2 求 极限 ， 


(1) limw 2- (2) limy 2- -sm 
解 CD limA/ 2- <= /2 -1=1: 
(2) imA/ 2- = 2- lim sn 7 /3-0=Y2. 0 


二 闭 区 间 上 连续 函数 的 基本 性 质 


设 六 为 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 ,本 段 中 我 们 讨论 ff 在 [a,5j 上 的 整体 
性 质 . 
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定义 1 设 了 为 定义 在 数 集 D 上 的 阴 数 .看 存在 zoEDD ,使 得 对 一 切 xED 
有 
f(xzo) 之 f(r) (f(ro) f(r)), 
则 称 f 在 D 上 有 最 大 (最 小 ) 值 ,并 称 F(zo) 为 f 在 D 上 的 最 大 (最 小 ) 值 . 
例如 ,sinz 在 [0,xj] 上 有 最 大 值 1, 最 小 值 0. 但 一 般 而 言 ,了 咀 数 f 在 其 定义 
域 D 上 不 一 定 有 最 大 值 或 最 小 值 (即使 f 在 D 上 有 和 界 ). 如 f(x)=z 在 (0,1) 上 
既 无 最 大 值 也 无 最 小 值 ,又 如 


1 
—， 0,1), 
s(n) -1 7 € (0,1) (4) 
2， X=0 与 1， 
之 在 闭 区 间 [0.1] 上 也 无 最 大 .最 小 值 . 下 述 定理 给 出 了 函数 能 取得 最 大 .最 小 值 


的 充分 条 件 . 

定理 4.6( 最 大 、 最 小 值 定理 ) 车 函数 f 在 闭 区 间 [a,65] 上 连续 , 则 了 在 
[a ,5 ] 上 有 最 大 值 与 最 小 值 . 

此 定理 和 随后 的 定理 4.7 以 及 本 节 最 后 的 定理 4.9, 其 证 明 将 在 第 七 章 $32 
给 出 .在 这 里 读者 先 对 这 些 定理 有 所 了 解 , 并 能 初步 运用 它们 . 

推论 (有 界 性 定理 ) ”车 函数 f 在 闭 区 间 [a,6b] 上 连续 , 则 f 在 [a,b」 上 
有 和 界 . 

易 见 由 (4) 式 给 出 的 函数 g 在 闭 区 间 [0,1] 上 无 界 , 请 读者 考虑 为 什么 对 卫 
数 g 上 述 推论 的 结论 不 成 立 . 

定理 4.7 ( 介 值 性 定理 ) 设 函 数 在 闭 区 间 [a,2j 上 连续 , 且 f(a) 却 
f(b5). 若 yx 为 介 于 f(a) 与 f(b ) 之 间 的 任何 实数 (f(a)<py<f(5) 或 f(a)>p 
> f(65)), 则 至 少 存在 一 点 zo€ (a ,6) ,使 得 

f(xo) = 4. 

这 个 定理 表明 , 若 f 在 [a ,bj 上 连续 ,又 不 妨 设 Fe)< Ab), 则 三 在 La ,2 

上 必 能 取得 区 间 [f(a),f(5)] 中 的 一 切 值 , 即 有 
[f(a),f(6)]C flla,b)), 

其 几何 意义 如 图 4 一 2 所 示 . 

推论 ( 根 的 存在 定理 ) 若 函 数 f 在 闭 区 间 [a ,5] 上 连续 , 且 f(a) 写 (5) 
异 号 ( 即 f(a)f(5)<0), 则 至 少 存 在 一 点 zroE€ (a,5), 使 得 

f(xo) = 0， 

即 方程 f(x)=0 在 (a ,6b) 内 至 少 有 一 个 根 . z 

这 个 推论 的 几何 解释 如 图 4 一 3 所 示 : 若 点 A(a,f(a)) 与 B(5,f(5)) 分 别 
在 z 轴 的 两 侧 , 则 连接 A、B 的 连续 曲线 y= f(z) 与 x 轴 至 少 有 一 个 交点 . 

应 用 介 值 性 定理 ,我 们 还 容易 推 得 连续 函数 的 下 述 性 质 : 若 了 在 区 间 工 上 连 
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一 一 /co -| 


续 且 不 是 常量 函数 , 则 但 域 扩 门 也 是 一 个 区 间 ; 特 别 , 厨 工 为 用 区 间 [a ,oj ,7 
在 | a ,5j 上 的 最 大 值 为 M ,最 小 值 为 mx , 则 FLa ,5)=[m AM; 又 若 f 为 [a， 
上 的 增 ( 减 ) 连 续 函 数 且 不 为 常数 , 则 

Fla,o) = [f(a), GO) LAB) f(a)}). 

下 面 举例 说 明 介 值 性 定理 的 应 用 . 

例 3 证 明 : 知 >>0,72 为 正 整 数 , 则 存在 唯一 正 数 xo ,使 得 zh=r(zo 称 为 
~ 的? 次 正 根 ( 即 算术 根 ), 记 作 zo= 少 )， 

证 ” 先 证 存在 性 .由 于 当 zz 一 + co 时 有 < 关 一 +co, 故 必 存 在 正 数 a ,使 得 a” 
>r. 因 f(x)= x” 在 [0,a jj] 上 连续 ,并 有 F(0)<《zr< Fa), 故 由 介 值 性 乍 理 ,至 
少 存在 一 点 zoE (0,a), 使 得 f(x0)= x%=7. 

再 证 唯一 性 . 设 正 数 zi 使 得 zi =r, 则 有 


-x= (ro xr)(r +z8 zi+ + )=0， 
由 于 第 二 个 括 叶 内 的 数 为 正 , 所 以 只 能 zo- zi=0, 即 x = xo. | 
例 4 设 f 在 [a,b] 上 连续 ,满足 
fl[a,bl)Cla,b]. (5) 
证 明 ,存在 zoE [a ,6。j], 使 得 
f(xo) = ro. (6) 


证 条 件 (5) 意 味 着 ;对 任何 x+Ela,5] 有 a 三 f(x) 二 6 ,特别 有 
a 人 fla) 以 及 f(6)b. 
车 a= f(a) 或 1(5)=6, 则 取 zo=a 或 5, 从 而 (6) 式 成 立 . 现 设 a< f(a) 与 
f(0)<b. 令 


F(x)= f(x)-— Zz, 
则 FF(a)=/(a)-a>0,F(5)=f(5b)-5<0. 故 由 根 的 存在 性 定理 ,存在 xo€ 
(a ,8) ,使 得 F(zo)=0, 即 f(x0)= xo. 


从 本 例 的 证 明 过 程 可 见 , 在 应 用 介 值 性 定理 或 根 的 存在 性 定理 证 明 某 些 问 
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题 时 ,选取 合适 的 辅助 为数 (如 在 本 例 中 令 F(x)= f(x) 一 x+), 可 收 到 事半功倍 
的 效果 . 


三 反 函 数 的 连续 性 


定理 4.8 者 昌 数 了 在 La ,2 上 严格 单调 并 连续 , 则 反 范 数 广 : 在 其 定义 域 
[Fa) ,AD 或 LACe) Fa) 上 连续 ， 

证 ”不妨 设 f 在 [a,bj 上 严格 增 . 此 时 了 
的 值 域 即 反 也 数 f "的 定义 域 为 | f (a)， 
f(b)|. 任 取 yoE (f(a),f(5)), 设 xo = 
广 !(yo), 则 zeoE(a,5). 于 是 对 任 给 的 es > 
0, 可 在 (a ,65) 内 zo 的 两 侧 各 取 异 于 ro 的 点 
zz rcxo<sxz) ,使 它们 与 zu 的 距离 
小 于 e( 图 4 一 4). 

皮 与 zz 对 应 的 鹃 数值 分 别 为 y) ,yy，， 图 4 一 4 
由 二 的 严格 增 性 知 yIK yo< yz. 令 

6 = min(y2 一 yo,y0 一 y1)， 
则 当 vE U( vo;6) 时 ,对 应 的 x = 广 - (yy) 的 值 都 落 在 ri 与 z， 之 间 , 故 有 
、 fii(y)~- fi(y)|l=|Izxz-xol<e, 

这 就 证 明了 了 在 点 yo 连续 ,从 而 [在 (f(a),f(5)) 内 连续 

类 似 地 可 证 广 在 其 定义 区 间 的 端点 f(a) 与 f(5) 分 别 为 右 连续 与 左 连 


续 .所 以 广 ! 在 [ f(a),f(6)] 上 连续 . - 
例 5 由 于 y=sin x 在 区 间 | -了 屯 , 邓 | 上 严格 单调 且 连 续 , 故 其 反 函 数 y= 


arcsin 工 在 区 间 | -1,1j 上 连续 . 
同 理 可 得 其 它 反 三 角 国 数 也 在 相应 的 定义 区 间 上 连续 .如 y=arccos z 在 
| -11,1 上 连续 ,y=arctan 工 在 (- co,+oco) 上 连续 等 . 


例 6 由 于 y= x"(n 为 正 整数 ) 在 [0, + 0) 上 严格 单调 且 连 续 , 故 y= rn 
在 [0, + co ) 上 连续 .又 若 把 y= xz-*(n 为 正 整数 ) 看 作 由 y= wz 与 = 二 复合 
而 成 的 函数 , 则 由 复合 函数 的 连续 性 ,y = x zx* 在 (0, + 0) 上 连续 

综 上 可 知 , 若 g 为 非 零 整数 , 则 y= zz 是 其 定义 区 间 上 的 连续 函数 吕 

例 7 证 明 . 有 理事 滑 数 y= x 在 其 定义 区 间 上 连续 . 

证 设 有 理 数 a= 卫 ,这 里 p,q ( 关 0) 为 整数 .因为 y= xz 与 = xp 均 在 其 
定义 区 间 上 连续 ,所 以 复合 函数 
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1 
y= (ze = x 


也 是 其 定义 区 间 上 的 连续 区 数 . 
中 一致 连续 性 


顺 数 上 在 区 间 上 连续 ,是 指 了 在 该 区 间 上 每 一 点 都 连续 .本 段 中 讨论 的 一 
. 致 连续 性 概念 反映 了 函数 在 区 间 上 更 强 的 连续 性 . 
定义 2 设 为 定义 在 区 间 工 上 的 图 数 . 奋 对 任 给 的 s>0, 存 在 8=6(e)> 
0 ,使 得 对 任何 x ,x ET, 只 要 |x 一 x <G, 就 有 
[Frz)-Az)1I<e， 
则 乏 纯 数 上 在 区 间 工 上 一 致 连续 . 
直观 地 说 ,在 1 上 一 臻 连续 意 味 着 ;不 论 两 点 x 与 x 在 I 中 处 于 什么 位 
置 ,只 要 它们 的 距离 小 于 6, 就 可 使 | f(x )- f(x Dl<e. 
例 8 证 明 f(x)=ar+& (a 关 0) 在 (0%,+%) 上 一 臻 连续 . 
证 任 给 ee 之 0, 由 于 
{f(r )- fr)l=la lr 一 人 | 


玫 可 选取 3= Te, 则 对 任何 x ,x“E(-o%,+00), 只 要 |zx' -x”|<5, 就 有 


lal! 


LL ] 


f(z) flr) i<e 
”这 就 证 得 FLz)=car+p 在 (-oco,+co) 上 一 致 连续 ， 站 
例 9 证 明 函 数 ,= 二 在 (0,1) 内 不 一 致 连续 (尽管 它 在 (0,1) 内 每 一 点 都 


连续 )， 
证 按 一 致 连续 性 的 定义 ,为 证 函数 f 在 某 区 间 1 上 不 一 至 连续 ,只 须 证 
明 .存在 某 eo>0, 对 任何 正 数 8( 不 论 5 多 么 小 ) ,总 存在 两 点 x ,x E€ 1 尽管 
I -x |<<6, 但 有 | f(x )- f(x )| 之 e0. 
对 于 本 例 中 函数 y= 二 ,可取 eo=1, 对 无 论 多 么 小 的 正 数 5 | < ,只 要 取 


r= 人 与 六 = 全 ( 图 4-5), 则 虽 有 


二 


2 
但 
1 1| 1 
Eee 
所 以 y= 二 在 (0,1) 内 不 一 致 连续 


员 数 在 区 间 上 连续 与 一 致 连续 这 两 个 概 
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念 有 着 重要 的 差别 . 太 在 区 间 工 上 连续 ,是 指 任 给 e >0, 对 每 一 点 zx EIT, 都 存在 
相应 的 正 数 8=6(e,z), 只 要 xz EIT 且 |z-x 1<6, 就 有 |f(z)- f(x )|<e. 
一 般 来 说 ,对 于 工 上 不 同 的 点 ,相应 的 正 数 $ 是 不 同 的 . 换 句 话说 ,6 的 取 值 除 依 
赖 于 e 之 外 ,还 与 点 x 有关 ,由 此 我 们 写 6= 6(e ,Zz ) 以 表示 6 与 < 和 工 的 依赖 
关系 .如 果 能 做 到 6 只 与 s 有 关 , 而 与 x 无关, 或 者 说 存在 适合 于 1 上 所 有 点 
的 公共 的 6, 即 6= 6(e), 那 么 函数 就 不 仅 在 1 上 连续 ,而 且 是 一 致 连续 了 . 

所 以 ,了 在 区 间 工 上 一 致 连续 是 了 的 又 一 个 整体 性 质 , 由 它 可 推出 了 在 了 上 
每 一 点 都 连续 的 这 一 局 部 性 质 (只 要 在 定义 2 中 把 z 看 作 定点 ,把 x 看 作 动 点 ， 
好 得 三 在 点 连续 ). 而 从 例 9 可 多 ,由 了 在 区 间 1 上 每 一 点 都 连续 ,并 不 能 推出 
f 在 1 上 一 致 连续 .然而 ,对 于 定义 在 闭 区 间 上 的 函数 来 说 ,由 它 在 每 一 点 都 连 
续 却 可 推出 在 区 间 上 的 一 臻 连续 性 , 即 有 如 下 重要 定理; 

定理 4.9( 一 致 连续 性 定理 ) 者 函数 了 在 财 区 间 La ,8 上 连续 , 则 了 在 [a， 
b ;上 一 致 连续 . / 

例 10 设 区 间 卫 的 右 端点 为 cE€ 1 了 ,区 间 上 的 左 端 点 也 为 cE LD(TD, 了 可 
分 别 为 有 限 或 无 限 区 间 ). 试 按 一 致 连续 性 的 定义 证 明 :. 大 了 分 别 在 I 和 I, 上 
一 致 连续 , 则 f 在 1= 了 U1, 上 也 一 致 连续 . 

证 任 给 e>0, 由 ff 在 1 和 I, 上 的 一 臻 连续 性 ,分 别 存在 正 数 Si; 和 6,， 
使 得 对 任何 x ,x EI1, 只 要 |x 一 x |<61, 就 有 

» | f(z)— f(x) I< esi (7) 

又 对 任何 x ,x ED, 只 要 |x 一 x |<6,, 也 有 (7) 式 成 立 . 

点 z=c 作为 1 了 的 右 端点 , f 在 点 c 为 左 连续 ,作为 1 的 左 端点 ,了 在 点 < 
为 右 连 续 , 所 以 f 在 点 c 连续 . 故 对 上 述 s >0, 存 在 6:>0, 当 | 过 -clj<6; 时 有 


| f(r) - fle) 1< 7 (8) 


令 SG=min(0l,02,03) ,对 任何 ,x ET lz 一 x |<<6, 分 别 讨论 以 下 两 种 
情形 : 
(Dx ,zz 同时 属于 万 或 同时 属于 了, 则 (7) 式 成 立 ; 
(ii)x ,ZX 分 属 a 与 了, 设 XE ,x EID, 则 
zt-c|=c-r<r -rr <A, 
故 由 (8) 式 得 | f(x )-/(c)|< 方 . 同 理 得 | f(z) 了 (c)|< 福 .从 而 也 有 (7) 式 
成 立 .这 就 证 明了 f 在 1 上 一 致 连续 | 


习 题 


1. 讨论 复合 函数 fg 与 g*/ 的 连续 性 , 设 
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(1) f(x)=sgn xz,g(r)=1+ 7r’; 
(2) f(r)=sgn x,2(r)= (1 xr )r. 
2. 讽 f,g 在 点 xo 连续 ,证 明 ， 
(了 大 f(xo) 之 g(xzo), 则 存在 U(xzo;6), 使 在 其 内 有 f(x)>g(z); 
(2) 右 在 某 U (zo) 内 有 f(r)>g(zx), 则 f(zxo) 之 g(xo). 
3. 设 f,g 在 区 间 1 上 连续 . 记 
F(x) = maxt f(x),g(r)}, G(r) = minl f(z), g(x)}. 
证 明 下 和 G 也 都 在 1 上 连续 . 
提示 :利用 第 一 章 总 练习 题 1. 
4. 设 /为 RR 上 连续 殴 数 ,常数 c>0. 记 
-c， 看 zi) 去-c， 
F(x) = (0 奇 1 f(x) |[ 委 cc， 
5 者 F(z) > c. 
证 明 下 在 R 上 连续 . 
提示 ;F(zx)=max{~c,mintc, f(x))}. 


TC— x, 人 XO0, 


5. 设 f(r)=sin rx, g(x)= 
并 十 T, 工 之 (. 
证 明 : 复 合 函 数 fg 在 zx=0 连 续 , 但 g 在 z=0 不 连续 . 
6. 设 f 在 [a,+ co) 上 连续 , 且 lim f(z) 存在 .证 明 : 了 在 [a， + co) 上 有 界 . 又 问 f 在 
[a ,+ ce) 上 必 有 最 大 值 或 最 小 值 吗 ? 
7. 若 对 任何 充分 小 的 e>0,f 在 [a +e,b 一 e] 上 连续 ,能 否 由 此 推出 了 在 (ac ,0) 内 连续 . 
8. 求 极限 . 


1 2 
(1l)lim(x—-zr)tan x; (2) lim EE 
r+ -1 


9. 证 明 . 若 上 在 [a,8] 上 连续 , 旦 对 任何 zxE[a,5j,F(z) 关 0, 则 了 在 [Lc,5j 上 恒 正 或 
便 负 . 
10. 证 明 : 任 一 实 系数 育 次 方程 至 少 有 一 个 实 根 . 
11. 试用 一 致 连续 的 定义 证 明 ; 若 f,g 都 在 区 间 1 上 一 致 连续 , 则 f+ g 也 在 1 上 一 致 
连续 . 
12. 证 明 f(z)=Vzx 在 [0,+ co) 上 一 致 连续 . 
提示 :[0, + 吕 )=[0,1]U[1, + co), 利 用 定理 4.9 和 例 10 的 结论 . 
13. 证 明 . F(z)=zz 在 [a,5] 上 一 致 连续 ,但 在 (- co ,+ co) 上 不 一 致 连续 . 
14. 设 函 数 在 区 间 工 上 满足 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 件 , 即 存在 常数 工 >0, 使 得 对 工 上 
任意 两 点 x ,x 都 有 
| f(z)- fr) LIr -rl1. 
证 明 f 在 1 上 一 致 连续 . 
15. 证 明 sin zx 在 (- oo,+co) 上 一 致 连续 . 
提示 .利用 不 等 式 |sin x 一 sin 刀 | 委 jz 一 六 |( 见 第 三 章 $》1 例 4). 
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16. 设 函数 f 满足 第 6 题 的 条 件 . 证 明 在 [< , + co) 上 一 致 连续 . 
17. 设 函 数 f 在 [0,2a] 上 连续 , 且 F(0) = f(2a). 证 明 . 存 在 点 zoE10,aj, 使 得 f(x0) 
= f(xota). 
18. 设 六 为 [ae ,5] 上 的 增 函 数 ,其 值 域 为 [ f(a),f(5)]. 证 明了 在 [a ,5 上 连续 . 
19 . 设 /在 [< ,bj 上 连续 ,zizz…zELa ,oj 证明 : 仔 在 sElLc;pj], 使 得 
FS) = 一 LAziD) + fz2) + + fxn)]. 

20. 证 明 F(z)= cosyz 在 [0,+co) 上 一 致 连续 . 

提示 :[0,+co)=[0,1U[L +co). 在 [1,+ co) 上 成 立 不 等 式 

osvVi or |Ivi-vrl<|lr -rl|. 


$ 3 ”初等 浮 数 的 连续 性 


从 前 面 两 节 知 道 ,在 基本 初等 函数 中 ,三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 以 及 有 理 指数 
睾 函 数 都 是 其 定义 域 上 的 连续 函数 .本 节 将 讨论 指数 旺 数 、 对 数 函数 与 实 指数 生 
函数 的 连续 性 ,以 及 初等 函数 的 连 组 性 


一 ”指数 函数 的 连续 性 


在 第 一 音 中 ,我 们 已 定义 了 实 指数 的 乘 军 ,并 证 明了 指数 函数 y=a* (0<a 
二 划 在 R 上 是 严格 单调 的 .下 面 先 把 关于 有 理 指数 宕 的 一 个 重要 性 质 推 广 到 实 
指数 宕 ,然后 证 明 指数 函数 的 连续 性 . 
定理 4.10 设 a>0,a,P 为 任意 实数 , 则 有 
az .dB 一 act8e(ac)p = a®. 
证 不 妨 设 a >1, 则 cz 由 第 一 章 $3(6) 式 所 定义 , 印 
Q” 二 sup [a” rr 为 有 理 数 ). 
任 给 e>0, 设 r,s 为 两 个 有 理 数 , 且 r<a,s<B, 使 得 
a"—e<a,a—-e<a.. 
由 az 的 严格 增 性 得 
rts < at 有 
又 有 a *a'= 二 a”*;, 故 得 
(as — e)(af—e) < ac 
由 es 的 任意 性 推出 
a" af at. 
为 证 相反 的 不 等 式 , 设 p 为 有 理 数 , 且 p<a+B, 使 繁 
a —e< a?. 


再 取 有 理 数 r,s 使 r<a,s<pB 以 及 p++ s, 则 有 
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dp<a 一 ar ac ar ah 
故 得 到 
a 一 ec<a .ap 
由 es 的 任意 性 推出 cr far*af. 所 以 有 a**af aa 
后 一 等 式 的 证 明 留 给 谈 者 . [| 
定理 4.11 指数 盟 数 or 《〈a >0) 在 R 上 是 连续 的 . 
证 先 设 a >1. 由 第 三 章 $2 例 4 知 
lim a” = 1 =a!, 
这 表明 a” 在 x =0 连续 .现任 取 zo€R. 由 和 定理 4.10 得 


a* 一 Qot (Xx0) 一 Qt0 。 gr Xo, 


令 1=X 一 Xx0; 则 当 x 一 zo 时 有 1->0, 从 而 有 


lima”™ = limaczocz < 


工 “ 了 0 Tg 


这 就 证 明了 a 在 任 一 点 xo 连续 . 


当 0<a<1 时 , 令 6= 二 , 则 有 >1, 而 
1 1，-z 
a” 一 加 一 六 
可 看 作 函 数 6b* 与 u = 一 xz 的 复合 ,所 以 此 时 az 亦 在 R 上 连续 . ] 
利用 指数 函数 az 的 连续 性 ,以 及 第 三 章 $5S 例 4 中 已 证 明 的 
jima =0, lma =+% (a > 1), 
可 知 zz 的 值 域 为 (0, + ee) (0<a<1 时 也 是 如 此 ). 于 是 ,az 的 反 函 数 一 一 对 数 
函数 log_z 在 其 定义 域 (0, + %) 内 也 连续 . 
例 1 设 limu(z)=a>0, lim wv(z)=6. 证 明 


"二 aro lima’ = a™o. 
上 一 人 


lim zx (x )e = a*. 


站 


证 ”补充 定义 u(xo0)=a,v(zo)=65, 则 u(xz),v(z) 在 点 xo 连续 ,从 而 
v( 工 )ln u (Zz) 在 xo 连续 ,所 以 u(x)"7) =evr(z)nutz) 在 zo 连续 .由 此 得 
lim u (x )™™ 一 lim ez(z) u(x) 一 ebpina _ nae. [ 


Tn Tn 
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由 于 朝 函 数 x*(a 为 实数 ) 可 表 为 zx =esmz , 它 是 函数 所 与 = 二 aln zx 的 复 
合 , 故 由 指数 函数 与 对 数 函 数 的 连续 性 以 及 复合 函数 的 连续 性 , 推 得 磊 项 数 y = 


ze 在 其 定义 域 (0, + co ) 上 连续 . 
前 面 已 经 指出 ,常量 函数 .三角 函 数 、 反 三 角 函 数 都 是 其 定义 域 上 的 连续 咖 


i ri re Th 1 i i ee Cy 


84 第 四 章 “” 函数 的 连续 性 


数 ,因此 我 们 有 下 述 定理 ， 

定理 4.12 一 切 基本 初等 函数 都 是 其 定义 域 上 的 连续 函数 . 

由 于 任何 初等 函数 都 是 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 与 复合 运算 所 
得 到 ,所 以 有 

定理 4.13 ”任何 初等 函数 都 是 在 其 定义 区 间 上 的 连续 函数 . 

下 面 举 两 个 利用 函数 的 连续 性 求 极限 的 例子 . 

例 2 求 lim 1+ x), 

解 ” 由 对 数 函 数 的 连续 性 有 

原 式 = lim ln(1 + Tj)x 二 In[lim (1+ 7 )z! 


= lne = 1. 口 
例 3 求 lim In(1+ zx) 


COS 翅 


解 ” 由 于 z==0 属于 初等 函数 f(z) = 转世 的 定义 域 之 内 , 故 由 了 的 
连续 性 得 


lim (L272 f(0) = 0. 上 
习 题 


1. 求 下 列 极限 : 


(1) lim 7 (2) lim (V r+V ziti Vz) 


| 1 /li ry 1_/1l. Ey 
T+* 人 0 .二 t+ Ny ~. LE 二 
V TY TY VT+HYI, (5) lim (1 + sin xz)™ 7”. 


vrt+l 
2. 设 lim as=a>0,lim bn ==6. 证 明 lim ab 一 ab. 


(4) lim 


提示 ;a 二 eb". 


总 练习 题 


1. 设 函 数 f 在 (a ,6 ) 连 续 , 且 f(a+0) 与 /(5 一 0) 为 有 限 值 .证 明 ， 
(1) 了 在 (a ,5) 内 有 章 ; 
(2) 车 存在 EE (a ,65), 使 得 f(&) 宇 max| f(a+0),f(5 一 0)}, 则 了 在 (a,6) 内 能 取 到 
最 大 值 . 
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2. 设 函 数 在 (a ,8) 内 连续 , 且 Fa+0)=AB-0)= +oco. 证 明太 在 (ea,2o) 内 能 取 到 最 
小 值 . 
3. 设 函 数 在 区 间 工 上 连续 ,证 明 : 
(1) 若 对 任何 有 理 数 rE€EIT 有 f(r)=0, 则 在 I 上 f(zx) 寺 0) 
(2) 若 对 任意 两 个 有 理 数 ri,rz,ri&rz, 有 f(ri) 芝 f(r2), 则 了 在 1 上 严格 增 . 
4. 设 a1,a;,a3 为 正 数 ,41 达 4z< 达 43. 证 明 . 方 程 


wt u u 
| 2 
rr—Al TT 一 A>» 并 一 人 3 


在 区 间 (A1 ,42) 与 (X42,4A3) 内 各 有 一 个 根 . 
提示 ,考虑 flx)=a(zr— hr -A ta(r— A)r A) +t ar A (zr ~ A2). 
5. 设 f 在 [a,b5] 上 连续 ,有 对 任何 x€ La,65j, 存 在 y€1la,b|, 使 得 


fy) < fa) 1 


证 明 . 存 在 上 la,pj, 使 得 f(&)=0. 
提示 ,函数 | /| 在 [<,5] 上 有 最 小 值 m = f(&), 阁 m 二 0, 则 已 得 证 ;者 m 之 0, 可 得 


0 


矛盾 . 
6. 设 f 在 [a,65] 上 连续 ,xi,x2，…,zxs 忆 La,bj], 男 有 一 组 正 数 Ai A2 An 满足 41 + A 
+… 十 三 1. 证 明 , 存 在 一 点 £€ [a ,bj ,使 得 
f(€) = Af x1) + M2f (x2) + i + Anf (Xn). 


注 . 本 音 82 习题 19 是 本 题 的 特例 ,其 中 A1=X2=… = = 一 


n 
7. 设 f 在 [0, + co) 上 连续 ,满足 0 过 f(x)x ,TEL0,+ 0). 设 41Z0,a 1= f(an),n 
二 1,2,…. 证明， 
(1) ta | 为 收敛 数列 ; 
(2) 设 lim a 二 t 则 有 f(1)=; 
(3) 若 条 件 改 为 0 才 F(z)<zzEGt0,+ oo0), 则 z=0. 
8. 设 /在 [0,1] 上 连续 , f(0)= f(1). 证 明 ; 对 任何 正 整 数 n ,存在 EE[0,1j, 使 得 


f(g+ 1 )= /8). 


提示 :n=1 时 取 &=0.n>1 时令 F(z)=/(z+ 二 )-/(z), 则 有 


F(O)+F (LT)+.+ F(t)=0. 


9. 设 f 在 x=0 连续 , 且 对 任何 xz,y€R 有 
f(z+y)= f(r) + f(y). 
证 明 ; (1)f 在 R 上 连续 ;(2)f(zx)= f(1)z. 
提示 :(1) 多 先 lim f(x)= f(0)=0 > lim f(x)= liml f(x xo + f(zxo0)]= f(x0); 


(2) 对 整数 p,q (天 0) 有 f(p)=pf(1),/( 广 )= 训 1(1) 之 对 有 理 数 有 /(7) = 
rF(1) 一 绪论 . 
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10. 设 定义 在 及 上 的 冰 数 f 在 0、1 两 点 连续 , 且 对 任何 zER 有 f(x*)= f(x). 证 明 f 
为 常量 图 数 . 


时 
提示 : 易 见 f 侦 ;对 任何 XxER' ,f(zx)= f(x? ) 一 f(1) (2 一 co), 从 而 得 :zx 天 0 时 
f(z)=7(1);7(0) =lim f(z)= /01). 


P| 
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3 1 导数 的 概念 


一 “导数 的 定义 

导数 的 思想 最 初 是 由 法 国 数学 家 费 马 (Fermnat) 为 研究 极 值 问题 而 引入 的 ， 
但 与 导数 概念 直接 相 联 系 的 是 以 下 两 个 问题 :已 知 运动 规律 求 速度 和 已 知 曲线 
求 它 的 切线 .这 是 由 英国 数学 家 牛顿 (Newton) 和 德国 数学 家 菜 布 尼 蒋 (Leibniz) 
分 别 在 研究 力学 和 几何 学 过 程 中 建立 起 来 的 . 

下 面 我 们 以 这 两 个 问题 为 背景 引 人 导 数 的 概念 ， 

1. 瞬时 速度 ” 设 一 质点 作 直 线 运 动 , 其 运动 规律 为 ;= s(z). 夺 to 为 某 一 
确定 的 时 刻 ,t 为 邻近 于 加 的 时 刻 , 则 
s(t)— slto) 

一 8n 
是 质点 在 时 间 段 [to ,tj]( 或 [1 ,to1) 上 的 平均 速度 . 告 1>tio 时 平均 速度 5 的 极 
限 存 在 , 则 称 极限 


ee 
ee 
| 


t-* :rr— to 


为 质点 在 时 刻 to 的 瞬时 速度 . 以 后 我 们 将 会 发 现 , 在 计算 诸如 物质 比 热 、 电 流 强 
度 . 线 密 度 等 问题 中 ,尽管 它们 的 物理 背景 各 不 相同 ,但 最 终 都 归结 于 讨论 形 如 


(1) 式 的 极限 . 
2. 切线 的 斜率 ”如 图 5 一 1 所 示 , 曲 线 ， 
y= f(z) 在 其 上 一 点 P(xo,y0) 处 的 切线 PT Oey) 
是 割 线 PQ 当 动 点 Q 沿 此 曲线 无 限 接近 于 操 y=f (x) Z 7 
已 时 的 极限 位 置 . 由 于 割 线 PQ 的 斜率 为 和 zz- 一 
二 f(x) — f(zo) FH Peo | 
一 rr— Xo ? ph 
O 加 * 7 


因此 当 x 一 xo 时 如 果皮 的 极限 存在 , 则 极限 图 S-1 
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bp = jm HE = fro) (2) 
TT) | 
即 为 切线 PT 的 冬 率 . 
上 述 两 个 问题 中 ,前 一 个 是 运动 学 的 问题 ,后 一 个 是 几何 学 的 问题 ,但 是 它 


们 都 可 以 归结 为 形 如 (1)、(2) 这 种 类 型 的 极限 . 


下 面 我 们 给 出 导数 的 定义 . 
定义 1 设 英 数 y= f(z) 在 点 zo 的 某 邻 域内 有 和 定义 ,各 极限 
Tg 一 人 0 
存在 , 则 称 函 数 f 在 点 xo 处 可 导 , 并 称 该 极限 为 函数 f 在 点 zo 处 的 导数 , 记 作 
f (xo). 
令 z=z+AzAy= f(zxo+Azx) 一 f(zo0),; 则 (3) 式 可 改 与 为 
.A ,f(xot+ Az)— f(xo) _ 
加 -A 0 


所 以 ,导数 是 函数 增 量 Ay 与 自 变量 增 量 Ax 之 比 人 的 极限 . 这 个 增 量 比 称 为 函 


数 关于 自 变量 的 平均 变化 率 ( 又 称 差 商 ) ,而 导数 六 (zo) 则 为 在 xo 处 关于 
的 变化 率 . 

车 (3)( 或 (4)) 式 极限 不 存在 , 则 称 f 在 后 zxo 处 不 可 村 ， 

例 1 求 函数 f(x)=x? 在 点 z=1 处 的 导数 ,并 求 曲 线 在 点 (1,1) 处 的 切 


线 方 程 ， 
解 ” 由 定义 求 得 
2 
f(1)= lim [I+ A fr) tm + A 1 
2Ax 二 Ar 


2 
~ lin(2+Ar) =2 
Ar—*0 


由 此 知道 抛物 线 y= xz? 在 点 (1,1) 处 的 切线 斜率 为 


k =f(1)=2, 
所 以 切线 方程 为 
y—-1=2(z-1) 即 y=2rz-1. 上] 
例 2 证 明 函 数 f(z)= |z | 在 点 zo=0 处 不 可 年 . 
证 因为 
f(x) — £(0) 1 1， 工 之 0， 
r+—0 zx -1， xx<D0 
当 z-~>0 时 极限 不 存在 ,所 以 f 在 点 x =0 处 不 可 子 . 站 


例 3 显然 常量 函数 fF(z)= C 在 任何 一 点 x 的 导数 都 等 于 零 , 即 
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RH 


六 (z) = 0. 
下 面 我 们 介绍 有 限 增 量 公式 . 
设 f(z) 在 点 xo 可 导 , 那 么 


e = 三 (zo) 一 AY 


AX 
是 当 Az 一 0 时 的 无 穷 小 量 ,于 是 s'Az=o(Az)，, 印 
Ay = 三 ro)Azrz + o(Ax). (S) 
我 们 称 (5) 式 为 f(z) 在 点 xo 的 有 限 增 量 公式 .注意 ,此 公式 对 Ax =0 仍旧 成 


AL 

由 公式 (5) 立 即 推 得 如 下 定理 . 

定理 5.1 若 函 数 f 在 点 xo 可 导 , 则 三 在 点 zo 连续. 

注 ”可 导 仅 是 函数 在 该 点 连续 的 充分 条 件 ,而 不 是 必要 条 件 . 如 例 2 中 的 是 
数 f(z)= |z| 在 点 工 =0 处 连续 ,但 不 可 导 . 

例 4 证 明 函 数 f(z)=x D(z) 仅 在 点 xo=0 处 可 导 , 其 中 D(z) 为 狭 利 
克 雷 曙 数 . 

证 ” 当 zo 关 0 时 ,由 归结 原理 可 得 f(z) 在 x= zo 处 不 连续 ,所 以 由 定理 
5.1, F(z) 在 过 =Zo 处 不 可 村 . 

当 zx0==0 时 ,由 于 D(z) 为 有 界 了 汕 数 ,因此 得 到 

f (0) = im A = A = lim D(x) = 0. 四 


只 讨论 函数 在 点 zu 的 右 邻 域 ( 左 邻 域 ) 上 的 变化 率 ,我 们 需 引 进 单 侧 导 
数 的 概念 . 
定义 2 设 函 数 y= f(x) 在 点 xo 的 某 右 邻 域 (zo,zo+8G) 上 有 和 定义 , 重 石 
极限 
jm Ay lim 到 zt+Az) Hx) (0<Ar<) 


Ar->0 Ar-=0 AZ 

存在 , 则 称 该 极限 值 为 上 在 点 zo 的 右 导 数 , 记 作 广 (zo) 

类 似 地 ,我 们 可 定义 左 导数 

广 (aa) = lim LS A 

右 导 数 和 左 导 数 统称 为 单 侧 导数 . 

如 同 左 、 右 极限 与 极限 之 间 的 关系 ,我 们 有 

定理 5.2 若 函 数 y= f(x) 在 点 zo 的 某 邻 域内 有 定义 , 则 三 (zo) 和 企 在 的 
充 要 条 件 是 (zx0) 与 ff- (zo) 痢 存 在 , 且 

fs (zx0) 一 三 (zr0). 


1 二 人 
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一 COS xX， 7 


例 5 股 F(z)= | 讨论 /(z) 在 z=0 处 的 左 .有 导数 与 
导数 . 
解 ” 由 于 
/0 + Ar) ~ /0) | 二 = oos ez OS AT, Az > 0， 
1 Ax < 0, 
因此 
三 (0)= lim 一 A =0, 


f- (OW= lm1=1 

因为 (0) 关 (0), 所 以 在 z=0 处 不 可 导 . 

二 ”了 导 沪 数 

若 函 数 在 区 间 [上 每 一 点 都 可 导 ( 对 区 间 端 点 , 仅 考 虑 相应 的 单 侧 导 数 )， 
则 称 f 为 1 上 的 可 导 函 数 . 此 时 对 每 一 个 z-E1, 都 有 f 的 一 个 导数 (zx)( 或 单 
侧 导 数 ) 与 之 对 应 . 这样 就 定义 了 一 个 在 工 上 的 函数 , 称 为 了 在 二 上 的 导 函 数 ,也 
简称 为 导数 记 作 广 ,y 或 3， 即 

f(z) 一 lm LE+ A = Fr),, 所 了 


AT 
在 物理 学 中 导数 y 也 常用 牛顿 记号 y 表示 ,而 记号 外 是 莱 布 尼 获 首先 引用 
的 .目前 我 们 把 旦 看 作为 一 个 整体 ,也 可 把 它 理解 为 二 施加 于 y 的 求 导 运算 ,和 
到 学 过 “微分 ?之 后 ,我们 将 说 明 这 个 记号 实际 上 是 一 个 “ 商 ”. 相 应 于 上 述 各 种 表 
示 导 数 的 形式 ,了 (zo) 有 时 也 写作 
dy 
Vy x 或 dz | ， 


例 6 证 明 
(i) (x”) = nx” !,nn 为 正 整数 ; 
(ij) (sin xz) =cos x,(cos XT) = — sin 工 ; 


(ii) (〈log rz) = logae (a >0,a 关 1,x>0), 特 别 (ln zx) -一 


Ay (十 AZz) 儿 一 并 
AT 从 并 


，。 na -区 
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一 Clx”™"! 十 Cr" Ax 十 a 十 C"Ax” !, 
因此 
y= lim AY = lim (Che™! + Cx”? Ar + + CIAr™!) 
一 CIzz】 一 nz l. 
(i) 下 面 证 第 一 个 等 式 , 类 似 地 可 证 第 二 个 等 式 .由 于 
Si AZ os 交 十 Az 
sin 六 十 AZ) 一 sn 并 2 2 
A Ax 
sin 学 AXx 
一 Arz coslz 十 学 | 
2 
以 及 cos + 是 (一 0 ,++ 吕 ) 上 的 连续 也 数 , 因 此 得 到 
sin A 
(sin TX) = lim A “ lim cos|z + 学 
2 
一 COS Xx. 
(iii) 由 于 
log.(z +Ar) 一 Iogr 1 Ar 
Ag 人 + 人 
一 log (1 十 竺 六 ， 
所 以 
(logaxr ) = lim zlog 1 + 3 = 一 logue (6) 
若 za=e, 且 以 ee 为 底 的 目 然 对 数 常 写作 ln zx, 则 由 ln e=1 及 (6) 式 有 
(nz) = +. 中 
x 
三 ”导数 的 几何 意义 
我 们 已 经 知道 f(x ) 在 点 x = zxo 的 切线 斜率 &, 正 是 割 线 斜率 在 xz 一 xo 时 
的 极限 , 即 


2 pm LE) fro) 


工 并 0 Nr 一 远 0] 


由 导数 的 定义 ,上 = 产 (z), 所 以 曲线 y= f(x) 在 点 (zo,y0) 的 切线 方程 是 


二 
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y— yo = f (zo)(zr ~ xo). (7) 

这 就 是 讽 : 困 数 上 在 点 zo 的 导数 三 (zo) 是 曲 ， 
线 y= fx) 在 点 (zxo,y0) 处 的 切线 斜率 .大 a 
表示 这 条 切线 与 x 轴 正 同 的 夹 角 , 则 (xo) 
= tan a. 从 而 (x0) >0 意味 大 切线 与 x 轴 
正 向 的 夹 角 为 锐角 ;了 (zxo)<0 意味 着 切线 与 
x 轴 正 向 的 夹 角 为 钝 角 ; (x0) =0 表示 切线 
与 zx 轴 平 行 (图 5 一 2). 

例 7 求 曲 线 y= zx 在 点 已 (zo,yo) 处 图 5-2 
的 切线 方程 与 法 线 方程 . 

解 ” 由 于 


A 
Y= 3z8 + 3x0Axr + Ar 


fF (ro)= lim (3x0 + 3zoAz + Ax’) = 3x56. 
所 以 根据 (7) 式 ,曲线 y= z3 在 点 尸 的 切线 方程 为 
y— yo = 3r6(x — x0). 
由 解析 几何 知道 , 若 切 线 斜率 为 , 则 法 线 斜率 为 -二 .从 而 过 点 卫 的 法 线 方程 


为 
1 


y -=~ FOZ) Tr Yo). (8) 
因此 曲线 y= z3 过 点 P(xo 关 0) 的 法 线 方程 为 
3 1 
yl 一 -0 一 一 3 一 T0). 
若 xo =0, 则 法 线 方程 为 x =0. [ 


顺便 说 一 下 ,对 于 曲线 y= z3 ,可 把 它 在 点 P(zo,yo) 处 的 切线 斜率 三 (zo) 
改写 成 如 下 形式 : 


f (zo) 一 3z6 一 


因此 ,为 了 作 过 点 P 的 切线 ,如 图 5 一 3 所 示 , 只 须 对 x 
轴 上 从 原点 O 到 点 z 的 线段 三 等 分 , 取 靠 近 xo 的 分 点 
Q ,那么 通过 点 PQ 的 直线 就 是 所 求 的 切线 . / 

定义 3 若 函 数 f 在 点 zo 的 某 邻 域 U(xo) 内 对 一 
切 xE U(xo) 有 : $—3 
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f(xo) 之 乓 工 ) (f(xro) < f(r)), (9) 
则 称 盟 数 了 在 点 xo 取得 极 大 (小 ) 值 , 称 点 xo 为 极 大 (小 ) 值 点 . 极 大 值 、. 极 小 值 
统称 为 极 值 , 极 大 值 点 、 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 . 
设 销 数 f 如 图 5 一 4 所 示 , 它 在 点 x = 工 1， 
x3 处 取 极 大 值 , 在 点 x = x 处 取 极 小 值 . 
例 8 证 明 . 铬 六 (zo)>0, 则 存在 6 >0， 
对 任何 zxE(zoy,zo+G), 有 
f(xo) < f(x). (10) 
证 因为 
f(r)— f(xo) 
fm zr -4 
所 以 由 保 号 性 可 知 ,存在 正 数 6, 对 一 切 zk 
(zo,X0+6) 有 


A -0 >0, 

从 而 不 难 推 得 , 当 0<x -zo<6 时 ,(10) 式 成 立 . | 

用 类 似 的 方法 可 讨论 f; (zoj<0, 广 (zo)>0 和 广 (zo)<0 的 情 痪 . 例 
如 , 若 fF- (xo)>0, 则 存在 S>0, 对 任何 rE€E(xo-6,7T0); 有 f(zxo)> f(r). 

注 例 8 告 诉 我 们 : 若 f(xo) 存 在 且 不 为 零 , 则 zo 不 是 FAz) 的 极 值 点 . 

这 样 我 们 就 得 到 了 著名 的 费 己 定理 . 

定理 5.3( 费 马 定 理 ) 设 函 数 f 在 点 xo 的 某 邻 域内 有 和 定义 ,县 在 点 zo 可 
导 . 若 点 zo 为 了 的 极 值 点 , 则 必 有 

f(rxo) = 0. 

费 马 定理 的 几何 意义 非常 明确 : 若 函 数 f(z ) 在 极 值 点 z= xo 可 导 , 堵 么 在 
该 点 的 切线 平行 于 z 轴 . 

我 们 称 满足 方程 f(x )=0 的 点 为 稳定 点 . 

对 于 函数 f(x)=x;, 点 =0 是 稳定 点 ,但 却 不 是 极 值 感 . 

定理 $.4( 达 布 Darboux) 若 函 数 f 在 .a,b5] 上 可 导 , 且 ff， (a )A#f- (6), 
k 为 介 于 P (a), 广 (5) 之 间 任 一 实数 , 则 至 少 存 在 一 点 EE€(a,b), 使 得 

f(§€)=&. 
证 设 Flr)= f(x)-krx, 则 F(z) 在 La,bJ 上 可 村 , 且 
F(a) :FF (6b)= (fy (a) -RF (oO -Kk)<O0. 

不 妨 设 Fa)>0,F (6)<0. 由 例 8, 分 别 仔 在 ri€ Uo (a), zi2€E UV (5), 有 有 
zi<z> 使 得 


， nn 看 用 
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F(r) > F(a), F(x;2) > F(b). (11) 
因为 下 在 [a ,bj 上 可 导 , 所 以 连续 .根据 最 大 最 小 值 定理 (定理 4.6), 存 在 一 点 
EE€la,bj, 使 下 在 点 & 取得 最 大 值 .由 (11) 式 ,可 知 & 关 a ,5b. 这 就 说 明 & 是 下 
的 极 大 值 点 .由 费 马 定理 得 已 (6 =0, 印 


f(€)=k, EE€ (a,b). J 
有 时 称 上 述 定 理 为 导 沙 数 的 介 值 定理 . 
习 起 
1. 已 知 直线 运动 方程 为 
s = 10t + 51”, 
分 别 令 Af =1,0.1,0.01, 求 从 z=4 至 1=4+Az 这 一 段 时 间 内 运动 的 平均 速度 及 t=4 时 的 
瞬时 速度 . 
2. 等 速 旋转 的 角速度 等 于 旋转 角 与 对 应 时 间 的 比 , 试 由 此 给 出 变速 旋转 的 角速度 的 定 
义 . 
3. 设 f(xzo)=0, 了 (xo)=4, 试 求 极限 
lim f(xot Ar) - Az) 
sz-0 Ar 


TX， 工 之 3， 
4. 设 f(x)= 试 确定 a ,b 的 值 ,使 f 在 z=3 处 可 导 . 
ar+b, 直人 3， 


5s, 试 确定 曲线 y= in x 上 哪些 点 的 切线 平行 于 下 列 直线 : 
(1) y=x—1; (2) y=2X—3. 
6. 求 下 列 曲线 在 指定 点 PP 的 切线 方程 与 法 线 方程: 
(1) y= x"/4,P(2,1); (2) y= cos +,P(0,1). 
7. 求 下 列 函 数 的 属国 数 : 
Z 二 1， > 之 0， 


(1) f(z)= |zl; (2) f(x)= 1, x<0. 
8. 设 函 数 


mm 了 
f\x) = Tr Tm 为 下 整数 )， 
U， 这 二 用 
试问 ;(1) m 等 于 何 值 时 ,f 在 x=0 连续 ; 
(2) m 等 于 何 值 时 ,上 在 z=0 可 村 ; 
(3) 7 等 于 何 值 时 ,三 在 z=0 连 续 . 
9. 求 下 列 函 数 的 稳定 点 : 
(1) f(x)=sin 并 一 oos 工 ; (2) FGz)= 工 一 jnz 


10. 设 函 数 三 在 点 Zo0 存在 左右 导数 , 试 证 了 在 点 xo 连续 . 


tt Re mt 
i et EE 
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11. 设 g(0)=g (0)=0， 


g(x)sin 一 ， TZ 关 0， 
f(z) = 


， 工 三 0， 
求 (0). 
12. 设 f 是 定义 在 R 上 的 也 数 , 且 对 任何 zl,zzER, 都 有 
frit+ x2) = f(x): fr2). 
若 (0)=1, 证 明 对 任何 x€ER, 都 有 
三 zh) = f(x). 
13. 证 明 : 若 f(xo) 存 在 , 则 


|; flxo + Ar) — f(xo — Ax) 
iIn Ar 


14. 证 明 .车 函数 f 在 [a,6b] 上 连续 , 且 f(a)= ff(5)=K,f;(a)f.(65)>>0, 则 在 (a,6) 
内 至 省 有 一 点 &, 使 f(&)=K. 
15. 设 有 一 首 桥 ,其 铁 链 成 抛物 线 型 ,而 端 系 于 相距 100 米 高 度 相 同 的 支柱 上 , 铁 链 之 最 


低 点 在 悬 点 下 10 米 处 , 求 铁 链 与 支柱 所 成 之 角 . 
16. 在 曲线 y= x 上 取 一 点 P, 过 书 的 切线 与 该 曲线 交 于 Q ,证 明 :曲线 在 Q 处 的 切线 


笑 率 正好 是 在 P 处 切线 斜率 的 四 信 
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上 一 节 我 们 从 定义 出 发 求 出 了 一 些 简单 函数 的 导数 ,对 于 一 般 函 数 的 导数 ， 
虽然 也 可 以 用 定义 来 求 ,但 通常 极为 繁琐 .本 节 将 引入 一 些 求 导 法 则 ,利用 这 些 
法 则 ,能 较 简 便 地 求 出 初等 图 数 的 姓 数 ， 


一 ”导数 的 四 则 运算 


定理 5.5 若 函 数 w (zr) 和 w(x) 在 点 zo 可 导 , 则 函数 f(zx)= 二 u(x)+ 
of(z) 在 点 xo 也 可 时, 且 
广 (zo) = 2 (Xo) + vw (ro) (1) 
证 f (zx0) = lim u(xot Ar) + vrotAr)) [utro) + ole0), 
u(xot+Ax)-— u (x0) ji v(xzot Ax)— v(xo) 
Az-*0 [AW Ar—0 A 
=u (Xo) tv (Xo). L 
定理 5.6 若 函 数 wx(z) 和 vv(z) 在 点 zo 可 导 , 则 函数 f(x)= u(x)v(z) 
在 点 村) 也 可 导 , 且 
f(zx0) = wu (xo)v(zro) + u(ro)v (x0). (2) 


一 2f (zxo0). 
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证 f(x0)= lim u(xotAxr)v (rot+Ar) ~ u(xo) v(xo) 


人 AX 

1 uaat Ar)ol0 + Ar) -ula0)o(an + Ar) + n(n)olant Ar)= ala) lay 
= lim MF0+ AT)— wh 0。 — FON, (70+ Az) + limu(zo) ot Or we 
= (zo) v(xo) t+ u(ro)v (Xo0). | 

利用 数学 归纳 法 可 以 把 这 个 法 则 推广 到 任意 有 限 个 函数 乘积 的 情形 .例如 . 

(uw) = Mo 十 uv + uw . 
推论 。 若 函 数 w(z) 在 点 xo 可 导 ,c 为 常数 , 则 
(co(x))r- = cv (zx0). (3) 


例 1 设 f(r)=xi+5zx -9r+x, 求 (x). 
解 ” 由 公式 (1)、(3)， 
f(r)= (x) +TSOz) -9(r) + (a) 
= 3x*+ 10x -9. | 
一 般 地 说 :多 项 式 果 数 
f(r) = aor +t ar 十 十 Ga- 十 Ca 
的 导数 为 
f(r)= naozx” ‘+ (n— 1)air” ++ anl. 

它 比 f 低 一 个 大 次 . 

例 2 设 y=cos zin Z, 求 了 | - 

解 由 公式 (2)， 


, , , . ] 
y = (cos xX) ln xz+ceos xr(inzx) =— sin xln x + cos Zz. 


所 以 
ys = - 


定理 $.7 车 函数 u(x) 和 w(x) 在 点 xo 都 可 隆 , 且 wzo) 天 0, 则 f(x)= 
2 三) 在 点 zo 也 可 导 , 且 


u (Xo)v(ro) — u(xzo)v (xo) (4) 


f (x0) = Ee 


证 设 f(x)=u(x)g(z), 其 中 g(x)= 7 了 2 , 现 证 g(Z) 在 只 X0 可 导 . 


由 于 
l 


] _ 1 
g(zo+Ar) 一 gzo) v(xzo t+ Ar) w(xo) 
和 并 AZ 
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v(xXo+ Ar) — v(xro) 1 
AX v(xo + Ar)v( xo) 
而 v(z) 在 点 xo 可 导 , 从 而 在 点 zo 连续 , 且 v(xo) 关 0, 因 此 
1 , 1 g(rzo+ Azr)— g(ro) vy (Tx0) 
(5) ~ 8 (70) = Mm AZ oo) (5) 
应 用 公式 (2)、(5) 证 得 
人 加 1 加 v' (x0) 
F700 (全 到) 0 ao 人 | 
ya 一 u(xzo)v (zo) 
[v(xo) 


例 3 证 明 (z ”")= 一 nx 2 ,其 中 和 为 正 整 数 . 
证 由 公式 (S) 可 得 


一 ~ - | 可 于 ~- 
(zr ") = ( 广 ) = nr"!. 1 


例 4 证 明 :(tan zx》 一 Sec rz:;(cot x) csr. 
证 由 tan z= 入 及 其 公式 (4) 可 推 得 
cos XT 
(tan xX) = ( 渤 三 ) 一 (sin x+) cos x 一 sin x(cos zr) 


COS 工 cos 并 
cos r+t+sinzxz 1 2 
-sec x 
COS” 工 COS” 工 
同 理 可 证 (cot z) = 一 csc 工 . [| 
例 5 证 明 .(sec x) =sec ztan x;(csc X) = —csc Zcot 工 . 
证 ”我们 仍 只 证 第 一 式 ,第 二 式 请 读者 自 证 .由 sec z= 一 一 及 公式 (5) 有 
(sec zx) = (Boz) -= (sz) -= sm 二 = sec ztan 7. [ 
COS 工 COS” x COS” 工 


二 反 函 数 的 导数 


我 们 已 经 求 得 对 数 函 数 与 三 角 函 数 的 导数 ,为 求 得 它们 的 反 函 数 的 导数 ,下 
面 先 证 明 反 咒 数 求 导 公式 . 

定理 5.8 设 y=f(x) 为 z= ovo(y) 的 反 孙 数 , 若 pg(y) 在 点 yo 的 某 邻 域内 
连续 ,严格 单调 且 pg (yo) 关 0, 则 f(z) 在 操 TP 


f lz) = ZU (6) 


证 设 Az=oeo(yo+Ay)-ep(y),Ay= f(xo+Az) 一 f(z0). 因 为 9 在 yo 
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的 某 邻 域内 连续 且 严 格 单调 , 故 f= wo :在 xo 的 某 邻 域内 连续 且 严 格 单调 .从 
而 当 且 仅 当 Ay=0 时 Az=0, 并 且 当 且 仅 当 Ay>0 时 Az-~0. 由 w (yo) 和 0, 可 


例 6 证 明 : 
(i) (a*) = arlna( 其 中 w>0,a 天 1)， 
特别 地 (ez ) =e 


.， ， ， 1 , 1 

(ii) (arcsin x) = 一 一 ;(arccos +) = 一 
V 1 一式 1— x 

,1 ,，__1 

(111) (arctan Ir) = 7 (arccot x) {4 2 


证 (i) 由 于 y=azr,zER 为 对 数 函 数 zx=logsy,yE(0,+co) 的 反 蚌 数 ， 
故 由 公式 (6) 得 到 
= azln a. 


TN 1 是 汉 归 一 - yy . 
(e) = (logsy) logse 


(i1) 由 于 y= arcsin z,zE(-1,0) 是 z=siny,yE( -至 ,到 j 的 反 函 
数 , 故 由 公式 (6) 得 到 


. , 1 1 1 1 z 

= 7 = ,TE(—1,1). 
(arcsin 并 ) (sin y) cos y T 一 Sn 1 一 2 . 寺 
同 理 可 证 :(arceos z) = -5+E (1,1) 

(iiiy) 由 于 y=arctan xXx,XER 是 z=tan y,y&t | -至 ,到 的 反 函数 ,因此 

， 1 1 1 __l ~ 
同 理 可 证 :; (arccot 7x) =-—t ,rE(-%,+%). OD 
1 十 式 
三 ”复合 函数 的 导数 


为 了 证 明 复 合 函 数 的 求 导 公式 ,我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 。”A(z) 在 点 zo 可 导 的 充 要 条 件 是 在 Xo 的 某 邻 域 U(zo) 内 ,存在 一 
个 在 点 zo 的 连续 函数 电 (xz) ,使 得 
f(x)- f(zxo) = H(z) (zx - zo0), 


从 而 f(zrxo)= H(z0). 
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证 设 FCz) 在 点 xo 可 导 , 令 
H(z) -| rE UU (7x0), 


于 0 
f (xo) 一 0， 
则 因 
lm H(z) = 一 lim Ee f(xo) = H(zxo), 


所 以 H(z) 在 点 xo 连续 , 且 f(x) 一 f(zxo)= H(zx)(zx -7x0),TE U(x0). 
有 反之 , 设 存在 有 H(zx),zTEU(zo0), 它 在 点 xo 连续 , 且 
f(x)— f(xo) = H(X)(z — ro),r €E U(xo). 


因 存 在 极限 
lim A fr - lim H(zx) = H(zxo), 
所 以 及 ) 点 zo 可 导 , 且 f(xo0)== H(zro). J 


注 引 理 说 明了 点 zo 是 函数 g(x) = 个 2 一 丰 302 可 去 间 上 断 点 的 充 要 条 


件 是 ALzy) 在 后 Zoo6 可 导 _ 这 个 结论 可 推广 到 向 量 函数 的 导数 (第 二 十 二 章 ). 
定理 5.9 设 = p(I) 在 点 TO 可 导 ,y= f(tw) 在 点 uo 二 p(xo) 可 导 , 则 复 
合 明 数 Fo 在 点 xo 可 了 于, 且 
(f° wo) (zo)= ff (uo)y (zo) = f(g(xo)) 9 (ro). (7) 
证 由 f(z) 在 点 uo 可 导 , 由 引 理 必 要 性 部 分 ,存在 一 个 在 点 uo 连续 的 明 
数 FF(w), 使 得 (uo)= F(wuo), 且 
flu) — fluo) = Flu)(u — uo0),u € U(wuo). 
又 由 xx = o(z) 在 点 zo 可 导 , 同 理 存在 一 个 在 点 zo 连续 的 函数 B(x ), 使 得 
0 (Zz0) 三 有 (zo), 且 
p(x) — p(x0) = B(x)(x — x0),r EE U(xo). 
于 是 就 有 
flo(zx))— f(g(xo))= F(gp(x))( 9p(r) — p(To)) 
= F(o(z))B(r) (zr — ro). 
因为 og,@$ 在 点 xo 连续 ,下 在 点 wo= p(xo) 连 续 , 因 此 H(z)=F(p(7z)) D(z) 
在 点 zu 连续. 由 引 理 充分 性 部 分 证 得 f* 9 在 点 xo 可 守 , 且 
(f° 9) (xo) = H(zxo) = F(g(zx0))B(zo) = f (uo) gp (xo), | 
注 1 复合 函数 的 求 导 公式 (7) 亦 称 为 链 式 法 则 . 函数 y= f(u), w= p(x) 
的 复合 函数 在 点 zx 的 求 导 公式 一 般 也 写作 
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dy -dy .dz 
dr du dx (8) 


对 于 由 多 个 了 菁 数 复合 而 得 的 复合 孙 数 ,其 导数 公式 可 反复 应 用 (8) 式 而 得 . 

注 2 f(gp(z))=f(u)| -wo 与 (CFCp(z))) =f (g(rz))p (zx) 的 合 义 
不 可 混 消 . 

例 7 设 y=sin x , 求 y. 

解 ”将 sin zx? 看 作 y=sin w 与 x = 的 复合 阴 数 , 故 

(sin x*) = cos uu * 2x = 2zcos x”. | 

注 ”必须 指出 :(sin x ) 关 cos x“. 

例 8 设 w 为 实数 ,求知 函数 y= x(xz>0) 的 导数 . 

解 ”因为 y= x*=e*"* 可 看 作 y=e* 与 =aln zz 的 复合 孙 数 , 改 


(za) = (er) = ez = or ] 
例 9 设 f(z)=vV z+1, 求 (0),f(1). 
解 由 于 
f(r) = MET) = (+) = FE 
因此 六 (0) =0, 了 (1)= 方 . [ 


例 10 求 下 列 函 数 的 导 函 数 ; 
(i) f(r)=In(xz+vy 1+ 7’); (ii Fr(z)=tan 一 ， 


解 (i) (In(z+YV1+z))= (rt 1+ zx) 
-上 i+ = Ll 
r+vVi+x’ V1l+xz’ 1 + 
(11) Ci =2tan 六 (tan 二 = 2tan i 工 (去 | 
z 元 z TT\X 
- -二 ian 工 sec 二 [ 
元 区 


例 11( 对 数 求 导 法 ) 设 y= (z+5)(z 4) (, >4), 求 y， 
(z+2) (z+ 4)32 

解 ” 先 对 函数 式 取 对 数 ,得 

_ jn (过 +) (4 


in 
- (x +2)°(x + 4)2 


= 2ln (x + 5)+ 3In (x -4)— Sln (x +2)- 六 ln (z + 4). 


$2 求 导 法 则 


再 对 上 式 两 边 分 别 求 导数 ,得 


y 2 1 S 


y x+5 xz-4) zx+2 2Cr +4) 


整理 后 得 到 


(z+5)Y(zx 4)3 


] 


| 2 1 5 1 
(rr+29507+4)Z+5 3 一 4 z+t2 2(zZ+4) 
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注 ”虽然 我 们 可 用 导数 的 乘积 和 商 的 公式 来 求 例 11 中 的 导数 ,但 用 对 数 求 
导 法 显得 更 为 清晰 .人 简便. 
例 12 设 y=wu(x)”, 其 中 (xz)>0, 且 w(xz) 和 w(xz) 均 可 导 , 试 求 此 轿 
指 销 数 的 导数 . 


解 y=(u(z)’™) = (en)) =e nu vzr)n u(r)) 


- a(x)" (vr) ul\T)+ vz) 


一 u(r)"Tv (zx)n u(r)+u(r) ly (rx)v(r). 


基本 求 导 法 则 与 公式 


现在 把 前 面 得 到 的 求 导 法 则 与 基本 初等 函数 的 导数 公式 列 出 如 下 : 


基本 求 导 法 则 
1. (utv) =u +twv. 
2 (uv) 二 wv+uv ,(cu) = 二 cu (Cc 为 常数 ). 


3. 


dy__ 1 


作 ) = ( __v 
© 7 UU 7 
dz 
dy 


入 dy _ dy .dx 
5. 复合 函数 导数 dr dau dz 


基本 初等 函数 导数 公式 
1. (c) =0 (ec 为 常数). 
2. (ze) = 二 ar* ”! (a 为 任意 实数 ). 
3. (sin Xx) = cos x,(cos T) = 一 Sin zx. 
4. (tan z) =sec xr, (cot 工 ) = — csc’x， 
(sec 7) =sec xtan x,(csc +) = ~ csc xXcot 工 . 
$5. (az) =a’ina,(e’) =e”. 


， 1 ， 
(logaz ) -na’( ln 7 


a “i mr 


1 


之 
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习 题 


求 下 列 录 数 在 指定 点 的 导数 ， 
(1) 设 f(z)=3zxz4+2x +5, 求 了 (0), 了 (1); 


(2) 设 作 z)= 下 一 , 求 f(0),f (nw); 


(3) 设 f(z)=v 1+Vz, 求 (0),f(1), 了 (4). 
. 求 下 列 曲 数 的 导数 : 


(1) y= 3x” +2; 
(3) y= x" + nx; 
(5) y= logs 工 ; 
(7) y= (x*+1)(3z -1)(1- xz)); 
(9) y= 


(11) y= (Vz +1)arctan x; 


. 求 下 列 函数 的 守 唤 数 ; 


(1) y=xz V1-zx’; 


(3) y= 人 


($) y= In (sin x); 

(7) y=In (z+V 1+z); 
(9) y= (sin x +oos x); 
(11) y=sin V 1+ x2; 
(13) y=arcsin 一 
(15) y=arccot 1， 
(17) y=er” ; 

(19) y= zx™”, 


(21) y =e zsin 2x; 


开关 ， 
(2) ”1+r+zr2’ 


(4) y= 下 + 于 +2Vz+ 产 ; 
上 


(6) y= eroos 工 ; 
_ lan zz, 

(8) yy 一 rT ? 
l+inz, 

(10) y= 1-lInz’ 


1+x* 
Sin r+ceoszr 


(12) y= 


(2) y= (x —1); 
(4) y=1n (ln x); 


(6) y=Ig (x*+zx+1); 


(8) |n 站 1+xz-— YY —*， 
> 1 十 六 十 
(10) y= cos 47Z; 


(12) y= (sin x?)3; 
(14) y= (arctan x )’; 
(16) y= arcsin (sin’ x ); 
(18) y=2™7*; 


(20) y= ; 


(22) y=V 过 +V r+ x; 
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(23) y= sin (sin (sin x)); (24) y= sin | : 六 
un (a x ) 
(25) y=(z-a) (rt— a) (ra); 


arcsin asin T+b 
at+ bsmnr 


00 yy 

. 对 下 列 各 函数 计算 (xz),fF (zx+1),f (x 一 1). 
(1) f(x)= 27; (2) f(x +1)= 7°; 
(3) f(z—1)=zx). 


+ 


.已 知 g 为 可 导 函 数 ,a 为 实数 , 试 求 下 列 旺 数 了 的 守 数 . 


S 
(1) f(x)=g(xz+g(a)); (2) f(x)=g(zx + g(x)); 
(3) f(r)= g(rge(a)); (4) f(x)= g(xg(x)). 


6. 设 f 为 可 导 函 数 , 证 明 : 若 x=1 时 有 


fz) = EF) 
则 必 有 (1)=0 或 f(1)=1. 
7. 定义 双 曲 函数 如 下 : 


双 曲 正弦 函数 sh z= 所 二 一; 双 曲 余 总 函数 ch z= 了 一 ; 
双 曲 正切 西数 了 hz 中 芯 ; 双 曲 余 切 函数 coth xz 一 竺 六 
ch 工 sh x 

证 明 : 

(1) (sh x) =ch Xx; (2) (ch xX) =sh 工 ; 

(3) (th z) = 玉 ; (4) (coth z) = 
8. 求 下 列 阻 数 的 守 数 . 

(1) y=sh’x; (2) y= ch (sh xz); 

(3) y= In (ch zx); (4)y= arctan (th xz). 
9, blsh-ix,ch lz,th Iz,coth ‘zx 分 别 表示 各 双 曲 函数 的 反 晃 数 . 试 求 下 列 函 数 的 吕 

数 . 

(1) y=sh lx; (2) y=ch 工 ; 

(3) y=th ix; (4) y= coth x 

(5) y=th-lz-coth- 1 一 (6) >=sh-1(tan x). 


$ 3 ” 参 变 量 函 数 的 导数 


平面 曲线 C 一 般 的 表达 形式 是 参 变 量 方 和 在 


zt = p(t), a 之 1 声 1 
9 (a 过 tb) (1) 
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表示 . 设 上 = zo 对 应 曲线 C 上 的 点 P. 如 果 在 点 已 有 
切线 ,那么 切线 的 斜率 可 由 割 线 的 斜率 取 极 限 而 得 ， 
为 此 设 pg ,y 在 点 to 可 导 , 且 x (to) 关 0. 若 to+At 
对 应 C 上 的 点 Q( 图 5 一 5), 荐 线 PQ 的 斜率 

Ay Y(to+At)— y(to) 

Az w(to+ At)— p(to0)’ 
于 是 曲线 C 在 点 P 的 切线 斜率 是 
2 y(to+At)— y(to) 


li 


i Ay _ Am0 Ai 
tan a = lim A PUA) p10) 
A t 


_ (to) 
p(t0) 
其 中 a 为 切线 与 x+ 轴 正 向 的 夹 角 . 若 (to)=0, 但 yy (io) 疾 0, 同样 可 得 
A D《〈10) 


Ota = I Ay 7 yto) 


若 og,y 在 [a,B] 上 都 存在 连续 的 导 函 数 , 旦 po “+ 当天 0, 这 时 称 C 为 光滑 
曲线 . 其 特点 是 在 曲线 C 上 不 仅 每 一 点 都 有 切线 , 且 切 线 与 x 轴 正 向 的 来 角 
ai) 是 :的 连续 基数 . 

车 x =w(t) 具 有 有 反 函 数 1= pg 1(xz), 那 么 它 与 y= y(i) 构 成 一 个 复合 明 数 

y= y° 9 (zr). 
这 时 只 要 函数 g,y 可 导 ,g (1) 了 关 0( 因 而 当 Ax 一 0 时 ,也 有 At->0 和 Ay 一 0)， 
就 可 由 复合 函数 和 反 函 数 的 求 导 法 则 得 到 


dy dy.dt _ dy/dr_ y(t (2 ) 
dr dt dr dildt w(t) 


例 1 试 求 由 上 半 椭 圆 的 参量 方程 


这 二 Acos i， 
| | 0O<iti<x 
y= bsmnt, 
所 确定 的 函数 y= y(z) 的 导数 . 
解 ” 按 公式 (2) 求 得 
和 = 平 /至 = (bsint) __ bo ] 
dr dit/idt acost a 


若 曲线 C 由 极 坐 标 o = p《(0) 表 示 , 则 可 转化 为 以 极 角 9 为 参量 的 参量 方 


程 . 
x = pcos0 = p(0)cos 0， 
|， = psin 4 = o(0)sin 0. 
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这 时 在 相应 的 条 件 下 可 得 
dy _ (p(O)sin 8) ooisinb+ogicos0 p’'(0)tan 9 + 0o(0) (3) 


dr (ol)cos0) ok)icos0- ooisin0 p(0)- o(0)tan 0 

〈3) 式 表示 在 曲线 p= po(9) 上 的 点 
M(p,0) 处 的 切线 MT 与 极 轴 Oz 轴 的 夹 角 
的 正切 (图 5 一 6). 

过 点 M 的 射线 OH 与 切线 MT 的 夹 角 
9 的 正切 则 是 


tan wa 一 tan 1 

1 +tan atan tg 
(4) 图 5-6 

将 (3) 式 代入 (4) 式 则 得 向 径 与 切线 夹 角 的 

正切 


tan p = tan (a ~ 0)= 


un 9 = LO (5) 


例 2 证 明 ; 对 数 螺 线 = 后 (图 5-7) 上 所 有 p/™ 
证 ”由 (5) 式 得 ,对 每 一 6 值 都 有 
_ £2(0) 


tan 9 三 


(0) _ & > 
op (0) 1 0 | 
2 
即 在 对 数 螺 线 上 任 一 点 的 切线 与 向 径 的 炎 角 等 于 arctan 2. | 

习 题 


1. 求 下 列 由 参量 方程 所 确定 的 导数 位 : 


dy 
:= dx 


2 人 来 由 
y=a(l— eos 1). dz 
3. 设 曲线 方程 zx=1- 刀 ,y= 上 一 弓 , 求 它 在 下 列 点 处 的 切线 方程 导 法 线 方 在 : 


(1) t=1; (2) := 冯 . 


i 三 7 


Ei me . 
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4. 证 明 曲 线 
t= a(cos t+ tsin 1), 
[ = af(sin £ — tcos 1) 
上 任 一 点 的 法 线 到 原点 距离 等 于 4. 
5. 证 明 : 圆 r=2asin 6 (a 之 0) 上 任 一 点 的 切线 与 向 径 的 夹 角 等 于 向 色 的 极 角 . 
6. 求 心 形 线 >= a(1+ cos 9 的 切线 与 切 点 回 径 之 间 的 夹 角 . 


34 高 阶 导 数 


设 物体 的 运动 方程 为 ;= s(t), 则 物体 的 运动 速度 为 v(t1)= s(z), 而 速度 
在 时 刻 to 的 变化 率 


. v(to+ Azt)— v(io0) v(t) — v(to) 
lim -一 一 = hm 一 一 一 
Ar 一 i ri ! 一 to 


就 是 运动 物体 在 时 刻 to 的 加 速度 .因此 ,加 速度 是 速度 函数 的 导数 ,也 就 是 路 程 
(it) 的 导 函 数 的 导数 ,这 就 产生 了 高 阶 导数 的 概念 . 
定义 1 车 函数 f 的 导 函 数 广 在 点 zo 可 导 , 则 称 六 在 点 zo 的 导数 为 了 在 
点 zo 的 二 阶 导 数 , 记 作 f(z0), 即 
ir f(x)- f (xo) _ f (xo), 


rz TT-— x 
同时 称 f 在 点 zo 为 二 阶 可 守 . 
若 f 在 区 间 I 上 每 一 点 都 二 阶 可 导 , 则 得 到 一 个 定义 在 1 上 的 二 阶 可 了 叶 哺 
数 , 记 作 了 (xz),xET, 或 者 简单 记 为 了. 
一 般 地 ,可 由 f 的 n 一 1 阶 导 函数 定义 了 的 n 阶 导 函数 (或 简称 2 阶 导 数 ). 
一 阶 以 及 二 阶 以 上 的 导数 都 称 为 高 阶 导数 ,函数 f 在 点 zo 处 的 n 阶 导数 
记 作 
FDC(zo),y 2 -x 或 $Y 


相应 地 ,n 阶 导 旺 数 记 作 
n) (mh) 再 dy 
Fi 或 J 


这 里 4 习 亦 可 写作 为 二 yy 它 是 对 y 相继 进行 次 求 导 运 算 “-” 的 结果 ， 


1 呆 本 雪 ，- x”"(n 为 正 整 数 ) 的 各 阶 导数 . 
解 ”由 寡 函 数 的 求 导 公元 得 
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y = n(n-— 1)zx”" <, 
yl™-l) 一 (yn 人 = n(n — 1)-…27x, 
yt 一 (ya _ (n(n 1).…2xr) _ 7 1 


(n+1) (n+2) _— 
y = y =*…… = 0. 
由 此 可 见 ,对 于 正 整 数 特 基数 zx", 每 求 导 一 次 ,其 项 次 降低 1, 第 n 阶 导数 
为 一 常数 ,大 于 nn 阶 的 导数 都 等 于 0. 是 


例 2 求 y=sin Xz 和 y= 二 cos 工 的 各 阶 导 数 . 
解 ” 对 于 y=sin x, 由 三 角 防 数 的 求 导 公 式 得 
y = cos Xsy =— sin ryy =— cos zr,y = sin 工 
继续 求 导 ,将 出 现 周而复始 的 现象 .为 了 得 到 一 般 n 阶 导 数 公 式 ,可 将 上 述 导 数 
公式 疏 与 为 


/ 。 区 
y= cosz = sin (z+ 至 )， 


Ed 


A 主 由 Tn 
y =-sinz = sin [z+2. 持 )， 
. Tt 
Yy =- cos z= sin [z+3. 屯 


2 
yO= sinz = sin (z +4 至 ). 


一 般 地 ,可 推 得 
ye) 一 Sin (z+ 到 ja € NN, 
类 似 地 有 
cos Vr = cos [rz ta),n EN | 
例 3 求 y=e 的 各 阶 导数 . 
解 ” 因 为 (e*) = 好 ,所 以 (er) =er maEN | 


指数 函数 ez 的 各 阶 导 数 仍旧 是 e”. 
一 阶 导数 的 运算 法 则 可 直接 移植 到 高 阶 导数 . 容 多 看 出 : 
[wu t+ v1 = y(n) 十 oO) (1) 
对 于 乘法 求 导 法 则 较为 复杂 一 些 . 设 y= wv, 则 
y 一 2 + uv ， 
y 一 (2 十 uv ) = +2xm +vy, 
y= (uv+2uv + vy) = uv+uv +3x 二， 


如 此 下 去 ,读者 不 难看 到 ,计算 结果 与 二 项 式 (u + v)" 展开 式 极为 相似 ,用 数学 
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归纳 法 ,可 得 


(uv) T= uv + Chul Dy dD 4 Cl Dv 2) + .+ Ch Ck) (k) 
十 。e。 十 ww (0) ,Cn) 一 > Chu (7D vk), (2) 
k=0 


其 中 zt0 = ,vw 中 = vw, 这 个 公式 称 为 莱 布 尼 蒋 公式 . 
例 4 设 y=ercos 工 , 求 y3). 
解 令 u(x)=e*,v(x)=cos Xx. 由 例 2 和 例 3 有 
u' (xr) = ez ,zta)(z) = cos (zx 二 nn 至 ]. 
应 用 莱 布 尼 菊 公式 (n =5) 得 
y(3) = ercos x + Sercos (z + 至 ]+ 10Qe™ cos (z 十 2， 于 


。 


+ l0ercos (x +3 F )+ Sereos (x +4+ 至]+ eoos [z +5 至 


= 4ez(sin x 一 cos x). [ 
例 5 研究 因数 
2 TX 之 0， 


f(z) = | rz*, XxX<O0O 
的 高 阶 导 数 . 


解 当 z>0 时 ,fF (x)=27,f (x)=2,f 2 (x)=0 (有 之 3); 
当 zx<0 时 ,ff (x)= -2zr,f (zx)= -2,f (zr)=0 (4>3). 
当 x =0 时 ,由 左右 导数 定义 不 难 求 得 f;(0)=f-_- (0)= 了 (0)=0, 而 当 2 之 2 
时 , A"(0) 不 存在 ,整理 后 得 
27r， 过 >U， 
f(r) = | 0， r=0, 


一 2X,， x < 0, 


2， >0, 
f(z) = | z=0, 


— 2， X00,， 
当 nn 之 3 时 
fm(z) = 0 (z 关 0),A"(0) 不 存在 . ] 
设 po, 在 [a,8] 上 都 是 二 阶 可 导 , 则 由 参量 方 答 
二 p(t), 
‘ = y(t) 


所 确定 的 函数 的 一 阶 导数 和 = 几 ( 好 , 它 的 参量 方程 是 
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z= 9(1), 
dy y(t 
dr w(t) 
因此 由 33 公式 (2) 得 
FA 和 DLAGMN 
dy 4 (gy) dz 加 
dzz dzx\dr) dr vw(i) 
dt 
_ Y(t y(t (t) 
[Lo (2 (3) 


例 6 试 求 由 摆 线 参量 方程 


| 
QO 
一 、 
区 . 
二 


| = a(l — cosz) 
所 确定 的 孙 数 y= 二 y(z) 的 二 阶 时 数 . 
解 ” 由 $3 公式 (2) 得 


dy _ (a(l—cos51)) _ sint ot 
dx (a(t—sint)) 1-ost “ 2- 
再 由 公式 (3) 
t\ 1 2 
dy VS 2 ex 1 4 
dr2: (a(lt—sint)) all— cos £t) | 4aS 2 


习 是 


1. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 高 阶 寻 数 ， 
(1) f(z)=3z3+4z2-S5r-9, 求 (1),f(1), /1 (1); 


2) f(z)= 一 之 一 , 求 了 (0), 了 (1), 了 (~1). 
(2) f(z)= 记 二 福 ' 求 50),f (DD, 了 


2. 设 函 数 f 在 点 zx =1 处 二 阶 可 导 , 证明: 车 (1)=0, 了 (1)=0, 则 在 z=1 处 有 
fz) = ;Pz). 
3. 求 王 列 函数 的 高 阶 导 数 : 
(1) fz)=zln zy 求 (z); (2) f(z)=e 7”, 求 f(z); 
(3) f(z)=ln(1+zx), 求 (rz); (4) f(x)= ze', 求 f(z). 
4. 设 太 为 二 阶 可 导 函 数 , 求 下 列 各 函数 的 二 阶 导数 : 
(1) y= An x); (2) y= f(x"),n€ENi; 
(3) y= f(f(2)). 
S. 求 下列 函 数 的 n 阶 导 数 ， 
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(1) y=In 工 ; (2) y=a* (a>0,aA1): 


(3) ?= 了 (4) y= 
(5) f(x)=1 让 一 
(6) y 二 esin brx(a,b 均 为 实数 ). 


6. 求 由 下 列 参量 方程 所 确定 的 函数 的 二 阶 导数 和 
池 下 


(1) [er Co ft， 
3 一 CSmn ri; 
7. 研究 函数 F(z)= |z | 在 x=0 处 的 各 阶 导 数 . 
8. 设 函 数 y= f(z) 在 点 x 二 阶 可 导 , 且 f(z) 关 0. 若 FCz) 存 在 反 男 数 z= f(y), 试 
用 f(z), 了 F(x) 以 及 (x) 表示 (f(y). 
9. 设 y= arctan Xx. 
(1) 证 明 它 满足 方程 (1+ x*)y +2xy =0; 
(2) 求 y' | ,0o. 
10. 说 y= arcsin x. 
(1) 证 明 它 满足 方程 
(1 -x2) yD (2nt+1)y "+tD)— ny "=0 (n 宇 0); 


(2) 求 y' 下 | ,0. 
11. 证 明 函数 
3 
er ,， 过 天 0， 
f(z) = 
0， 这 二 有 0 


在 zx=0 处 二 阶 可 导 且 "0)=0, 其 中 ?为 任意 正 整 数 . 


$5 微 分 


一 ”微分 的 概念 
先 考察 一 个 具体 问题 . 设 一 边 长 为 xz 的 正方 形 , 它 的 面积 


S= x 
是 x 的 函数 , 若 边 长 由 zo 增加 Az ,相应 地 正方 形 面积 的 增 量 
AS = (xo+ Azr)’ — ri = 2zoAz 十 (Axr )*. 
AS 由 两 部 分 组 成 :第 一 部 分 2z0Ax( 即 图 5 一 8 中 的 阴影 部 分 ); 第 二 部 分 (Ax) 
是 关于 Ax 的 高 阶 无 穷 小 量 . 由 此 可 见 , 当 给 zo 一 个 微小 增 量 Az 时 ,由 此 引起 
的 正方 形 面积 增 量 AS 可 以 近似 地 用 第 一 部 分 (Az 的 线性 部 分 2zoAz ) 来 代 
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蔡 . 由 此 产生 的 误差 是 一 个 关于 Az 的 高 阶 无 穷 小 量 , 也 就 
是 以 Az 为 边 长 的 小 正方 形 面积 . 
定义 1 设 函 数 y= f(x) 定义 在 点 xo 的 某 邻 域 
U(xzo) 内 . 当 给 zo 一 个 增 量 Ax,xzo+AxzE U(xo) 时 , 相 
应 地 得 到 函数 的 增 量 为 
Ay = f(xo + Ax) — f(xo). 
如 果 存 在 常数 A ,使 得 Ay 能 表示 成 
Ay = AAz + o(Ax), (1) 
则 称 函 数 了 在 点 zo 可 微 ,并 称 (1) 式 中 的 第 一 项 AAz 为 f 图 5-8 
在 点 xo 的 微分 , 记 作 
dy|:-; = AAr 或 df(z)|,-+ = AAz. (2) 
由 定义 可 见 , 函 数 的 微分 与 增 量 仅 相差 一 个 关于 Az 的 高 阶 无 穷 小 量 ,由 于 
dy 是 Az 的 线性 函数 ,所 以 当 A 天 0 时 ,也 说 微分 dy 是 增 量 Ay 的 线性 主 部 . 
容易 看 出 ,函数 f 在 点 xo 可 导 和 可 微 是 等 价 的 . 
定理 $.10 ”函数 f 在 点 xo 可 微 的 充 要 条 件 是 函数 f 在 点 zxo 可 叶 , 而 且 


(1) 式 中 的 A 等 于 f(zxo). 
证 [必要 性 ] 苦 了 在 点 zo 可 微 , 由 (1) 式 有 
Ay _ 
Ar7 = Aiol(l). 
取 极 限 后 有 


fF (xo) = lim > = 一 lim(A +o0(1)) = 


这 就 证 明了 了 在 点 xo 可 导 且 导数 等 于 A 
[充分 性 】 若 Ff 在 点 xo 可 导 , 则 f 在 点 zo 的 有 限 增 量 公式 
Ay = f (zxo0)Ar + o(Ax) 
表明 函数 增 量 Ay 可 表示 为 Az 的 线性 部 分 ( 广 (zo)Az) 与 较 Az 高 阶 的 无 穷 小 
量 之 和 ,所 以 了 在 点 zo 可 微 , 且 有 
dy jz= = = f (Xxo)Arx. 
微分 的 几何 解释 如 图 5 一 9 所 示 . 当 自 变量 由 zo 增加 到 zo+ Az 时 ,函数 增 
量 Ay= f(zxp+Azx) 一 了 (xo)= RQ, 而 微分 则 是 在 点 P 处 的 切线 上 与 Az 所 对 
应 的 增 量 
dy = f (xo)Axr = RQ ， 
并 且 
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lim Re 
这 表明 当 x 一 zo 时 线段 QQ 的 长 度 比 RQ 的 长 
度 要 小 得 多 . 

若 函 数 y= f(x) 在 区 间 上 每 一 点 都 可 微 , 则 
称 f 为 1 上 的 可 微 函 数 . 函数 y= f(x) 在 1 上任 
一 点 工 处 的 微分 记 作 

dy = f (x)Ar,T EJ, (3) 图 5 一 9 
它 不 仅 依 赖 于 Az ,而 且 也 依赖 于 x. 


特别 当 y= 工 时 ， 


dy = dx = AZz， 
这 表示 自 变量 的 微分 dz 就 等 于 自 变量 的 增 量 .于 是 可 将 (3) 却 改 与 为 
dy = f (x)dz, (4) 
即 函 数 的 微分 等 于 函数 的 导数 与 自 变量 微分 的 积 . 比如 
d(x°) = ox” ‘dr; 


d(sin z) = cos zdzi 
dlIn x) = 经 . 
如 果 把 (4) 式 写成 
广 (z) = 2, 

那么 函数 的 导数 就 等 于 函数 微分 与 自 变量 微分 的 商 . 因此 ,导数 也 常 称 为 微 商 . 
在 这 以 前 ,我 们 总 把 92 作 为 一 个 运算 记号 的 整体 来 看 待 ,有 了 微分 概念 之 后 ,也 
不 妨 把 它 看 作 一 个 分 式 了 . 

二 ”微分 的 运算 法 则 


由 导数 与 微分 的 关系 ,我 们 能 立刻 推出 如 下 微分 运算 法 则 : 
1. dfu(x)+v(z)]=du(zr)tdv(r); 
2. dfu(x)v(xz)|1= v(x)du(x)t+ u(r)dv(r); 


3 (5 )= v(x)du(r)-— u(x)dv(zr), 


了 (并 vy (Zz 
4. d(feg(zx))=f(u)g (zr)dz, 其 中 = g(x). 
在 上 述 复合 函数 的 微分 运算 法 则 4 中 ,由 于 du =g (zx)dzr, 所 以 它 也 可 瑟 


作 


pa LF, Mh A 
-ae 、， 全 故人 和 天 : 


$5 微分 113 


dy = f (wu)du. 
这 与 (4) 式 在 形式 上 完全 相同 , 即 (4) 式 不 仅 在 z 为 自 变量 时 成 立 , 当 它 是 另 一 
可 微 陋 数 的 因 变 量 时 也 成 立 .这 个 性 质 通常 称 为 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 
例 1 求 y= xz“ln z+cos x 的 微分 . 
解 dy =d(zx’ln x+cos x*)=d(zx’ln x)+d(cos x”) 
=ln xd(x’)+ xz’d(ln x)+d(cos 并 
= zx(2ln x +1—2sin x’)dx. 四 
例 2 求 y=e* ‘1 引 的 微分 . 
解 ” 由 一 阶 微分 形式 不 变性 ,可 得 
dy = esm (artb)d(sin (az + 6)) 


= esin (aztb)ioos (az + b)d (ar + 56) 


= Cesn (artb)oos (az + b)dz. | 
三 ”高 阶 微分 
我 们 知道 函数 y= f(z ) 的 一 阶 微 分 古 


其 中 变量 x 和 dz 是 相互 独立 的 . 现 将 一 阶 微分 只 作为 z 的 肾 数 , 寿 f 二 阶 可 
导 ,那么 dy 对 自 变量 z 的 微分 
ddy) = d(f (zx)dzx) = f(x)dr .dz = f (x)(dz)’, 
或 写作 
dy = f (zr)dr’, (5) 

称 它 为 函数 f 的 二 阶 微分 . 

注 这 里 dr? 是 指 (dz)2;dz 表示 之 的 二 阶 微分 (中 x =0); 而 d(x ) 则 表 
示 zx? 的 一 阶 微 分 (d(x *)=2zxdzx). 三 者 不 能 混 消 . 

一 般 地 ,n 阶 微分 是 一 1 阶 微分 的 微分 , 记 作 dy, 即 

d"y = d(d”"-!y) — d( Fr-D(z)dzz !) 
一 f(r)dr". 


4 = f(z) 
dz 


时 ,就 和 ?2 阶 导 数 的 记 法 一 致 了 ， 
对 nn 之 2 的 n 阶 微分 均 称 为 高 阶 微分 . 
一 阶 微分 具有 形式 不 变性 ,而 对 于 高 阶 微分 来 说 已 不 具备 这 个 性 质 了 .以 二 
阶 微分 为 例 , 当 工 为 y= f(z) 的 目 变 量 时 ， 
dy = f(x)dr”. (6) 


i " 
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当 Z 为 复合 了 殴 数 y= f(z),z= gp(z) 的 中 间 变 量 时 ,y= f(gw(z)) 作 为 1 的 函 
数 , 关 于 z 的 一 阶 微分 可 以 写作 
dy = 三 (zjdz， 
其 中 dz = 二 p(t)dz; 而 对 z 的 二 阶 微 分 则 为 
dy= (f(g(1))) di’ = (fFf (9(1))¢o (1))dz? 
= [fF (gD) (9 (2 + fF (p(t)) 9 (7) dr? 
一 f(zr)dx’ + f(x)d’z, (7) 
比 (3) 式 多 了 一 项 ,这 说 明 二 阶 微分 已 不 再 具有 形式 不 变性 . 
例 3 没 y- f(r)=sin zx,X= p(t)=t .分 别 依 公 式 (6) 和 公式 (7) 求 
d*y. 
解 由 y=sin 1 得 y =2tcos 1*,y =2cos 12 一 41?sin 1“, 依 式 (6) 得 
dy = (2eo0s 1° — 412sin 万)dz 
类 似 地 , 依 公 式 (7) 可 得 
d* y= f(r)dr” + f(r)dz 
=~ sin xdzx’ + cos zz 
=— sin 1* * (21)*dt* + cost” » 2dt" 
= (2cos 1 — 412sin 1°)dz”. 门 
注 下 面 的 解法 是 馈 误 的 : 
d*y = f (x)dx* =— sin x(2td: ) 
= 一 4i2sin tdt”. 


四 ”微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


微分 在 数学 中 有 许多 重要 的 应 用 .这 里 介绍 它 在 近似 计算 方面 的 一 些 应 用 . 
1. 函数 的 近似 计算 ”由 函数 增 量 与 微分 关系 
Ay = F(zo)Az + o(Az) = dy + o(Ar), 
当 Ax 很 小 时 ,有 Ay 二 dy ,由 此 妈 得 
f(ro + Ar) ~ f(ro) + fF (zo)Arz, (8) 
或 当 二 szo 时 有 
f(z) flro) + fF (ro) (rz — zo). (9) 
注意 到 在 点 (xo, f(xo)) 的 切线 方程 即 为 
y = f(zxo) + f (xo) (x ~ zo0)) 
(9) 式 的 几何 意义 就 是 当 z 充分 接近 xo 时 ,可 用 切线 近似 替代 曲线 (“以 直 代 
曲 ”). 常用 这 种 线性 近似 的 思想 来 对 复杂 问题 进行 简化 处 理 . 
设 f(x) 分 别 是 sin zz,tan z,ln(1+Z) 和 里, 令 Zzo=0， 则 由 (9) 式 可 得 这 些 


= rn pe lp EE 
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多数 在 原点 附近 的 近似 公式 ， 
Sin 之 人 2 工 ， tan 过 人 之 ; 
In(1 + ) 人 并; ee 过 1+ x. 


一 般 地 ,为 求 得 f(z) 的 近似 值 ,可 找 一 邻近 于 z 的 点 zo, 只 要 f(zxo) 和 
六 (zo0) 匈 于 计算 ,由 (9) 式 可 求 得 f(z) 的 近似 值 . 

例 4 求 sin 33 的 近似 值 . 

解 由 于 sin33 = sin [3+ 砚 ) 因此 取 f(z)=sin zx, Xo 二 6 AT= 600 
由 (9) 式 得 到 


T,X 
sin 33 2 sin 一 C 十 cos 一 6°60 
_1 3 工 
= 了 十 ; “600. S45 
(sin 33" 的 真 值 为 0,544 639….) [| 


例 5 设 钟 摆 的 周期 是 1 秒 ,在 冬季 摆 长 至 多 缩短 0.01 cm, 试 则 此 钟 每 天 全 
多 快 几 秒 ? 
解 ”由 物理 学 知道 , 单 摆 周 期 了 与 摆 长 ! 的 关系 为 


了 
了 一 zr 二 ， 
其 中 g 是 重力 加 速度 .已 知 钟 摆 周期 为 1 秒 , 故 此 摆 原 长 为 


[0 一 (2 可 
当 摆 长 最 多 缩短 0.01 cm 时 , 摆 长 的 增 量 AL = -0.01, 它 引起 单 摆 周 期 的 增 量 
AT 林 |. .AI =- 工 . -上 Al = EA 


Vg Vi 
_ 0.01) 之 一 0.000 2( 秒 ). 
就 是 说 ,加 快 约 0.000 2 秒 , 因 此 每 天 大 约 加 快 
60 x 60 x 24 x 0.000 2 = 17.28( 秒 ). D 
2. 误差 估计 设 量 z 是 由 测量 得 到 , 量 y 由 函数 y = f(z ) 经 过 计算 得 到 . 
在 测量 时 ,由 于 存在 测量 误差 ,实际 测 得 的 只 是 x 的 某 一 近似 值 zo, 因 此 由 zo 
算得 的 yo= f(xo) 也 只 是 y = f(z) 的 一 个 近似 值 .车 已 知 测量 值 zo 的 误差 限 
为 8 ( 它 与 测量 工具 的 精度 有 关 ), 印 
| AtT 1=|1x-Zzol Oo 


则 当 5, 很 小 时 ， 
| Ay |=1 f(x)— f(zxo) [| f (ro)Ar |! f (ro) 1 6, (10) 
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而 相对 误差 限 则 为 
0, f (ro) 
.VD | Fz Ox \11) 


例 6 设 测 得 一 球体 的 直径 为 42 cm, 测 量 工 具 的 精度 为 0.05 cm. 试 求 以 此 
直径 计算 球体 体积 时 所 引起 的 误差 . 
解 ” 由 直径 a 计算 球体 体积 的 了 清 数 式 为 
V = nd’, 
取 do = 得 ,562 =0.05, 求 得 


Vo 二 Frd 人 38 792 .39(cm) 3 


并 由 (10)、(11) 两 式 得 体积 的 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 分 别 为 


bv = et “67 = 7 . 422 .0.05 2 138.54(cm ) ， 
1 ,2 
从 ~ Axdé 
= . 6, = 04 ~ 3.57%. [ 
0 和 rd 0 


习 题 


1. 若 工 =1, 而 Az =0.1,0.01. 辣 对 于 y= x?,Ay 与 dy 之 差分 别 是 多 少 ? 
2. 求 下 列 函 数 微 分 : 


(1) y= 工 +2z2 一 本 3+ 4 (2) y= xln x ~ Zz; 


一 2 . 一 瑟 . 
(3) y “COS ZX; (4) y 1— x2 


($5) y= esin Dr; (6) y=arcsin V 1 — zx”. 


3. 求 下 列 函数 的 高 阶 微分 : 
(1) 设 a(z)=Inz,v(z)=e, 求 由 (uv), 中 ( 世 ); 
(2) 设 zx(z)=e2,u(z)=oos2z, 求 uw), (LE ). 
4. 利用 微分 求 近似 值 : 


(1) 7 1.02; (2) lg 11; 
(3) tan 45°10’; (4) V 26. 
s. 为 了 使 计算 出 球 的 体积 准确 到 1% , 问 度量 半径 > 时 允许 发 
生 的 相对 误差 至 多 应 多 少 ? 


图 5 一 10 
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6. 检验 一 个 半径 为 2 米 ,中心 角 为 55° 的 工件 面积 (图 5 一 10), 现 可 直接 测量 其 中 心 角 或 


此 角 所 对 的 弦 长 , 设 量 角 最 大 误差 为 0.5°, 量 弦 长 最 大 误差 为 3 毫米 ,试问 用 哪 一 种 方法 检验 
的 结果 较为 精确 . 


总 练习 题 


Dy ra al 


nn 一 1 


| a b 
RS ac 
(Wy oD (crtd)"’'|ec d 


2. 证 明 下 列 函 数 在 x =0 处 不 可 导 : 


(1) f(z)= x3; (2) f(x)= |Inlz—1|l. 
3. (1) 举 出 一 个 连续 函数 , 它 仅 在 已 知 点 alyaz，…ar 不 可 导 ，; 
(2) 举 出 一 个 函数 , 它 仅 在 点 al ,a2,… ,a 可 导 . 
4. 证 明 : 
(1) 可 导 的 偶 聘 数 ,其 导 函 数 为 奇 明 数 ; 
(2) 可 导 的 奇 函数 ,其 导 函 数 为 偶 盟 数 ; 
(3) 相 导 的 周期 函数 ,其 导 函 数 仍 为 周期 郴 数 . 
5, 对 下 列 命题 ,车 认为 是 正确 的 ,请 给 予 证 明 ; 若 认为 是 错误 的 ,请 举 一 反 例 予以 否定 ; 
(1) 设 f=w+y, 若 在 点 zo 可 导 , 则 8,y 在 点 xo 可 时; 
(2) 设 f=w+y, 车 9 在 点 zxo 可 导 ,y 在 点 zo 不 可 导 , 则 三 在 点 zo 一 定 不 可 导 ; 
(3) 设 f=p'y, 若 在 点 zo 可 导 , 则 gp,y 在 点 xo 可 村 ; 
(4) 设 F= py 车 gq 在 点 zo 可 导 ,Y 在 点 xo 不 可 导 , 则 了 在 点 zo 一 定 不 可 时. 
6. 设 p(z) 在 点 a 连续 ,f(z)= | 一 alo(z), 求 F(a) 和 f+(a). 问 在 什么 条 件 下 


三 (a) 存 在 ? 
7 设 为 可 导 函 数 , 求 下 列 各 函数 的 一 阶 导数 ， 
(1) y= Fer)enta); (2) y= FFCF(z))). 
8. 设 op,y 为 可 导 函 数 , 求 y: / 
(1) y=V (oC) Tp); (2) y=arctan P02 


(3) y=logpc p(x) (op,J>0, p11). 
9. 设 户 (z) (i,j=1,2,…,n) 为 可 导 函 数 ,证 明 : 
fu(x) f(x) 2 fin(T) 


zz) fiz(7) 和 fin(x) falz) fmtz) “7 fon\ I) 


d falz) frlz) 1 fan(7) _ 5S : 
dz : : : R=1 Feil) 1 ” fin( zx) 


f(x) falz) 1 f(r) : : 
foul) fal) “f(r) 
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并 利用 这 个 结果 求 F (zx): 


Tl1 1 2 rr rx 


(1) F(x)=| -3 zx 3 |; (2) F(x)=11 2x 3z2|. 


-2 -3 z+l 0 2 6 


二 Ha 二 ie a aa- 一 人 ap mon ii  “ ” 量 


第 六 草 ” 微 分 中 值 定 理 及 其 应 用 


$1 拉 格 朗 日 定理 和 郑 数 的 单调 性 


在 这 一 章 里 ,我 们 要 讨论 怎样 由 导数 三 的 已 知性 质 来 推 新 盟 数 三 所 应 具有 
的 性 质 .微分 中 值 定 理 ( 包 括 罗 和 尔 定理 ,. 拉 格 时 日 定理 、 柯 西 定理 ,泰勒 定理 ) 正 是 
进行 这 一 讨论 的 有 效 工具 . 

本 节 首 先 介 绍 拉 格 朗 日 定理 以 及 它 的 预备 定理 
果 数 的 单调 性 . 


一 ” 罗 尔 定理 与 拉 格 朗 日 定理 


定理 6.1 ( 罗 尔 (Rolle) 中 和 值 定理 ) 若 函 数 f 满足 如 下 条 件 ; 

(i) f 在 闭 区 间 [a,5bj 上 连续 ; 

(i) ff 在 开 区 间 (a ,0) 内 可 导 ; 

(iii) f(a)= f(6), 
则 在 (a ,5) 内 至 少 存在 一 点 £, 使 得 

大 (6) = 0 (1) 

罗 尔 定理 的 几何 意义 是 说 :在 每 一 点 都 可 导 的 一 段 连续 曲线 上 ,如 果 曲 线 的 
两 端点 高 度 相 等 , 则 至 少 存 在 一 条 水 平 切线 (图 6 一 1). 

证 因为 f 在 [a,5] 上 连续 ,所 以 有 最 
大 值 与 最 小 值 ,分 别 用 M 与 m 表示 , 现 分 两 
种 情况 来 讨论 ; 

(1) 若 m= M, 则 f 在 [a,b] 上 必 为 常 
数 , 从 而 结论 显然 成 立 . 

(2) 若 六 <M, 则 因 f(a)= 了 (65), 使 得 
最 大 值 M 与 最 小 值 mx 至 少 有 一 个 在 (a ,2) 图 6-1 
内 某 点 & 处 取得 ,从 而 是 f 的 极 值 点 .由 条 件 (ii),f 在 点 € 处 可 导 , 故 由 费 与 
定理 推 知 


罗 尔 定理 ,并 用 此 讨论 


f(£)=0. 品 
注 ”定理 中 的 三 个 条 件 缺 少 任何 一 个 ,结论 将 不 一 定 成 立 ( 见 图 6 一 2). 
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缺 条 件 (i) 缺 条 件 (ii) 


缺 条 件 ( 话 ) 
图 6 一 2 
作为 罗 尔 定理 的 简单 应 用 ,请 看 下 面 的 例子 . 
例 1 设 f 为 R 上 可 导 函 数 ,证 明 ; 若 方程 f(z)=0 没有 实 根 , 则 方程 
f(z)==0 至 多 只 有 一 个 实 根 . 
证 ”这 可 反 证 如 下 ;倘若 f(x)=0 有 两 个 实 根 zt 和 zaz( 设 zi< zz), 则 函 
数 f 在 [xz1,z2] 上 满足 罗 尔 定理 三 个 条 件 , 从 而 存在 &E (x1,7z2), 使 (8&)=0， 
这 与 了 (xz) 关 0 的 假设 相 有 矛盾 ,命题 得 证 . 0 
定理 6.2 ( 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 ) 若 函 数 满足 如 下 条 件 : 
(i) 了 在 闭 区 间 [a ,5 上 连续 ; 
(ii) ff 在 开 区 间 (a ,5) 内 可 了 吐 ， 
则 在 (a ,5) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 


fF (é) = A -He (2) 


显然 ,特别 当 F(a ) = f(5) 时 ,本 定理 的 结论 (2) 即 为 罗 尔 定理 的 结论 (1). 
这 表明 罗 尔 定理 是 拉 格 朗 日 定理 的 一 个 特殊 情形 
证 “ 作 辅 助 函数 
F(z) = f(z) - F(a) - 用 多 二 太 2(7r 一 a)， 


显然 ,F(a)=F(b) (=0), 且 下 在 [a ,5] 上 满足 罗 尔 定理 的 另 两 个 条 件 . 故 存 
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在 EE€E(a ,b), 使 
F'(6) = f(8)- LO A 0, 
移 项 后 即 得 到 所 要 证 明 的 (2) 式 ， 


拉 格 朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 是 :在 满足 定理 条 件 的 曲线 y= f(x) 上 人 至少 
存在 一 点 P(&,f(&)), 该 曲线 在 该 点 处 的 切 
线 平行 于 曲线 两 端点 的 连 线 AB ,我 们 在 证 
明 中 引入 的 辅助 函数 F(x ), 正 是 曲线 y = 


f(z) 与 直线 AB(y= f(a) + =A. 


(zz 一 a)) 之 差 ( 如 图 6 一 3 所 示 ). 
定理 6.2 的 结论 (公式 (2)) 称 为 拉 格 明 
日 公式 . 


拉 格 朗 日 公式 还 有 下 面 几 种 等 价 表示 形 Hi 
式 , 供 读者 在 不 同 场合 选用 : 
f(b)- f(a) = f(E)(b6 a),a< EE< Di (3) 
f(b)- fla) = f(a+0(b -a))(b -a),0<0<1; (4) 
flath)- fla)= f(atHR)hO0<0O0<1. (5) 


值得 注意 的 是 , 拉 格 朗 日 公式 无 论 对 于 c<0 ,还 是 a>。 都 成 立 , 而 & 则 是 
介 于 4a 与 5 之 间 的 某 一 定数 .而 (4)、(5) 两 式 的 特点 ,在 于 把 中 值 点 € 表示 成 了 
a + 9(b5 一 a), 使 得 不 论 a ,6 为 何 值 ,9 总 可 为 小 于 1 的 某 一 正 数 . 

例 2 证 明 对 一 切 h> 一 1,h 关 0 成 立 不 等 式 


<In(l+h) < 大 


证 设 f(z)=in(1+xz), 则 
hh 
In(1 +h)=In(1+h)-Inl = TW 0<0<1. 
当 有 hh>0 时 ,由 0 过 4 之 1 可 推 知 
h h 
1<1+ 的 <1+h,7 廊 人 <T 了 T+ 所 < 

当 -1<A<0 时 ,由 0<0<1 可 推 得 

h h 
1>1+t+% >1+h>0,77F<1iW<?* 


从 而 得 到 所 要 证 明 的 结论 . D 
推论 1 若 函 数 /在 区 间 I 上 可 导 , 且 f(x) 三 0,z E71, 则 为 I 上 的 一 个 


常量 函数 . 


2 DR ri - -- - i 
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证 任 取 两 点 达 1， > 和 1 设 ZX1 达 xX2) ,在 区 间 [ x1,x2] 上 应 用 拉 格 户 日 定 
理 , 存 在 EE (zi,zz)CT, 使 得 
f(x2)— f(r) = f(t)(r2 ~ zr1) = 0. 
这 就 证 得 f 在 区 间 I 上 任何 两 点 之 值 相 等 . 品 
由 推论 1 又 可 进一步 得 到 如 下 结论 : 
推论 2 若 函 数 f 和 g 均 在 区 间 了 上 可 寻 , 且 f(z) 圭 g (zx),xXE1T, 则 在 区 
间 了 T 上 FF(z) 与 g(x) 只 相差 某 一 常数 , 即 
f(z) = g(xX)+c (c 为 某 一 常数 ). 
推论 3 (导数 极限 定理 ) ” 设 函 数 f 在 点 xo 的 某 邻 域 U(xzo) 内 连续 ,在 
U(xzo) 内 可 导 , 且 极限 lmf (xz) 行 在 , 则 厂 在 点 Zo 可 时 , 且 
fF (zo) = limf (x). (6) 
证 ”分别 按 左 右 导 数 来 证 明 (6) 式 成 立 . 
(1) 任 取 xEU' (zxo), f(z) 在 [zxo,z1j 上 满足 拉 格 朗 日 定理 条 件 , 则 存在 
EE(xro, 工 ) ,使 得 
f(r) — f(xo) - Fe) (7) 


TT Lo 
由 于 ze<z, 因 此 当 x 一 xo 时 , 随 之 有 E 一 zo ,对 (7) 式 两 边 取 极 限 , 便 得 
lim A Ae = lim 三) = fF (ro + 0). 
(2) 同 理 可 得 f(zxo)= (xo -0). 
因为 lim 疡 (z) = 大 存在 ,所 以 F(zo+0)= 广 (zo-0)= 包 从 而 请 (zo)= 


广 (zo) = 有 R， 即 f (xo)=&. ] 
导数 极限 定理 适合 于 用 来 求 分 段 函 数 的 导数 . 
例 3 求 分 段 郴 数 


flz) -| 


过 +snx-， 工 所 0， 


In(1 + Xx), >0 


的 导数 . 
解 ” 痛 先 易 得 


1 +2zxcos Xx*,， xX<0, 
f (7) = 二 一 ， >0. 


进一步 考虑 f 在 z=0 处 的 导数 .在 此 之 前 ,我 们 只 能 依赖 导数 定义 来 处 理 , 现 
在 则 可 以 利用 导数 极限 定理 .由 于 
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lim f(x) = lim In(1 + zx) = 0 = 7f(0), 
lim m f(z) = = tim (zr +sin zx’) = 0 = f(0), 
因此 f 在 x = 0 处 连续 ， 又 因 
六 (0 -0) = lim (1 +2xcos x*)= 1, 
fF(0+0)= lim + 二 
所 以 lim 广 (z)=1. 依 据 导数 极限 定理 推 知 了 在 zx=0 处 可 导 , 且 f(0)=1. D0 


问题 车 把 f(z) 在 z 委 0 处 改 为 f(x)=sin zx“, 有关 在 t=0 处 的 导数 
(或 左 \ 右 导数 ) 能 得 出 何 种 结论 ? 


二 ”单调 函数 
定理 6.3 设 FLz) 在 区 间 工 上 可 导 , 则 f(z) 在 IT 上 递增 ( 减 ) 的 充 要 条 件 


二 1， 


是 
f(z) 宇 0 (< 0). 


证 若 六 为 增 函数 , 则 对 每 一 zo0E1T, 当 Xx 关 xo 时 ,有 
f(r) -f(xo) 0 


工 一 0 
令 z+>ro, 即 得 FLzo) 之 0. 
反之 ,车 f(x) 在 区 间 1 上 忆 有 了 (x) 之 0, 则 对 任意 zl, XY2 1( 设 江 1 
<< 工 ;) ,应 用 拉 格 朗 日 定理 ,存在 &E (zi,zz)CT, 使 得 
f(zx2) — f(x1) = fF (€)(r2- 7X1) 0. 
由 此 证 得 f 在 1 上 为 增 阻 数 . D 
例 4 设 f(r)= 民 一 x. 试 讨论 六 数 的 单调 区 间 . 
解 ” 由 于 
f(r) = 372 -1 = (3r+1)(W3zr -1), 
因此 


当 zE (一 oo， - 方 时 ， f(z) 之 0,f 递增 ; 


时 ， f(z)<0,f 递 碱 ; 


、 S11 
| [3°73 


当 zE€| 方 +“) 时, 六 (x)>0,f 递增 ， 
其 图 象 如 图 6 一 4 所 示 . - 


Ln mW- 一 a i ii Pe hi 0 os ] 
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定理 6.4 若 晒 数 f 在 (a,5) 内 可 f(x) 
导 , 则 了 在 (a ,6) 内 严格 递增 (递减 ) 的 充 
要 条 件 是 : 

(i) 对 一 切 x€E(a,6b), 有 了 f(z) 宇 0 \ 
(f (x)<0); 3 


(i) 在 (a,2) 内 的 任何 子 区 间 上 
f(z)0. f 增 f 减 


我 们 将 这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 .此 
定理 有 以 下 一 个 简单 的 推论 . 6 一 4 

推论 ” 设 函 数 在 区 间 了 上 可 微 , 若 F(z)>0 (f(z)<0), 则 了 在 I 上 严格 
递增 (严格 递减 ). 

注 若 f 在 (a,6b5) 上 (严格 ) 递 增 ( 减 ), 且 在 点 a 右 连 续 , 则 了 在 [a,5) 上 亦 
为 (严格 ) 递 增 ( 减 ) ,对 右 端 点 5 可 类 似 讨论 . 

例 $ 证 明 不 等 式 


了 增 


e >1+ZZ 天 0. 

证 设 f(z)=e*-1-x, 则 了 f(z)=e” 一 1. 故 当 x>0 时 ,f(z)>0,f 产 
格 递增 ; 当 z<0, (zx)<0,f 严格 递减 .又 由 于 f 在 x =0 处 连续 , 则 当 z 去 0 
时 

f(x) > 0) = 0， 
从 而 证 得 
er >1+ 六 , 之 天 遇 . 中 


习 是 


1. 试 讨论 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 是 否 存 在 一 点 ,使 f(&)=0; 


zsin + ，0<zx 志 二， 
(1) f(zx)= x 
0， 志 二 日 ; 


2. 证 明 :(1) 方程 x” 一 3x+c( 这 里 c 为 常数 ) 在 区 间 [0,1]j] 内 不 可 能 有 两 个 不 同 的 实 根 ，; 
(2) 方程 x* + pr + gq(n 为 正 整 数 ,p、q 为 实数 ) 当 7 为 偶数 时 至 多 有 两 个 实 根 ; 当 7 
为 奇数 时 至 多 有 三 个 实 根 . 
3. 证 明定 理 6.2 推论 2.， 
4. 证 明 (1) 车 函数 f 在 [a,5j] 上 可 导 , 且 f(x) 宇 m, 则 
f(b f(a)+ mlb- a); 
(2) 著 函 数 f 在 [a,5] 上 可 导 , 且 | f(z)| 付 M, 则 
| AD- fla)l SM(b - a); 


(2) f(z)= |zx|, -1<zel. 


rr 人 内 


i ee LoyagppiaggaFiasamg -spec 
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(3) 对 任意 实数 Zi 都 有 | sin 1 一 SI zz| 委 -| zs |] | 。 
5. 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 下 列 不 等 式 . 


(1) 4<In <4 ,其 中 0<a<b. 


(2) _ 一 一 <arctan hh 所 有 ,其 中 及 >>0. 


1+h° 
6. 确定 下 列 函 数 的 单调 区 间 : 
(1) f(x)=37xr-x’; (2) f(x)=27x* -Inx; 
(3) F(z) = V3z 二 如; (4) f(z)=E— 


7. 应 用 汕 数 的 单调 往 证 四 上风 个 宇 坟 ， 
(1) tan x>x- 扎 ,zx€ (0, 竺 ); 


(2) Toin Ti<T,TEe (0, 译 ); 
区 


0 
2(1 十 >0 


(3 ) z- 瑟 <ln(l+z)<z- 

8. 以 S(z) 记 由 (ae, f(a)),(65,f(6)),(x,f(z)) 三 点 组 成 的 三 角形 面积 , 试 对 SCzr) 应 
用 罗 尔 中 值 定理 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定 理 . 

9. 设 f 为 [a ,58] 上 二 阶 可 导 函 数 , Fa)= FA6)=0, 并 存在 一 点 cE ab) 使 得 hc)>0. 让 
明 至 少 存在 一 点 &€E (a,5), 使 得 f (&)<0. 

10. 设 函 数 f 在 (a,5) 内 可 导 , 且 三 单调 .证 明 fF 在 (a,b) 内 连续 . 

11. 设 p(x) 为 多 项 式 ,a 为 p(x)=0 的 7 重 实 根 .证 明 a 必定 是 p(x) 的 -一 1 重 实 根 . 

12. 证 明 : 设 f 为 n 阶 可 时 函数 , 若 方程 f(x)=0 有 n+t+1 个 相 异 的 实 根 , 则 方程 
f(z)=0 至 少 有 一 个 实 根 . 

13. 设 a,5>0. 证 明 方 程 xz: + az + 5 不 存在 正 根 . 


14. 证 明 : 了 >- < ,x€ (0， 至 上 


sin x 
15. 证 明 : 若 函数 /,g 在 区 间 [a ,站 上 可 寻 , 且 f(r)>g (zr), f(a)= g(a), 则 在 (a,6b] 
内 有 f(r)> g(x). 
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一 ， 柯 西 中 值 定 理 


现 给 出 一 个 形式 更 一 般 的 微分 中 值 定理 . 
定理 6.5 ( 柯 西 中 值 定理 ) 设 函 数 f 和 6g 满 正 
(i) 在 [a ,6b] 上 都 连续 ; 
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(ii) 在 (a ,5b5) 上 都 可 导 ; 
(ii) (xz) 和 g(x) 不 同时 为 零 ; 
(iv) g(a)g (6b), 

则 存在 EE (a ,po) ,使 得 


f(€) _ 1{(6)- f(a) (1 
of 人 二 gl(0) gla) ) 
证 作 和 辅助 函数 

F(x) = fz) fa) - HOH gr) - g(a)) 


g(b6)— g(a) 
易 见 下 在 [a,b] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 故 存在 EE (a,6), 使 得 


/a FI) 一 Fa) ve 
天 《8E) 一 太 《E) Tg(b)- g(a)s (&) = 人 


因为 g(&) 关 0( 否 则 由 上 式 了 (8) 也 为 零 ), 所 以 可 把 上 式 改 瑟 成 (1) 式 . 0 
柯 西 中 值 定理 有 着 与 前 两 个 中 值 定 理 相 类 似 的 几何 意义 .只 是 现在 要 把 f， 
r 这 两 个 函数 写作 以 z 为 参量 的 参量 方程 
u = g(x), 
: v= f(r). 
在 uOw 平面 上 表示 一 段 曲 线 ( 图 6 一 5). ， 9 
由 于 (1) 式 右边 的 女 包 二 大人 表示 和 连 " 风 B(g(b), f(b)) 


接 该 曲线 两 端的 弦 AB 的 斜率 ,而 (1) 式 
左边 的 


CE) _dv Alg(a).f (a)) 
g(€) dul,:e 
则 表示 该 曲线 上 与 x =&€ 相对 应 的 一 扣 
C(g(&),f(&)) 处 的 切线 的 斜率 .因此 
(1) 式 即 表示 上 述 切线 与 苞 AB 互相 平行 . 
例 1 设 函 数 f 在 [a,b5] (a >0) 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 则 存在 EE 


(a ,5 ) ,使 得 


图 6-5 


f(8) — f(a) = &f (EIn 4. (2) 


证 设 g(x)=In x, 显 然 它 在 [a,bj] 上 与 f(z ) 一 起 满足 柯 西 中 值 定理 条 
件 , 于 是 存在 EE (a,65), 使 得 


AD) = f(a) - 大 
nop—-Iina 1 
é 


上 式 整 理 后 便 得 到 所 要 证 明 的 (2) 式 . 0D 
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二 ”不 定式 极限 


我 们 在 第 三 章 学 习 无 穷 小 (大 ) 量 阶 的 比较 时 ,已 经 遇 到 过 两 个 无 穷 小 (大 ) 
量 之 比 的 极限 .由 于 这 种 极限 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 ,因此 我 们 把 两 个 无 穷 小 


量 或 两 个 无 穷 大 量 之 比 的 极限 统称 为 不 定式 极限 ,分 别 记 为 全 型 或 芝 型 的 不 定 


式 极限 .现在 我 们 将 以 导数 为 工具 研究 不 定式 极限 ,这 个 方法 通常 称 为 洛 必 达 
(L Hospital) 法 则 . 柯 西 中 和 值 定理 则 是 建立 洛 必 达 法 则 的 理论 依据 . 


1. 站 型 不 定式 极限 

定理 6.6 若 函 数 上 和 g 满足 : 

(i) lm f(x)= limg (7x)=0; 

(ip 在 点 zo 的 某 空心 邻 域 U(xo) 内 两 者 都 可 导 , 且 g(x) 产 0; 
Ciii) lim 万 (一 A(A 可 为 实数 ,也 可 为 十 co 或 co)， 


则 
lim f(z) - m £45 = A. 


rz, 区 (并 ) | lm (TT) 
证 ”补充 定义 f(zo)= g(xzo)=0, 使 得 f 与 g 在 点 zo 处 连续 . 任 取 并 GE 
U" (zo), 在 区 间 [zo,z]( 或 [zx ,zo]) 上 应 用 柯 西 中 值 定理 ,有 


f(x)— f(xo) fF (é) 
g(r)—- g(xo) Eg (é€)’ 


BE 


£0 = — Lt (& 介 于 zo 与 xz 之 间 ). 


当今 x 一 x9 时 ,也 有 < 一 0， 故 得 
lim Lx) = lim 三 94 f(x) - A. 时 


rz EXT) zezg(e) 一 rm gr(z ) | 
注意 ” 若 将 定理 6.6 中 z 换 成 z 一 Z0 ,Z 一 Z0 ,Z 一 十 co,Z 一 co ,只 要 相应 
地 修正 条 件 (ii) 中 的 邻 域 ,也 可 得 到 同样 的 结论 . 
例 2 求 lm 一 3. 
解 ” 容 易 检 验 f(x)==1+cos x Sg(r)=tan x 在 点 xo=x 的 邻 域内 满足 
定理 6.6 的 条 件 (i) 和 (i), 叉 因 


Jim 一 Sin 并 


f(r) -sinxz _ 1 
im (x) sr 2tan Xsec zz zx 2 2 
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故 由 洛 必 达 法 则 求 得 
， f(z) (z) 1 
Im 7 ) = lm 7 = 2 于 


如 果 lim 全 仍 是 人 型 不 定式 极限 ,只 要 有 可 能 ,我 们 可 再 次 用 洛 必 达 法 


则 , 即 考察 极限 lim 万 (2 是 否 存在 ， 当然 这 时 六 和 在 zo 的 某 邻 域内 必须 满 
足 定 理 6.6 的 条 件 . 
1 
pi ee — (1+2r)? 
例 3 求 lm CT . 
解 和 用 In 人 下 C0 于 得 


1 1 
| e+ 2 _ i e” (+27)? |. ee- 1+2r) 2 
工 一 ”人 In(1 十 六 “) 0 x I-*0 2T 
3 
er+(1+2z)2 2 
本 2 2 - 


本 
例 4 求 ie 
解 这 是 由 型 不 定式 极限 ,可 直接 运用 洛 必 达 法 则 求解 .但 若 作 适 当 变换 ， 


在 计算 上 可 方便 些 .为 此 , 令 上 =Vz, 当 zz 一 0 时 有 1-~>0 ,于 是 有 


. eVx . t 1 1 
lim 太 = lim ; 二 lim - 二 一 工 [ 
1 ie mt-e 


2. 一 型 不 定式 极限 


定理 6.7 若 隐 数 f 和 g 满足 : 
(1) lim f(x)= lim g(x)= %; 


T *TD TT" 


(i) 在 zo 的 某 右 邻 域 U* (zo) 内 两 者 都 可 导 , 且 & (x) 却 0; 
(ii lm 二 (人 = A(A 可 为 实数 ,也 可 为 二 moo) 
则 
Hz) - lim LX = A 


lim g(x) ,tg (T) 


zz 


证 ” 先 设 A 为 实数 ,由 (ii) ,对 任 给 的 正 数 s ,存在 ziE UY (zo) ,对 满 下 不 
等 式 Z0 刀 工人 工 | 的 每 一 个 < 有 
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LE - A| < (3) 
由 条 件 (ii), ff 和 g 在 区 间 Lz,zlij 上 满足 柯 西 中 值 定 理 条 件 , 故 必 存 在 有 6E 
(z,ziC(zo,zli), 使 得 

f(x1) — f(r) fF (éE) 

g(x1)—- g(x) g (CE) 
由 (3), 就 有 


f(x1)— f(r) 


g(z1) — g(x) (4) 


€ 
< 


太一 方面 ， 


g 
f(x1) - f(x) g(x) | 
g(z1) ~ g(T) fz) 1 
f(z) 


由 (4) ,上 式 右 边 的 第 一 个 因子 是 有 界 量 ;第 二 个 因子 对 固定 的 zx1, 由 条 件 (i) 当 
工 一 > 时 是 无 穷 小 量 . 因此 存在 正 数 0， 使 得 当 0<TX<rot+o< ri 时 有 


f(x) f(z) -f(r)| ee 
3- g(r1) — g(z) <2 (5) 


综合 (4),(5), 对 一 切 满足 不 等 式 zo<z<zo+6 9 


f(z) f(z1) — f(x) 
g(t) g(r1) — g(r) 


A - 4|< E . 
g(x) 
这 就 证 明了 
lim AL(z) 一 A 
Ne g(x) 
类 似 地 可 以 证 明 当 A = + % 或 %w 的 情形 ,这 里 就 不 表 歼 述 了 . 品 


定理 6.7 对 于 TT0 ,TT 或 XT 一 土 0 , 过- 一 oo 等 情形 也 有 相同 的 结论 . 
如 果 fg' ,fg 满足 条 件 , 我 们 可 以 再 次 应 用 定理 6.7. 


例 5 求 lim 卫生 


解 ”由 定理 6.7, 有 

. inx (nz) _ 1 

im 7 ln (2) Tz - 
例 6 求 lim 3 


I e™ A 
. € 
一 = lim 一 三 lim = +%. 
+oo3T lim 67 = i 
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注 1 车 lim 万 (到 不 存在 ,并 不 能 说 明 lim 2 不 存在 (试想 ,这 是 为 什 
么 ?). 和 

注 2 不 能 对 任何 比 式 极限 都 按 洛 必 达 法 则 求解 . 首先 必须 注意 它 是 不 是 
不 定式 极限 ,其 次 是 否 满足 洛 必 达 法 则 的 其 他 条 件 . 

下 面 这 个 简单 的 极限 


. 十 SIn 
jim < 1 


-3 


虽然 是 二 型 ,但 车 不 顾 条 件 随便 使 用 洛 必 达 法 则 : 


T+sinr [rp 1 + cos zz 
和 3 


就 会 因 右 式 的 极限 不 存在 而 推出 原 极 限 不 存在 的 错误 第 论 ， 


3. 其 他 类 型 不 定式 极限 
不 定式 极限 还 有 0.co ,1”,0 ,co ,co - co 等 类 型 .经 过 简单 变换 ,它们 一 般 


均 可 化 为 站 型 或 之 型 的 极限 . 


例 7 求 im zln 并 。 
0 


解 ” 这 是 一 个 0.co 型 不 定式 极限 .用 人 恒 等 变 形 zln x = 呈 工 将 它 转化 为 二 


1 
x 
型 的 不 定式 极限 ,并 应 用 洛 必 达 法 则 得 到 
1 
jm zhn x = lim EB = fim -2 = lim (- x) = [| 
7 0” TO 1 -0 上 xz—0 
二 六 


例 8 求 lim(cos 元) 总 
解 “这 是 一 个 1= 型 不 定式 极限 . 作 恒 等 变形 


4 DIn cos x 
(cos T)T = ez ， 


其 指数 部 分 的 极限 Jim 点 In cos z 是 入 型 不 定式 极限 ,可 先 求 得 


从 而 得 到 
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例 9 求 lim (sin JI (& 为 常数 ). 
+0 


解 ” 这 是 一 个 00 型 不 定式 极限 , 按 上 例 变形 的 方法 , 先 求 二 型 极限 


kcos zx 
. kln sin x . sin 并 . x 
lim Ti =| 1 lim kcosr' mi = «; 
+ DZ 0 1 + sin x 
x 
然后 得 到 


lim (sin 7) Tn = eh (kA0). 
4 k=0 时 上 面 所 得 的 结果 显然 成 立 
例 10 求 lim (z+V Itz ) Da. 
解 “ 这 是 一 个 co9 型 不 定式 极限 , 类似 地 先 求 其 对 数 的 极限 ( 实 型 ) 


1 
| In(x+V1l+x) [i 1+x” _ ] 
i, ln zx oo 1 ? 
ya 
于 是 有 
1 
lim(x +V1+zx )hr = e. 
1 
例 11 求 lim ( 二 ] -去 下) 
解 ” 这 是 一 个 eco - ce 型 不 定式 极限 ， 通 分 后 化 为 1 9 型 的 极限 ， 即 
] 1 = im 
lim (1 - Inzx) 22 (x ~ 1)lnx 
Li 
]i |] 1l-z -1 -1 
zt 之 一 mi 1+znxzr zi2+lnz 2 - 
-一 十 lnz 
例 12 设 
Elz), #0, 
0,， z= 二 0， 


且 已 知 g(0)=g (0)=0,g (0)=3, 试 求 (0). 
解 ” 因 为 


i + 
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f(x) -0 加 gx) 


所 以 由 党 必 达 法 则 得 
f (0) =lim 3 3 2LF) ~ lim m £72 


问题 两 则 : 
(1) 上 例 解法 中 ,已 知 条 件 g(0)=0 用 在 何 处 ? 
(2) 如 果 用 两 次 洛 必 达 法 则 ,得 到 

fF(0) =… = lim £2) 


错 在 何 处 ? 
最 后 指出 ,对 于 数列 的 不 定式 极限 ,可 利用 函数 极限 的 归结 原则 ,通过 先 求 
相应 形式 的 函数 极限 而 得 到 结果 
例 13 求 数列 极限 lim (1+ 志 + 3) 


解 、 先 求 函 数 极限 im |1+ 二 + 广 】 (1” 型 ). 类 似 于 例 8, 取 对 数 后 的 极 


限 为 
AN 2 
im zln (1+ 玄 + 广 )= jim ln(1 十 过 十 立 jn x 
XIX 十 oo 太 本 I 十 0 1 
ys 
2T+1 2 
. 1+xzt+tr 工 x+2x | 
一 lim 一 lim 2 二 1， 
7 一 +oo 上 m+oX 十 底 十 1 
六 < 
所 以 由 归结 原则 可 得 
1 1 \” . 1 1 \™ 
im (lr nt) 各 (rz - 


注意 不 能 在 数列 形式 下 直接 用 洛 必 达 法 则 ,因为 对 于 高 散 变 量 xzEN+ 征 
无 法 求 导数 的 . 


习 是 


1. 试问 函数 f(x)= zx?,g(x)= zx 在 区 间 [ 一 1 ,11 上 能 和 否 应 用 柯 西 中 值 定理 得 到 相应 的 
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结论 ,为 什么 ? 
2. 设 函 数 在 [ec ,5] 上 可 导 . 证 明 : 存 在 上 E(c,5), 使 得 
2é[ 六 6) -ai = (5° ~ a’)f (é). 
3. 设 函 数 f 在 点 a 处 具有 连续 的 二 阶 导数 .证 明 ， 


h—=0 h 
4. 设 0<a< p< 一 .证 明 存 在 0E(a,B), 使 得 
sna— sn _ 
csB- cosa 一 cot 0. 
$5. 求 下 列 不 定式 极限 
1 . 2smnzs 
(1) im S$ ; (2) lm os 3z ; 
(3) lim P+ 2 (4) limn 各所; 
cos xz—1 °° 0X—SINnr” 
-6 /1l1__ ll.\. 
(9) m5 (0) ia|( 六 -二 
_ 
(7) lim(tan x )™*; (8) lim zl 一 >z; 
了 一 人 Xx—*1 
1 
(9) lim(1 + x°)7; (10) lim sin xln zx; 
A 
m0\r sincz 三 0" 二 


6. 设 函 数 f 在 点 a 的 某 个 邻 域 具有 二 阶 导 数 .证 明 ; 对 充分 小 的 ,存在 6,0<0<1, 使 


得 
f(at+h)+ fla~-h)-2fla) flat+m)+f (a-mM) 
六 2 
7. 求 下 列 不 定式 极限 : 
(1) lim 下 ecstz 一 上; (2) lim (x— 2arctan z)In 工 ; 
™ 1 sin > TT 
(3) lim x™ 7; (4) lim (tan x)™; 
rz-0 TI 
《1 十 工 ) 
(5) tm 人 四) (6) lim( cot zx- 二 
2 区 
(7) lim AL+ Z) 工 一 e， (8) lim (于 -arctan z ) 
0 X 
8. 设 f(0) =0, 了 在 原点 的 某 邻 域内 连续 , 且 了 (0) 关 0. 证 明 .， 
lim x = 1. 
0 


9. 证 明定 理 6.6 中 lim f(z) =0，lim_g(z) =0 情形 时 的 洛 必 达 法 则 
10 证 明 ; f(x) =x3e ”为 有 界 函数 . 
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33 泰勒 公 却 


多 项 式 函 数 是 各 类 明 数 中 最 简单 的 一 种 ,用 多 项 式 有 逼近 组 数 是 近似 计算 和 
理论 分 析 的 一 个 重要 内容. 


一 ” 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 


我 们 在 学 习 导 数 和 微分 概念 时 已 经 知道 ,如果 函 数 f 在 点 zo 可 导 , 则 有 
f(z)= f(zxo) + f (ro)(z ~ xo) +o(r — zo0). 
即 在 点 xo 附近 ,用 一 次 多 项 式 F(zo) + (x0)(zx 一 Xx0) 允 近 函 数 f(z) 时 ,其 误 
差 为 (zx 一 zo) 的 高 阶 无 穷 小 量 .然而 在 很 多 场合 , 取 一 次 多 项 式 追 近 是 不 够 的 ， 
往往 需要 用 二 次 或 高 于 二 次 的 多 项 式 去 逼近 ,并 要 求 误差 为 o((xz 一 xo)"), 其 
中 x 为 多 项 式 的 次 数 . 为 此 ,我 们 考察 任 一 n 次 多 项 式 
px) = aotalz— ro) ta(r— ro) + +a(r—- x0)". (1) 

逐次 求 它 在 点 zo 处 的 各 阶 导数 ,得 到 

pn(x0) = a0, pa (Xx0) = a1, pr(xo) = 21a2,°, ph (zo0) = nla,, 
即 
pr(xo0) br Fo px" (zo) 


a0 = pn(X0),a1 = 1 027 "an 二 | 
由 此 可 见 , 多 项 陈 (2) 的 备 项 系数 由 其 在 点 zo 的 各 阶 导数 值 所 唯一 确定 . 
对 于 一 般 函 数 f, 设 它 在 点 zzo 存在 直到 n 阶 的 导数 .由 这 些 导数 构造 一 个 
n 次 多 项 去 


T (zx) = f(xo) 十 {F(z — zo) + 


— Xx0) + 


fro) | 
1! 
n) 
+ 广 (dx 一 x0)”,， (2) 
称 为 函数 f 在 点 zo 处 的 泰勒 (Taylor) 多 项 式 , TT, (xz) 的 各 项 系数 人 (<> (k= 


2 …,n ) 称 为 泰勒 系数 . 由 上 面 对 多 项 式 系 数 的 讨论 , 易 知 f(z) 与 其 泰勒 多 
项 式 T,(z) 在 点 zxo 有 相同 的 函数 值 和 相同 的 直至 n 阶 导数 值 , 即 
f(z0) = TH (zo0),k = 0,1,2,.,n. (3) 
下 面 将 要 证 明 f(x )- T,(z)=o((z 一 zo)"), 即 以 (2) 式 所 示 的 泰勒 多 项 式 通 
近 f(z ) 时 ,其 误差 为 关于 (xz - zo)” 的 高 阶 无 穷 小 量 . 
定理 6.8 车 函数 f 在 点 xo 存在 直至 n 阶 导数 , 则 有 f(z) = T(zx)+ 


-- mi A - 
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o((zx 一 x0)”"), 即 
f (zo) 
21 


(x — Xo) + 


f(z) = f(ro0) + fF (xo) (rx — ro) 十 
n) (7 

+ F040) + ol(z -ao (4) 

R(x) = f(x)— T(r),Q (rT) = (xr — ro0)”, 


R(X) 
(x) 二 0. 


由 关系 式 (3) 可 知 ， 
R(x0) = Ri (x0) = … = Ri(zo) = 0， 
并 易 知 
Q(zx0) = Qi(zo) = …= QP Dz) = 0,Q (zr0) = al. 
因为 /A(zo) 存 在 ,所 以 在 点 zo 的 某 邻 域 U(xo) 内 f 存在 n 一 1 阶 导 李 
f(z). 于 是 , 当 XEU'(zo)H xxo 时 ， 允许 接连 使 用 洛 必 达 法 则 nn 一 1 次 ,得 
到 


工 ) = lim R(xz) _ 1 R("-V (Zz) 
) a QT) rr Ql D(z) 

fx) f(z0) -f(ro)(x ~ xo) 
i n(n — 1)2(x — zxo) 


n—1) n—1) zx 
了 lim ff" Vr)- f" (ro) — fA (zo) 


1 rz TT-—xo 
一 0. [| 
定理 所 证 的 (4) 式 称 为 函数 了 在 点 xo 处 的 泰勒 公式 , R, (zz)= f(zx)- 
T(z ) 称 为 泰勒 公式 的 余 项 , 形 如 ol (xz 一 0)" ) 的 余 项 称 为 佩 亚 诺 (Peano) 型 余 
项 .所 以 (4) 式 又 称 为 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 . 
注 1 若 f(z) 在 点 xo 附近 满足 
f(r) = p(x) + ol(r — x0)"), (5) 
其 中 p, (x) 为 (1) 式 所 示 的 2 阶 多 项 式 ,这 时 并 不 意味 者 pa( 工 ) 必 定 就 是 三 的 
泰勒 多 项 式 也 (zy) .例如 
f(x) = x "D(z),n EN， 
其 中 D(z) 为 狄 利克 雷 函 数 .不 难 知 道 , f(z) 在 z=0 处 除了 了 (0)=0 外 不 再 
存在 其 他 任何 阶 导 数 ( 为 什么 ?). 因此 无 法 构造 出 一 个 高 于 一 次 的 泰勒 多 项 式 


Hm Ce 
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T(z), 但 因 
lim A = = lim D(zxr) = 0， 


文人 


即 F(z)=ofzz), 所 以 若 取 


p(t)=0o0+0:X+or +'*+o':Zx" = 


时 ,(5) 式 对 任何 zeEN+ 恒 成 立 ， 
注 2 满足 (5) 式 要 求 ( 即 市 有 佩 亚 诺 型 误差 ) 的 ”次 通 近 多 项 式 加 (z) 是 
唯一 的 . 


综合 定理 6.8 和 上 述 注 2, 若 函数 /满足 定理 6.8 的 条 件 时 ,满足 (5) 式 要 
求 的 逼近 多 项 式 p,(z) 只 可 能 是 广 的 泰勒 多 项 式 T,(z) 
以 后 用 得 较 多 的 是 泰勒 公式 (4) 在 zo=0 时 的 特殊 形式 ， 
f(z) = 0 + fOr+ FOr D+ oe) (0) 
它 也 称 为 ( 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 ) 麦 克 劳 林 (Maclaurin) 公 式 ， 
例 1 验证 下 列 函 数 的 麦克 劳 林 公 式 ; 


2 n 
(1) er=1+tz+3T + + + oe); 


“ 
2m—l 
(2) sin z=z- 帮 + 1+ (DT 
2 4 2m 
(3) cos z=1—37 +7+ (CD 


3 7 
(4) In(1+ 了 )= 工 - 瑟 十 于 二 二 (一 Do(zn) 


一 _ 。。， _ 十 
1+ oz 十 So 十 二 a—l 2 十】 ”十 


(5) (1+ x)= 
o (zx”); 

(6) +=1+r+r2 t+z" +o(r"). 

证 这 里 只 验证 其 中 两 个 公式 ,其 余 请 读者 目 行 证 明 . 

(2) 设 F(z)=sinz, 由 于 f(z)= sin[z+ 符 ]， 因此 


f°28)(0) = 0, F270(0) = (- 1)*1,k = 1,2,°,n. 
把 它们 代入 公式 (6), 便 得 到 sin z 的 麦克 劳 林 公式 .需要 说 明 的 是 ， 由 于 这 里 有 
Ts,_1(z)= 二 T2, (xz), 因 此 公式 中 的 余 项 可 以 写作 o(Xx<”*1), 也 可 以 写作 


of(z2m). 关 于 公式 3) 中 的 余 项 可 作 同 样 说 明 . 
(4) 设 f(z)=In(1+xz). 由 于 f(z = fz) = 1) 1(k- 


hr 1 Er EE WT EE pe a tee Hie! bn. Hi HE he 3 
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1)1 (1+x)*,k=1,2,…,n, 因 此 
FI(0O) = (11) It(k— 1)!1,k = 1,2,.…,n 
把 它们 代入 公式 (6), 便 得 In(1 + xz) 的 麦克 劳 林 公 式 . 0 
利用 上 述 麦 元 劳 林 人 公式, 可 间接 求 得 其 他 一 些 函数 的 麦克 边 林 公式 或 泰和 
公式 ， 还 可 用 来 求 某 种 类 型 的 极限 ， 


例 2 写 出 f(z) =e -至 的 麦克 劳 林 公 式 ,并 求 Fo98)(0) 与 1)(0). 
解 用 ( -- 气 ) 替 换 公式 1) 中 的 zx, 便 得 


2 


2 ). 


2 4 
加 — 过 过 sa n ,人 
e*=1 7 + F221 + (— 1) D1 


根据 定理 6.8 注 2, 知 道上 式 即 为 所 求 的 麦克 和 荔 林 公 云 . 
由 泰勒 公式 系数 的 定义 ,在 上 述 f(z) 的 麦克 劳 林 公 式 中 ,zx” 与 zx” 的 系数 
分 别 为 
BO = (—1)” pcd = 0. 


由 此 得 到 Fo (0) = 天 8 ,Jo9(0)=0 
例 3 求 Ilnz 在 x=2 处 的 泰勒 公式 . 
解 ” 由 于 ln z=ln[2+ (x 一 2)]= In2+In(1+ #534) 因此 


(x 2) 十 …: 


_ Ti  _,,__l 
Inx =ln2+ 7 (x 2) 7 .22 


本 o((zx — 2)"). 


十 《一 1)” 一 
根据 与 例 1 的 相同 的 理由 ， 上 二 加 夺 所 求 的 天 有 \ 式 . 口 


rr 


2 


例 4 求 极限 lim 4 一 

解 本 题 可 用 洛 必 达 法 则 求解 ( 较 繁 琐 ) ,在 这 里 可 应 用 泰勒 公式 求解 . 考 处 
到 极限 式 的 分 母 为 z4 我 们 用 麦克 劳 林 公式 表示 极限 的 分 子 ( 取 n 一 4, 并 利用 
例 2) 
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因而 求 得 
x? 了 
| cos 工 一 e _ 1 15Z 十 OZ) 1 
z+0 0 zx4 ~ 12: 
二 ” 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 


上 面 我 们 从 微分 近似 出 发 ,推广 得 到 用 ”次 多 项 式 逼 近 晒 数 的 泰勒 公式 
(4). 它 的 佩 亚 诺 型 余 项 只 是 定性 地 告诉 我 们 : 当 x 一 zo 时 , 允 近 误差 是 较 
(zx -zx0o)” 高 阶 的 无 穷 小 量 . 现 在 我 们 将 泰勒 公式 构造 一 个 定量 形式 的 余 项 ,以 


便于 对 逼近 误差 进行 具体 的 计算 或 估计. 


定理 6.9 (泰勒 定理 ) 若 函 数 f 在 |a,65j] 上 存在 直至 n 阶 的 连续 导 所 
数 , 在 (a ,5) 内 存在 (n +1) 阶 导 函 数 , 则 对 任意 给 定 的 z,zoE[a,pj, 至 少 存 在 


一 点 EE€ 《a,b), 使 得 
fz) = fz) +f (zoO)(z zo) + HT zo + 


n+t+1) 
2 rT0)” 十 (n 十 1)! (并 一 Tz0)"!l. 


二 /#0 


证 作 辅 助 孙 数 


n) 
FO2) = fe) FOO + FD D+ tN 1)"], 


G(t) = (xr — 1)"!. 
所 要 证 明 的 (7) 式 即 为 


n+1) - F(Zzo) ftn+l)(E) 
F(zo) = r+) G(xzo) 或 Gt) ~ (n+ 1)!- 


不 妨 设 zu<z, 则 下 (ti) 与 G(i) 在 [zo,z]j 上 连续 ,在 (zo,z) 内 可 了 导 , 且 
FiD) =- FN 1)", 
G(1) =—- (n+1)(z =-t)” 天 0. 


又 因 F(z)=G(z)=0, 所 以 由 柯 西 中 值 定 理 证 得 


F(zo) F(z) -Fr) F(e) ForD(E) 
G(xo) G(xzo)—- G(x) G (EE) (nt+1)!’ 


其 中 EE(xo0, TCT(a ,60). 
(7) 式 同样 称 为 泰勒 公式 , 它 的 余 项 为 
n+1) 
R(x) = f(x)-— Tax) = (n+ 局 (zx — Xz0) 
e=z+bz-z) (0<0<1), 


刀 十 二 
全 


本 - 站 GE Tm 


(7) 
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称 为 拉 格 朗 日 型 余 项 .所 以 (7) 式 又 称 为 市 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 . 
注意 到 =0 时 ,(7) 式 即 为 拉 格 庆 昌 中 值 公式 
f(z) - f(xo) = f (E(x — ro). 
所 以 ,泰勒 定理 可 以 看 作 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推广 . 
当 zo=0 时 ,得 到 泰勒 公式 
rz) = FO + FO + O24 FO), 


71 TX 十 nl! T 
n+t+l) 
en (O00<1). (8) 


(8) 式 也 称 为 ( 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 ) 麦 克 劳 林 公 式 . 
例 5 把 例 1 中 六 个 麦克 劳 林 公式 改写 为 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 形式 . 
解 (1) f(z)=e*, 由 f”*+D 了 (zx)=e*, 得 到 
PY 人 ew , 
e” 二 l+rtart + rtm ] 


0<0<1l,rE€E(-%,+%). 


(2) f(x) = sin xz, 出 ford (zr)=sin(z+ = (1)"eos 7X， 
得 到 
.3 4 m 
sin x =x- 37+" “+ (1)” 1 Ei 


十 (一 1)” EY < 0 < 1 ,x EC (— coo, 十 00). 


(3) 类 似 于 sin x ,可 得 
2 4 2m 
COS 并 =1 -3 +H + + 1)"” ny 


二 (一 1)” De G1",0 <0O<1l,rE€E(-%,+o0). 
(4) F(z)=ln(1+ 工 ) ,由 ft (zx)=( -1)"n! (1+Z) ”!, 得 到 


In(1 + zx) = (— 1)”1! 亚 - 
人 2T+ 
+ (— 1D)" ar) < 0<1,7x>-1. 
(5) f(z)=(1+x)", 由 frtD(z)=a(a-1)(a—-n)(1+zx)" " ， 
得 到 
ala D4. le Death) 


(1+ zx)* 一 1+az 十 


De 十 Or) "lr!, 


(n+ 1)! 


140 第 六 章 ， 微 分 中 值 定理 及 其 应 用 


0O<t<1l,r>-1. 
(6) F(z) = 于 一 ,由 ForD(z)= 二 得 到 


Tr)" 
1 - a 
并 十 … 十 工 + 0 
0<b<lzr<1l. 由 
三 ”在 近似 计算 上 的 应 用 


这 里 只 讨论 泰勒 公式 在 近似 计算 上 的 应 用 .在 $4,35 两 节 里 还 要 借助 泰 
莫 公 式 这 一 工具 去 研究 函数 的 极 值 与 上 是 性 . 

例 6 (1) 计算 e 的 值 ,使 其 误差 不 超过 10 一; 

(2) 证 明 数 。 为 无 理 数 . 

解 (1) 由 例 5 公 式 (1), 当 z=1 时 有 


=1+1+ 本 + 工 ++ 工 + 王 s (0<0<1) (9) 
21 31 nl (n+1)t! : 


的 Ru(D)= TJ1<77211' 当 n=9 时 , 便 有 


-6 
Ro(D < D1 = F628 00 < 10° 


从 而 略 去 Ro(1) 而 求 得 e 的 近似 值 为 
1+1+ 诈 +++ 前途 2.718 285. 
(2) 由 (9) 式 得 


六 
ee 
nle~ (nl+n!l+i+3.:4.…n+ tn+1)= 7: (10) 


人 o 为 正 整 数 ), 则 当 n>g 时 ,zf e 为 正 整数 ,从 而 (10) 式 左边 为 
整数 . 因为 一 = ,所 以 当 nn 这 2 时 右边 为 非 整数 ,矛盾 .从 而 e 只 
n +T< +T< 1 
能 是 无 理 数 . 
例 7 用 泰勒 多 项 式 通 近 正 弦 函 数 sin zx( 例 5 中 的 (2) 式 ) ,要 求 误差 不 超过 
10 习 . 试 以 m=1 和 m =2 两 种 情形 分 别 讨论 z 的 取 值 范围 . 
(i) m=1 时 ,sin Zr ,使 其 误差 满 中 


Cos OT 3 
31 一 


3 
二 二- < 10-3. 


Ra(z)|= 


只 须 jzj<0.181 7( 弧 度 ), 即 大 约 在 原点 左右 10"24'40" 范 围 内 以 x 近似 sin z， 
其 误差 不 超过 10 ”. 


ek 5 I i rt eh tp ~ i i a 
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(i1) m =2 时 ,sin Xxx -过 ,使 其 误差 满足， 


Ri(z)|= Be ;| = lsl 103 
只 需 |z|<0.654 3( 弧 度 ), 即 大 约 在 原点 左右 37* 29 38 范围 内 ,上 述 三 次 多 项 
式 通 近 的 误差 不 超过 10 一. 站 


如 果 进 一 步 用 更 高 次 的 多 项 式 来 通 近 sin zx,z 能 在 更 大 范围 内 满足 同一 
差 .图 6-6 就 是 正弦 函数 与 其 泰 朝 多 项 式 (m ==1,2,3,4,5) 在 原点 附近 的 到 
差异 情况 . 


1 . 求 下 列 函 数 带 佩 亚 庄 型 的 麦克 劳 林 公式 


__1 ， 
(1) f(z)= Vt 
(2) F(z)=arctan x 到 含 zx” 的 项 ; 
(3) f(z)= tan x 到 含 x’ 的 项 . 
. ersin TX~x(l+z). . — 221n | 
(1) lim zx3 ? (2) lim| z ZX“ (1+ 寺 )]; 


(3) lim 二 (二 -oot zx) 


3. 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 全 \ 式 : 
(1) A 在 工 =1 处; 


(2) f(x)= 和 了 ,在 并 = 0 处 . 


4. 信人 


(1) sin xxx 下， 当 |z| 志 方 ; 
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2 
(2) V 1+ zszl+ 广 -TE[0,1]. 


5. 计算 :(1) 数 e 准确 到 107-”; 
(2) jgli 准确 到 10 >”. 


$4 水 数 的 极 值 与 最 大 (小 ) 值 


一 ” 极 值 判 别 


晴 数 的 极 值 不 仅 在 实际 问题 中 占有 重要 的 地 位 ,而 且 也 是 函数 性 态 的 一 个 

费 马 定理 (定理 $.3) 已 经 告诉 我 们 , 若 图 数 了 在 点 zo 可 导 , 且 zo 为 了 的 极 
值 点 , 则 广 (zo)=0. 这 就 是 说 可 导 函 数 在 点 xo 取 极 值 的 必要 条 件 是 f (x0) = 
0. 

下 面 讨论 充 分 条 件 . 

定理 6.10 ( 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) 设 f 在 点 zo 连续 ,在 某 邻 域 U(x0;6) 
内 可 时 . 

(i) 若 当 xE(xo-6,z0) 时 (x) 志 0, 当 xzE(zo,zo0+6) 时 六 (xz) 之 0, 则 
ff 在 点 xo 取得 极 小 值 . 

(ii) 铬 当 rE€E(xro—-6d,7T0) 时 fF (xz)>0,Y ZE(zo,zo+G) 时 三 (z) 委 0, 则 
f 在 点 xo 取得 极 大 值 . 

证 ”下面 只 证 (ii) ,(i) 的 证 明 可 类 似 地 进行 . 

由 定理 的 条 件 及 定理 6.3,f 在 (xo 一 6,z0) 内 递增 ,在 (zo,xzo+6) 内 递 碱 ， 
又 由 f 在 xo 处 连续 , 故 对 任意 x€ U(xo0;6), 恒 有 

flx) < f(xo). 

即 f 在 xo 取得 极 大 值 . 品 

若 f 是 二 阶 可 导 函 数 , 则 有 如 下 判别 极 值 定理 . 

定理 6.11 ( 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) 设 f 在 zo 的 某 邻 域 U(xzo;6) 内 一 阶 
可 导 , 在 过 = xo 处 二 阶 可 导 , 且 F(zo)=0, FAzo) 夭 0. 

(i) 车 F(zo)<0, 则 了 在 zo 取得 极 大 值 . 

(ii) 若 了 (xo)>0, 则 了 在 zo 取得 极 小 值 . 

证 ”由 条 件 , 可 得 f 在 zo 处 的 二 阶 泰勒 公式 

f(x) =f(x0) + f (xo)(x— ro) 


十 ACOLE. - x0) + o((x-— x0)). 


sr er :Ni = i 
aa 
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由 于 六 (zo)=0, 因 此 
f(z) -f(z0) = [大 So + 0(1) (x -xzo)2 (1) 


又 因 (zo) 了 0, 故 存在 正 数 6°<6, 当 zxEU(zo38 ) 时 , 方 六 (z0) 与 了 f(z0) 
+ o(1) 同 号 .所 以 , 当 疗 (zo)<0 时 , (1) 式 取 人 负 值 ,从 而 对 任意 XEU' (zxo0;6 ) 
有 
f(x) 一 f(xo) < U ， 

即 在 zo 取 极 大 值 . 同样 对 了 (zo)>>0, 可 得 上 在 点 zu 取 极 小 值 . 口 

例 1 求 f(z)=(2zx-5)Y zi 的 极 值 点 与 极 值 . 

解 f(x)= (2x _ 53 _Sz3 在 (_- co ,+co) 上 连续 , 且 当 敌 0 
时 ,有 


2 了 
f(z) = Wri r= = 


易 见 ,z=1 为 f 的 稳定 点 ,zx ==0 为 了 的 不 可 导 点 .这 
进一步 讨论 . 现 列表 如 下 ( 表 中 表示 递增 ,表示 递减 ): 


点 是 否 是 极 值 点 需 作 


Tr 


由 上 表 可 见 . 点 z=0 为 f 的 极 大 值 点 , 极 大 
值 f(0)=0;xz =1 为 Ff 的 极 小 值 点 , 极 小 值 


f(1)= -3( 图 6-7). 站 
例 2 求 F(z)=z ?+ 全 < 的 极 值 点 与 极 
值 . 
解 当 zz 天 0 时 ， 


432 2x7 — 432 
= 


f(x) = 27 一 一 一 
6-7 
令 F(z)=0, 求 得 稳定 点 x=6. 又 因 
f(6) = (2 + | ~6>0, 
=6 
依 定理 6.11,z =6 为 了 的 极 小 值 点 , 极 小 值 F(6) =108. 口 


对 于 应 用 二 阶 导数 无 法 判别 的 问题 ,可 借助 更 高 阶 的 导数 来 判别 . 
定理 6.12 ( 极 值 的 第 三 充分 条 件 ) 设 了 在 xo 的 某 邻 域内 存在 直到 2 一 
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1 阶 导 函数 ,在 zo 处 半 阶 可 导 , 且 f(zxo)=0 (k=1,2,… ,nn 一 1), "(zo) 
天 0, 则 

(i) 当 n 为 偶数 时 , Ff 在 zo 取得 极 值 , 且 当 f(xo)<0 时 取 极 大 值 ， 
f(zxo)>0 时 取 极 小 值 . 

(ii) 当 为 奇数 时 ,了 在 zo 处 不 取 极 值 . 

该 定理 的 证 明 类 似 于 定理 6.11 ,我 们 将 它 留 给 读者 . 

例 3 试 求 函 数 z4(z 一 1) 的 极 值 . 


解 由 于 广 (z)=za(z-1)2(7z-4), 因 此 工 =0,1, 了 是 函数 的 三 个 稳定 


点 .三 的 二 阶 导 数 为 
f(x) = 6x’(x— 1)(7z< -8z + 2), 


由 此 得 ,了 (0)= 了 (1)=0 及 扯 ( 了 >0. 所 以 f(z) 在 zx = 二 时 取得 极 小 值 . 求 
三 阶 寻 数 
f(r) = 6r(357x7 — 60z- + 30x — 4)， 
有 (0)=0, 了 (1)>0. 由 于 n=3 为 奇数 ,由 定理 6.12 知 f 在 x=1 不 取 极 
值 .再 求 f 的 四 阶 导 数 
Fr) = 24(35x° 一 45x* + 15x — 1), 

有 fA4(0)<0. 因 为 n=4 为 偶数 , 故 f 在 x+=0 取得 极 大 值 . 

综 上 所 述 , F(0) =0 为 极 大 值 ， 

4 3 
/(7)=- (7) 3 = 3 43 

为 极 小 值 . 口 

注 “定理 6.12 仍 是 判定 极 值 的 充分 
条 件 . 读 者 可 考察 盟 数 


_ 
ro z ， Z 天 (， 
U ， T= 人 0. 6_8 


很 显然 , 它 在 过 =0 处 取 极 小 值 0. 但 因 
Ff4)(0)=0,k=1,2,…. 所 以 无 法 用 定理 6.14 对 它 作 出 判别 . 


二 ”最 大 值 与 最 小 值 


由 连续 函数 在 [a ,5] 上 的 性 质 , 若 函数 ff 在 闭 区 间 [a,65] 上 连续 , 则 ff 在 
[a ,5 ] 上 一 定 有 最 大 、 最 小 值 .这 就 为 我 们 求 连续 函数 的 最 大 、 最 小 值 提供 了 理 
论 保证 . 本 有 段 将 讨论 怎样 求 出 这 个 最 大 (小 ) 值 . 


RF EE i 
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若 函 数 /的 最 大 (小 ) 值 点 zo 在 区 间 (a ,6) 内 , 则 zo 必定 是 了 的 极 大 (小 ) 
值 点 .又 若 三 在 zo 可 导 , 则 zo 还 是 一 个 稳定 点 . 所 以 我 们 只 要 比较 f 在 所 有 稳 
定点 .不 可 导 点 和 区 间 端 点 上 的 函数 值 , 就 能 从 中 找到 了 在 [< ,b] 上 的 最 大 值 与 
最 小 值 .下 面 举例 说 明 这 个 求解 过 程 

例 4 求 函 数 f(x)= |2z3-9z2+ 12z| 在 闭 区 间 | -二 ,六 | 上 的 最 大 值 与 
最 小 值 


解 ”函数 在 闭 区 间 | - 才 , 了 3 | 上 连续 , 故 必 存 在 最 大 最 小 值 . 由 于 
rz)=|2z — 9z2 + 12x | 


= |x(27x°— 9r+ 12)| 
| z(2z< 一 9z+12)， 一 


z(2z- 一 9z + 12), 0 z 去 六 


因此 
-6x + 18x — 12, 
f(z) -ge 12 
-6(x — 1)(xr -2), -<r<0, 
5 


6(x — 1)(x — 2), 0< 工科 了. 


又 因 了 (0-0)= 一 12,fF(0+0)=12, 所 以 由 导数 
极限 定理 推 知 函数 在 x =0 处 不 可 导 . 求 出 清 数 f 
在 稳定 点 x = 1,2, 不 可 导 点 x+ = 0, 以 及 端 尽 
z= 一 志 , 福 的 函数 值 图 6-9 


f(1) = 5,rC2) = 4,f(0) = oj(- 才 j= BG,/(3)=5 


所 以 函数 /在 +=0 处 取 最 小 值 0, 在 z=1 和 z= 这 处 取得 最 大 值 5( 图 6-9)， 口 
在 生产 实践 和 科学 实验 中 ,我 们 常会 遇 到 求 函 数 的 最 大 值 或 最 小 值 问 题 
例 5 一 稻 轮 船 在 航行 中 的 燃料 费 和 它 的 速度 的 立方 成 正比 .已 知 当 速 度 

为 10(km/h) ,燃料 费 为 每 小 时 6 元 ,而 其 他 与 速度 无 关 的 费用 为 每 小 时 96 元 

问 轮船 的 速度 为 多 少时 ,每 航行 1 km 所 消耗 的 费用 最 小 ? 

解 ” 设 船 速 为 z (km/h) , 据 题 意 每 航行 1 km 的 耗费 为 


y = 1 (pz + 96). 
帮 
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由 已 知 当 z=10 时 ,k*'10”=6, 故 得 比例 系数 二 0.006. 所 以 有 
y = (0.006z + 96),x € (0, + 00). 
今 


y = (z- — 8 000) = 0， 


0.012 
zx< 
求 得 稳定 点 x = 20. 由 极 值 第 一 充分 条 件 检 验 得 x = 20 是 极 小 值 点 . 由 于 在 
(0, + 0%) 上 该 函数 处 处 可 导 , 且 只 有 唯一 的 极 值 点 , 当 它 为 极 小 值 点 时 必 为 最 小 
值 点 .所 以 求 得 当 船 速 为 20(km/h) 时 ,每 航行 1 km 的 耗费 为 最 少 , 其 值 为 ymn 


=0.006 x20?+ 0=7.2( 元 )， 7 
例 6 如 图 6-10 所 示 , 剪 去 正方 形 四 角 同 样 
大 小 的 正方 形 后 制 成 一 个 无 盖 盒 子 , 问 甬 去 小 方 
块 的 边 长 为 何 值 时 ,可 使 盒子 的 容积 最 大 . 
解 ” 设 每 个 小 方块 边 长 为 zx, 则 盒子 的 容积 


为 
V(X) = za 一 2z) ,7x € 0, 呈 | 


图 6-10 


A 
V'(z) =6(z- 和 名 )(z -多 )=0， 

在 (0, 丘 内 解 得 稳定 点 = 各 ,并 由 V” (各) -44<0 知 道 V (各 )= 私 为 

级 大 值 .由 于 V(z) 在 (0, 吃 ) 内 只 有 唯一 一 个 极 值 点 , 且 为 极 大 值 点 ,因此 该 极 


大 值 就 是 所 求 的 最 大 值 . 即 正方 形 四 个 角 各 剪 去 一 块 边 长 为 名 的 小 正方 形 后 ,能 


做 容积 最 大 的 盒子 . 加 
习 题 
1. 求 下 列 函数 的 极 值 : 
(1) f(x)=273 -21; (2) f(x)= es; 
(3) f(z) = (4) f(z)=arctan z -in(l+ 7) 


2. 设 


-| 
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f(x) = 1 一 ， 袜 天 ， 
U， 过 二 1. 
(1) 证 明 ;x=0 是 极 小 值 点 ; 
(2) 说 明 f 的 极 小 值 点 x=0 处 是 否 满足 极 值 的 第 一 充分 条 件 或 第 二 充分 条 件 . 
3. 证 明 ; 车 晒 数 f 在 点 xo 处 有 了; (zo)<0 (>0) 广 (czoj>0 (<0), 则 zo 为 的 极 大 
(小 ) 值 点 . 
4. 求 下 列 函 数 在 给 定 区 间 上 的 最 大 最 小 值 : 
(1) y=zx — Sri+5zx +1,| ~-1,2); 
(2) y= 2tan -tan zx, | 0, 到 ) : 
(3) y=Y rin x,(0,+00). 
5. 设 F(z) 在 区 间 了 上 连续 ,并 且 在 工 上 仅 有 唯一 的 极 值 点 zo. 证 明 : 若 zo 是 f 的 极 大 
(小 ) 值 点 , 则 cn 必 是 f(z) 在 1 上 的 最 大 (小 ) 值 点 . 
6. 把 长 为 7 的 线段 截 为 两 段 , 问 怎样 截 法 能 使 以 这 两 段 线 为 边 所 组 成 的 抢 形 的 面积 最 
大 ? 、 
7. 有 -- 个 无 盖 的 圆柱 形容 器 , 当 给 定 体积 为 V 时 ,要 使 容器 的 表面 积 为 最 小 , 问 底 的 半 
径 与 容器 高 的 比例 应 该 怎样 ? 
8. 设 用 某 仪器 进行 测量 时 , 读 得 x 次 实验 数据 为 a1a2,…,a. 问 以 怎样 的 数值 z 表达 
所 要 测量 的 真 值 ,才能 使 它 与 这 nn 个 数 之 差 的 平方 和 为 最 小 . 
9. 求 -- 正 数 a ,使 它 与 其 倒数 之 和 最 小 . 


10. 求 下 列 函数 的 极 值 : 
(1) f(x)= |zx(x”- 1)|; 


(3) f(x)=(xr-1}(r+1). 
11. 设 f(x)=aln x+6bx*+ 工 在 x1 二 1,x2= 二 2 处 
都 取得 极 值 , 试 求 a 与 5; 并 问 这 时 了 在 zl 与 zz 是 取得 
极 大 值 还 是 极 小 值 ? 
12. 在 抛物 线 y= 2pz 哪 一 点 的 法 线 被 抛物 线 所 图 6-11 


截 之 线段 为 最 夫 . 
13. 要 把 货物 从 运河 边 上 A 城 运 往 与 运河 相距 为 BC =akm 的 B 城 ( 几 图 6- 11) ,轮船 


运费 的 单价 是 a 元 /km, 火 车 运费 的 单价 是 8 元 /km(B8>a), 试 求 运河 边 上 的 一 点 M ,修建 铁 
路 MB ,使 总 运费 最 省. 
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3 95” 消 数 的 凸 性 与 拐点 


读者 已 经 熟悉 函数 f(x)=x 和 f(x)=v x 的 图 象 .它们 不 同 的 特点 是 : 曲 
线 y = “< 上 任意 两 点 间 的 弧 有 段 总 在 这 两 点 连 线 的 下 方 ;而 曲线 y= 二 Vxz 则 相反 ， 
任意 两 点 间 的 弧 段 总 在 这 两 点 连 线 的 上 方 .我 们 把 具有 前 一 种 特性 的 曲线 称 为 
凸 的 ,相应 的 函数 称 为 西 函 数 ; 后 一 种 曲线 称 为 止 的 ,相应 的 函数 称 为 凹 函 数 . 

定义 1 设 7 为 定义 在 区 间 工 上 的 函数 ,名 对 了 上 上 的 任意 两 点 zi,zz 和 任 
意 实数 AE(0,1) 总 有 


flAri t+ (1 — aA)z2) AF) + (1 ~ A)f(z2), (1) 
则 称 f 为 1 上 的 上 是 铺 数 .反之 ,如 末 总 有 

fArit+ (1 — 4)zr2) fr) + (1 — 4)f(x2), (2) 
则 称 扩 为 了 上 的 凹 盟 数 ， 


如 果 (1) (2) 中 的 不 等 式 改 为 严格 不 等 式 , 则 相应 的 孙 数 称 为 严格 口 溺 数 和 
严格 四 函数 . 


(a) 山 函数 (b) 亿 了 消 数 
6 一 12 
图 6 一 12 中 的 (a) 和 (b) 分 别 是 凸 函数 和 四 郴 数 的 几何 形状 ,其 中 工 =Azlt+ 
(1—A)zr2,A=f(zx1),B=f(r2),C=AA+(1- 4)B. 
容易 证 明 : 若 一 了 为 区 间 I 上 的 凸 隐 数 , 则 广 为 区 间 工 上 的 凹 函 数 .因此 , 今 
后 只 需 讨 论 凸 函数 的 性 质 即 可 . 
引 理 ”为 了 上 的 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 :对 于 了 工 上 的 任意 三 点 ZISZ2<Z3， 


总 有 
f(z2) 一 f(x1) — f(x3) 一 f(z2) (3) 


~ 
X21 之 3 2 


Er ET nh 
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证 【必要 性 ] 记 4= 地 一 7 , 则 2=Azi+ (1-4)zs. 由 的 是 性 知道 
f(x2) = f(Ar1 + (1— 24)zr3) Az) + (1 -A)flz;) 


Ny | 


= + 
元。 Tx f(r1) 


f(x3), 


X3— wl 
从 而 有 
(zx3 一 x1) f(x) < (X3 一 Z2) zi + (x2 一 rT1)f (7x3), 
(x3— XI) f(T) + (x2 — Tf rT) Rr3— ro) fr) + (x2 — ri) fz), 
整理 后 即 得 (3) 式 . 
| 充分 性 ] 在 1 上 任 取 两 点 zxi, zi (Xi 
< zx) ,在 [zli,z3j 上 任 取 一 点 z= 二 Axj+ (1 一 A): 


zx3;XAE(0,1), 即 和 = 污 一 ?2. 由 必要 性 的 推导 道 
| 


过 程 ,可 证 得 
faxri + (1 -AZ 二 AFCzl) 
十 (1 A)f(xr3), 


故 f 为 1 上 的 点 函数 . 品 图 6 一 13 
同 理 可 证 ,f 为 1 上 的 上 证 铺 数 的 充 要 条 件 是 ;对 于 上 任意 三 点 x1 << 工 
之 x3, 有 
f(x2) 一 f(x1) < fz3) — zi < Hz3) 一 f(x2) (4) 
TXT>2— XI T3 一 他 1 二 3 xX2 


定理 6.13 设 f 为 区 间 I 上 的 可 导 函 数 , 则 下 述 论断 互相 等 价 : 
1” ff 为 上山 哺 数 ，; 
2” 为 1 上 的 增 晴 数 ; 
3” 对 1 上 的 任意 两 点 x ,XT2, 有 
zz) 之 fr) + fr) xr — Tr1). (5) 
证 (1 ->2") 任 取 了 上 两 点 zi,zzCzcz) 及 充分 小 的 正 数 及 .由 于 
rz! 一 上 之 < 之 TT 之 x2;+ hh 根据 f 的 同性 及 引 理 有 
f(x1) -fh fr) NED Prt fr) 


Al 
由 f 是 可 导 函 数 , 令 h->0 时 可 得 
f(z) < LA 


大》 一 工 ] f(r2), 
所 以 广 为 了 上 的 递增 希 数 . 


i i i i he i " 
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(2 一 3 ) 在 以 xi,Xx2z(X1 达 2) 为 端点 的 区 间 上 ,应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 
和 了 递增 条 件 , 有 
f(xr2) — fr) = fF (E(x ri) f(r (rr - x1). 
移 项 后 即 得 (5) 式 成 立 , 且 当 zl>xzz 时 仍 可 得 到 相同 结论 . 
(3 一 1 ) 设 以 zz 为 1 上 任意 两 点 ,Tx3 二 Ax1+ (1 一 4)zx2,0 达 A<1. 册 
3" ,并 利用 Xi 一 X33 二 (1 一 A)(Xx1 一 2) 与 XI T3= A(X) 一 并 1)， 
f(x1) 之 f(z3) + f (zx3) (71 一 TX3) 一 f(x3) + (1 一 A)fF (X11) (x2 x1), 
f(r) f(r3) + fF (ra3)(r2 — x3) = f(x3) + Af (x2)( x2 — TI1). 
分 别 用 A 和 1 一 A 乘 上 列 两 式 并 相 加 , 便 得 
Af (ri) + (1 — A)f(r2) f(r3) = FAzI+T(L — A)zr2). 
从 而 f 为 1 上 的 凸 咒 数 . 0D 
注意 论断 3 的 几何 意义 是 :曲线 y= f(x) 总 是 在 它 的 任 一 切线 的 上 方 
(图 6 一 14). 这 是 可 导 凸 函数 的 几何 特征 . 
对 于 冲 函 数 ,同样 有 类 似 于 定理 6.13 的 结 > 
论 


定理 6.14 设 f 为 区 间 I 上 的 二 阶 可 导 馈 
数 , 则 在 上 了 为 凸 ( 辕 ) 函 数 的 充 要 条 件 是 
f(r)20 (f(x)<0),r ELT. 
这 个 定理 的 结论 可 由 定理 6.3 和 定理 6.13 


| 
pf (XxX) 


推 中， 图 6-14 

例 1 讨论 函数 f(z)=arctan z 的 凸 ( 凹 ) 性 
区 间 ， 

解 由 于 了 (x)= 二 3, 因 而 当 x<0 时 ,f(z)>0;z>0 时 f(z)<0. 从 
而 在 ( - co ,0] 上 /为 凸 函 数 ,在 [0, + oo) 上 /为 思 函 数 . 


例 2 若 函 数 f 为 定义 在 开 区 间 (a,5) 内 的 可 导 的 凸 (四) 函数 , 则 zo€ (a， 
b) 为 f 的 极 小 (大 ) 值 点 的 充 要 条 件 是 zo 为 f 的 稳定 皮 , 即 f(zxo)=0. 

证 下 面 只 证 明 太 为 凸 函 数 的 情形 . 

必要 性 已 由 费 马 定理 可 出 ,现在 证 明 充 分 性 . 

由 定理 6.13, 任 取 (a ,5) 内 的 一 点 z( 关 zx0), 它 与 zx0 一 起 有 

f(r) 宇 fro) + f (ro (x — xo). 
因为 (xo)=0, 故 对 任何 xE l(a,6) 总 有 
f(x) 之 f(xo) 

即 zo 为 了 在 (ca ,b ) 内 的 极 小 值 点 (而 且 为 最 小 值 态 ). D 


de i ee 
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下 面 的 例子 是 定义 1 的 一 般 情况 . 
例 3( 习 森 (Jensen) 不 等 式 ) 和 大 ff 为 [a,5j 上 上 同 函 数 , 则 对 任意 zx; Ella， 


b] ,4A;>0 (i=1,2,…,n), 2 = 1. 有 


f(Pxii)< aflzi). (6) 
证 ”应 用 数学 归纳 法 ， n= 2 时 ， 由 定义 1 命题 显然 成 立 ， 设 n = 上 时 命题 
成 立 . 即 对 任意 x1 ,x2，… ,TELa,bj| 及 
wi > 0 = 12 Yas =1, 
都 有 


几 2vaimij)s 2 2 Qf (x: ). 
现 设 T1722 Th Th+1E La,25j 及 


k+l 


a; > 0 (i = 1,2,,k+ 1)， 之 = 1 


,7 二 1,2,…,k, 则 > = = 1. 由 数学 归纳 法 假设 可 推 得 


f(A1zit A2x2 十 十 ARZA 十 sm) 


A1ZX1 十 A2Z2 十 "… 十 AKCA 
一 HG Ak+1) 1 一 )， 十 Ms ) 


委 (1- Ap+r1) f(aix! + CQ2Z2 十 … 十 CRZR ) 十 Apr1f (Th+1) 
< (1 一 At)LaliFCzl) 十 fe 十 + aef (ze)] 十 Ap+1f (Xk+1) 
A 
= = (| f(r1) + 二 Ta f(x) + + 一) 


k+l 


+ Aprif (Xat1) = 2 Xf lzi). 
这 就 证 明了 对 任何 正 整 数 x (22), 凸 函 数 f 总 有 不 等 式 (8) 成 立 . 


例 4 证 明 不 等 式 (abc ) arpbe, 其 中 a ,b,c 均 为 正 数 ， 
证 设 FCz) = 并 In ,XT>0. 由 f(z) 的 一 一 阶 和 二 阶 导 数 


rz)=inz+l， f(x) = 一 
可 见 , f(z)=zln z 在 >0 时 为 严格 凸 函数 . 依 往 森 不 等 式 有 
(2 二 二) 区 计 (f(a) + NO) Ye))， 
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从 而 
a+b+i+c, at+pbt+rc 
a in 


3 <3(alnat blnb+ cl c), 


Bp 


< ac2p2occ 


(< 十 局 十 ) 
a . 


又 因 y abc 4 了 3 ,所 以 


(abe) 3 < ac 中 
例 $ 设 了 为 开 区 间 I 内 的 凸 (四 ) 函 数 , 证 明 了 在 I 内 任 一 点 zxo 都 存在 左 、 


右 导 数 . 
证 ”下面 只 证 凸 函 数 了 在 zo 存在 右 导 数 , 同 理 可 证 也 存在 左 叶 数 和 了 为 四 


函数 的 情形 . 
设 0<hi 达 及; 则 对 zo<zo+Ai<xzo+R( 这 里 取 充 分 小 的 ho, 使 zo+ 
hE71), 由 引 理 中 的 (4) 式 有 
f(xo+h1) - f(xo) flxo+ h2) = f(ro) 
hi ， h? 
令 F(P) = 人 3+ 名 x0) , 故 由 上 式 可 见 F 为 增 函 数 . 任 取 x EI 且 


z' 达 xo, 则 对 任何 及 >0, 只 要 xot+h€1, 也 有 
f(xo) -He) < frot hy) Hzo = F(h) 


X00 入 
由 于 上 式 左 端 是 一 个 定数 ,因而 函数 FF(h ) 在 h>0 上 有 下 界 .根据 定理 3.10 极 
限 下 (hh ) 存 在 , 即 (x6) 存在 . D 


定义 2 设 曲 线 y= f(x) 在 点 (xo,f(zo)) 处 有 穿 过 曲线 的 切线 . 且 在 切 操 
近 旁 ,曲线 在 切线 的 两 侧 分 别 是 严格 凸 和 严格 止 的 ,这 时 称 点 (zo, f(x0)) 为 曲 
线 y= f(x) 的 拐 挟 . 

由 定义 可 见 , 扣 点 正 是 同和 由 曲线 的 分 界 
点 ,如 图 6 一 15 中 的 点 M. 

例 1 中 的 点 (0,0) 为 y=arctan z 的 描 点 . 
容易 验证 :正弦 曲线 y=sin z 有 拐点 (&r,0) ,并 
为 整数 . 

读者 容易 证 明 下 述 两 个 有 关 损 氮 的 定理 . 

定理 6.15 若 和 在 zo 二 阶 可 导 , 则 (zo， 
F(zo)) 为 曲线 y= F(z) 的 拐点 的 必要 条 件 是 f(zxo0)=0. 


pe Et ee 和 
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定理 6.16 设 f 在 xo 可 导 , 在 某 邻 域 U(xro) 内 二 阶 可 导 . 若 在 U' (xo) 
和 UU (zo) 上 了 (zz) 的 人行 号 相 及 , 则 (zo, f(zro)) 为 曲线 y= Frz) 的 拐点 . 

必须 指出 : 若 (xo, f(zxo)) 是 曲线 y= 了 f(z) 的 一 个 失 点 ,y= f(x) 在 .xo 的 导 
数 不 一 定 存在 . 请 考察 函数 y=Yzr 在 x =0 的 情况 . 


习 题 
1. 确定 和 下 列 函 数 的 凸 性 区 间 与 拐点 : 
(1) y=2z3 一 3z2 ~ 36x +25; (2) y= z+ 
(3) y=z2+ 一 | (4) y= in(x’ +1); 
1] 
(5) > 1+x2 
2. 问 a 和 4 为 何 值 时 ,点 (1,3) 为 曲线 y= ar + bx’ 的 拐点 ? 
3. 证 明 : 


(1) 若 三 为 凸 函 数 ,六 为 非 负 实数 , 则 Xf 为 凸 吨 数 ; 
(2) 车 f,g 均 为 凸 函数 , 则 f+ g 为 凸 贤 数 ; 
(3) 若 f 为 区 间 ] 上 由 聘 数 ,g 为 J 门 态 门 上 凸 增 函 数 , 则 gs* 太 为 上 凸 函 数 . 
4. 设 /为 区 间 工 上 严格 凸 函 数 .证 明 : 若 xo€ 1 为 了 的 极 小 值 点 , 则 xo 为 在 1 上 唯一 
的 极 小 值 点 . 
5. 应 用 四 函数 概念 证 明 如 下 不 等 式 : 


(1) 对 任意 实数 <c,p ,有 ei 1(e + e? ); 


(2) 对 任何 非 负 实数 a ,5, 有 2arctan ( 4 5 2 jarctan a + arctan 已 . 


6. 证 明 : 若 f,g 均 为 区 间 工 上 凸 函数 , 则 F(z)= max |F(z),g(Zz)i 也 是 二 上 吓 函 数 ， 
7. 证 明 .(1) 六 为 区 间 了 工 上 凸 函数 的 充 要 条 件 是 对 工 上 任意 三 点 ztK zz2<z3, 恒 有 
i x: 大工 1 
A=|1 za 所 zz)| 之 0i 
1 x3 f(x3) 
(2) f 为 严格 凸 孙 数 的 充 要 条 件 是 A 二 0. 
8. 应 用 詹 森 不 等 式 证 明 ， 
(1) 设 a;>0 (i=1,2,…,n), 有 
a 
Fe 


(2) 设 a;,b;>0 (i 二 1,2,…,n), 有 
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3 6 毅 数 图 象 的 讨论 


在 中 学 里 ,我 们 主要 依赖 描 点 作 图 法 画 出 一 些 简单 函数 的 图 象 . 一 般 来 说 ， 
这 样 得 到 的 图 象 比 较 粗 糙 ,无 法 确切 反映 函数 的 性 态 ( 如 单调 区 疗 , 极 值 点 , 凸 性 
区 间 ,拐点 等 ). 这 一 节 里 ,我 们 将 综合 应 用 在 本 章 前 几 节 学 过 的 方法 ,再 综合 周 
期 性 .奇偶 性 . 渐 近 线 等 知识 , 较 完 善 地 作出 郴 数 的 图 得. 

作 函 数 图 象 的 一 般 程 序 是 . 
. 求 函 数 的 定义 域 ; 
. 考察 函数 的 育 偶 性 .局 期 性 ; 
. 求 函 数 的 某 些 特殊 点 ,如 与 两 个 坐标 轴 的 交点 ,不 连续 点 ,不 可 导 操 等; 
. 确定 葡 数 的 单调 区 间 , 极 值 点 ,上 屿 性 区 间 以 及 抛 后; 
. 考察 浙 近 线 ; 
. 综合 以 上 讨论 结果 男 出 铺 数 图 象 . 

下 面 举例 说 明 如 何 按照 上 述 程序 作出 函数 的 图 象 

例 讨论 郴 数 f(z) = 7 一 zx* 一 + 十 1 的 性 态 , 并 作出 其 图 象 . 

解 ” 由 于 : 

f(z) ~ Vr- rxrt+ ~ V(r-1) .Yr+ri1, 

可 见 此 曲线 与 坐标 轴 交 于 (1,0),( 一 1,0),(0,1) 三 后. 

求 出 导数 . 


Oh 上 CD 后 


1 
由 此 得 到 稳定 点 x = - 3 ,不 可 导 点 x = 
~- 1. 但 因 函 数 在 x = +1 处 连续 ,yy |,- +1 


= o0, 所 以 在 z= 十 1 处 有 垂直 切线 . 
再 求 二 阶 导数 ,可 得 


1 
f (7) = 9 (rvV r+t+1) 

下 面 列表 图 示 (zx) 变 号 区 间 (f(zx) 

的 单调 区 间 ) 和 f(z) 变 号 区 间 ( 即 上 同性 区 
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万 外 ,曲线 y= 二 ~v Z 一 二 一 过 二 1 有 渐 近 线 
1 


yy 二 工 一 姜 . 
3 
这 样 我 们 就 可 作出 函数 图 象 如 图 6 一 16 所 示 . 中 
习 是 
按 阴 数 作 图 步骤 , 作 下 列 函数 图 象 : 
2 
(1) y= x +6x ~ 15x -20; (2) y= 7 
(3) y= x —2arctan 工 ; (4) y= xe ™) 
(5) y=37x” ~ Sx”; (6) Ver 
(7) y=(x- TDzs (8) y= |z|3(z-2). 


”$7 方程 的 近似 解 


在 实际 应 用 中 ,常常 求 方程 
f(x}=0 (1) 
的 解 . 而 方程 求解 的 方法 主要 有 两 种 :解析 法 和 数值 法 .解析 法 也 称 为 公式 法 ,得 
到 的 解 是 精确 的 ,比如 一 元 二 次 方程 的 求解 公式 .然而 并 不 是 所 有 的 方程 的 根 都 
能 通过 这 种 方法 而 求 得 .法国 著名 数学 家 伽 罗 瓦 (Galois) 在 19 世纪 就 证 明了 形 
如 
y= an 十 Ca 12 十 二 00 (as 天 0) 

的 代数 方程 , 当 ”之 5 时 ,一 般 不 存在 求解 公式 . 因此 对 于 一 般 方程 ,我 们 必须 寻 
求 其 它 的 求解 方法 . 

下 面 我 们 介绍 一 种 数值 解法 一 一 牛顿 切线 法 . 

设 f 为 [a ,5] 上 的 二 阶 可 导 消 数 ,满足 

fr): f(r)AKA0,fla): ro) < 0. 
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牛顿 切线 法 的 基本 思想 是 构造 一 收敛 点 列 {x, | ,使 其 极限 lim xz = § 恰好 
是 方程 (1) 的 解 .因此 当 2 充分 大 时 ,z, 可 作为 & 的 近似 值 . 下面 分 四 种 情形 进 
行 讨论 . 
(1) 设 f(z)<0, 了 F(x)>0. 从 而 有 f(a)>0,f(6b)<0, 并 设 f(&)=0. 今 
f(xn-1) 


To0=a,X, = xn-l|— 广 ( = 1,2,…. (2) 
因为 (xz)>0, 所 以 太 为 [ae ,5 上 的 严格 凸 熙 数 ,由 和 定理 6.13 

f(x)> fla)+f (a (ra),rE (l(a,bl. (3) 
设 zo0=a, 则 y= f(z) 在 点 a 的 切线 与 x 轴 的 交点 为 


fla)_ f(zwo) 
十 1 一 他 f (a) 一 XO fF (ro) 


由 (3) 式 可 知 f(zx1)>0( 见 图 6--17(1)). 


A 
| 
| 
| 
| 
| 

| 


(4) 


图 6--17 
以 [ zx ,0 代替 [a ,6 ] 重 复 上 述 步 又 可 将 y 二 了 f(z) 在 点 zl 的 切线 与 z 轴 光 
点 为 


2 二 X11 F(z) 
其 中 f(zx2)>0,a=Xxo<Xxi<rz2< EE< 06. 
如 此 继续 上 述 过 程 可 得 如 (2) 式 确定 的 点 列 j z, 上 .显然 ;zj 严格 递增 县 有 


rr i 人 
ar 
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上 帘 , 改 可 设 lim zu =c. 由 于 上 和 三 连续 ,对 (2) 式 取 极 限 ,得 
Ca 
f (ce) 
因而 有 Ac) =0. 由 三 严格 单调 ,可 知 方程 (1 的 解 唯 一 ,从 而 c= &. 
最 后 我 们 估计 以 作为 € 的 近似 值 的 旋 差 .由 中 值 定 理 
fxn) = fra) ~ f(E) = f (nr 一 sz 所 7<&, 


网 而 
fxn) 
9 
记 m= mn {IF (rl!, 
| Zr 一 上 < 


读者 可 类 似 讨论 余下 三 种 情形 . 

(2) Fr(z)>0,F(z)>0, 这 时 又 有 f(a)<0,f(65)>0; 

(3) f(r)>0,f 了 (xz)<0, 这 时 又 有 f(a)<0,/(65)>0; 

(4) F(z)<0,F(x)<0, 这 时 又 有 f(a)>0,7(6)<0. 
这 三 种 情形 的 图 象 分 别 如 图 6 一 17 中 的 (2)、(3)、(4) 所 示 . 对 它们 同样 能 构造 数 
列 (2) ,并 可 证 明 其 极限 是 方程 (1) 的 解 .只 是 在 (2)、(4) 两 种 情形 下 ,应 改 取 
ro 二 6 ,相应 得 到 的 1x, | 是 单调 促 减 的 . 

例 用 牛顿 切线 法 求 方程 xz -2zr2-4z-7=0 的 近似 解 ,使 误差 不 超过 
0.01. 

解 设 f(x)=x ?一 2x“ 一 4x 一 7. 求 得 导数 

f(r)=3r -4r-4= (3r+2)(r 一 2)， 
f(x)= 67r-4. 


容易 检验 x = -之 为 极 大 值 点 ,z =2 为 极 小 值 点 ,并 且 /|( - 务 )<0. 又 因 


lim fx) = 
im f(z)=+%, 所 以 方程 f(z)=0 有 和 且 只 有 
一 个 根 . 
注意 到 f(3) = 10<0,f(4)=9>0, 因 而 
方程 的 根 EE€ (3,4). 由 于 在 [3,4j 上 f(z)， 
f(x)>0, 因 此 它 是 属于 (2) 的 情形 ,如 图 6 18 
所 示 . 从 点 B(4,9) 作 切线 与 x 轴 相 交 于 


Xi1 三 4 一 = 4- 63.68 图 6 一 18 
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我 们 来 估计 以 zl 代替 & 的 误差 ;六 (xz) 在 [3,4] 二 的 最 小 值 为 mm = 11, 而 
f(xi)= f(3.68)=1.03, 由 误差 估计 公式 (4) 得 


| 1.03 
ml 


Tp 
ee 


11 ° 


而 七 各 >0.01, 因 此 尚 不 合 要 求 


骨 在 点 B (zl ,了 f(r!1)) 作 切线 , 求 得 


由 于 f(xz2) = 一 0.042 ,此 时 


HD 0:042 < 0.01， 
77? 11 


因此 取 6=*3.63 已 能 达到 所 要 求 的 精确 度 . [ 
习 起 


1. 求 到 - z2+2 的 实 根 到 三 位 有 效 数字 - 
2. 求 方程 z=0.538sin z+1 的 根 的 近似 值 . 


A 
总 练习 题 


] . 证 明 . 若 F(z) 在 有 限 开 区 间 (ay,b) 内 可 导 , 且 lim f(z)= lim f(x), 则 至 少 存在 一 点 
2. 证 明 : 若 >>0, 则 


(1) VzTi-VZ 其 中 十 <9(z) 志 了 ; 


.1 

2 区 十 G(x) 
(2) lim 0(2) = 闻 ， lim 0(z)= 方 . 

3. 设 范 数 f 在 [a ,5b] 上 连续 ,在 (a ,65) 内 可 导 , 且 a"5>0. 证 明 存 在 EE (a,6), 使 得 


1 a b . 
一 = f(§) - &f (8). 
| PERSIE A A 
4. 设 f 在 [a,6] 上 三 阶 可 导 , 证 明 存在 &E (a ,5) ,使 得 

fF(6) = fa + Fo aF (a) + 0) -0 -ap 
5. 对 F(z)=ln(1+z) 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 试 证 :对 Z0 有 


1 上 
0< T+ x) -<1 
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06. 设 a1,4a2，…,an 为 nn 个 正 数 , 且 
过 二 1 
f(z) = (人 一 42 于 


证 明 : (1) lim f(x)= VY ala2'"'an i 


(2) lim f(z)= maxial,a2," ,an). 
7. 求 下 列 极限 ， 
(1) lim (1 — x ) Ml x), (2) lim < — m1+ 2z), 
ml x 二 
2 
(3) lim 一 一 一. 
-0 St 、 妆 


8. 设 有 >0, 函 数 f 在 U(a;h) 内 具有 n+2 阶 连续 导数 , 旧 /2 了 (a) 关 0,f 在 U(a;h) 
内 的 泰勒 公式 为 
n) 
flat+h)=f(a)t+ ff (a)h+t+.*+ (ep 
+ at 的) 4 十 人 jar0<O<1 
(n+1)! 
证 明 ， linmg = 一 -5 
9, 设 太 >0, 试 问 有 为 何 值 时 ,方程 arctan x 一 kz = 二 0 存在 正 实 根 . 
10. 证 明 . 对 任 一 多 项 式 p(xz) ,一 定 存在 zl 与 x;y, 使 p(z) 在 (一 ,zx1) 与 (x2,+%) 分 
别 严格 单调 . 
11. 讨论 函数 


(1) 在 z=0 点 是 否 可 导 ? 
(2) 是 否 存在 z=0 的 一 个 邻 域 ,使 f 在 该 分 域内 单调 ? 
12. 设 函 数 f 在 [a,5] 上 二 阶 可 导 ， 1 )= 了 (65)=0. 证 明 存 在 一 点 &E (a ,0) ,使 得 


| f(é€) > 2 | f(6) ~ fla) |. 


13. 设 函 数 f 在 [0,a] 上 具有 二 阶 导数 , 且 | 了 (zx)| 声 M, /在 (0,a) 内 取得 最 大 值 . 坛 

证 
| fF(0) 1+1 f (a) I< Ma. 

14. 设 /在 [0,+ %) 上 可 微 , 且 0 志 f(z) 生 f(x),f(0)=0. 证 明 :在 [0, + %) 上 f(z 六 
0. 

15. 设 f(x) 满足 (x)+ 了 F(x)g(zr) -了 f(z)=0, 其 中 g(z) 为 任 一 函数 .证 明 ; 寿 
fzo)= f(x1)=0 (zo<z1); 则 在 Lxo,x1ij 上 和 便 等 于 人 0. 

16. 证 明 : 定 圆 内 接 正 n 边 形 面 积 将 随 n 的 增加 而 增加 . 

17. 证 明 ; /为 上 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 对 任何 zl,zzE 工 函数 
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p(4) = flAri + (1 — A)Zz2) 

为 [0,1] 上 的 凸 函数 

18. 证 明 :(1) 设 了 在 (a,+ co) 上 可 导 , 若 lim f(z)， lim f(z) 都 存在 , 则 

im f (x)=0. 
(2) 设 f 在 (a,+ 吕 ) 上 n 阶 可 导 . 若 lim f(x) 和 lim /*"(z) 都 存在 , 则 
lim f° (x) = 0(k= 1,2,.…,n). 

19. 设 /为 (- co, + oo) 上 的 二 阶 可 导 函 数 .车 /在 (- %, + co) 上 有 界 , 则 存在 

EE(-00,+o00), 使 fF(&)=0. 


$ 1 关于 实数 集 完备 性 的 基本 定理 


在 第 一 、 二 章 中 ,我 们 证 明了 关于 实数 集 的 确 界 原 理 和 数列 的 单调 有 界定 
理 , 给 出 了 数列 的 柯 西 收敛 准则 . 这 三 个 命题 以 不 同方 式 反 映 了 实数 集 RR 的 一 
种 特性 ,通常 称 为 实数 的 完备 性 或 实数 的 连续 性 . 可 以 举例 说 明 , 有 理 数 集束 不 
具有 这 种 特性 (本 节 习 题 4). 有 关 实 数 集 完备 性 的 基本 定理 , 除 上 述 三 个 外 ,还 
有 区 间 套 定理 、 聚 点 定理 和 有 限 覆 盖 定 理 ,在 本 节 中 将 阐述 这 三 个 基本 定理 ,并 
指出 所 有 这 六 个 基本 定理 的 等 价 性 . 下 一 节 中 将 应 用 这 些 基 本 定理 证 明 第 四 章 
中 已 给 出 的 关于 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 . 从 而 使 极限 理论 乃至 整个 数学 分 析 
能 建立 在 坚实 的 基础 之 上 . 


一 ”区 间 套 定理 与 柯 西 收 全 准则 


定义 1 设 闭 区 间 列 |[a, ,站 具有 如 下 人 性质 : 
(i) [a, ,6, J] OLarnrisbnt1d, n=1,2,.; 
(11) lim(b, 一 ao) 一 0， 
则 称 {[a, ,6 ]} 为 闭 区 间 套 ,或 简称 区 间 套 . 
这 里 性 质 (i) 表 明 ,构成 区 间 套 的 闭 区 间 列 是 前 一 个 套 着 后 一 个 , 即 各 财 区 


间 的 端点 满足 如 下 不 等 式 : 
a a 0 E01: (1) 


定理 7.1( 区 间 套 定理 ) 车 [a, ,b,j 是 一 个 区 间 套 , 则 在 实数 系 中 存在 唯 
一 的 一 点 < ,使 得 EE [a, ,Dj ,7 一 | ,2,..", Bl 


an ESb, ,n= 1,2,.…. (2) 
证 ”由 (1) 式 , |a,| 为 递增 有 界 数列 , 依 单调 有 界定 理 , {a, i; 有 极 孔 E, 且 有 
a En 二 上 < (3 ) 
同 理 ,递减 有 界 数 列 |5, 1 也 有 极限 ,并 按 区 间 套 的 条 件 (ii) 有 
limb, = liman 一 人， (4) 


县 


A i - 1 
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0 之 én = 1,2,…. (5) 
联合 (3)、(5) 即 得 (2) 式 . 
最 后 证 明 满 足 (2) 的 & 是 唯一 的 . 设 数 & 也 满足 
a, EZb,,n = 1,2,.…, 
则 由 (2) 式 有 
[1é€-€ lb, ~ ann = 1,2,. 
由 区 间 套 的 条 件 (ii) 得 
| E—& < lim(b, — an) = 0， 
故 有 上 二 &. 0 
由 (4) 式 容易 推 得 如 下 很 用 的 区 间 套 性 质 : 
推论 若 &€E[a,,b,] (n= 二 1,2,…) 是 区 间 套 {La ,6b,」 所 确定 的 点 , 则 对 
任 给 的 e>0, 存 在 N>0, 使 得 当 n>>N 时 有 
[a,,b, |] CU(E;e). 
注 “区间 套 定理 中 要 求 各 个 区 间 都 是 闭 区 间 ,才能 保证 定理 的 结论 成 立 . 对 


于 开 区 间 列 ,如 {(0, 土 )} ,虽然 其 中 各 个 开 区 间 也 是 前 一 个 包含 后 一 个 , 且 


im( 二 -0)=0, 但 不 存在 属于 所 有 开 区 间 的 公共 点 ， 
作为 区 间 套 定理 的 应 用 ,我 们 来 证 明 第 二 章 中 叙述 而 未 证 明 的 “数列 的 柯 西 


收敛 准则 ”( 定 理 2.10) , 即 
数列 1a,1 收 化 的 充 要 条 件 是 ;对 任 给 的 e>0, 存 在 N >0, 使 得 对 m,n 二 NN 


有 |a， -ai <e. 
证 [必要 性 ] 设 lima =A. 由 数列 极限 定义 ,对 任 给 的 。 >0, 存 在 
N>>0, 当 mm ,m >>N 时 有 


[1a -Ai< 直 ,laa-Al< 


€ 

2 2 ， 
因而 la, 一 a,| 所 |am -Ailt an -Al<F + = 

[充分 性 ] 按 假 设 ,对 任 给 的 。>0, 存 在 N >0, 使 得 对 一 切 2 之 N 有 
Ia -~ an| 志 e, 即 在 区 间 [an -ee,an +e] 内 含有 {a,| 中 几乎 所 有 的 项 (这 里 及 以 
下 ,为 叙述 简单 起 见 ,我们 用 "ia,| 中 几乎 所 有 的 项 ”表示 “1a | 中 除 有 限 项 外 的 
所 有 项 ). 

据 此 , 令 e = 二, 则 存在 Ni ,在 区 间 [avw - 方 ,ax, + 方 ] 内 含有 1aw| 中 几乎 


所 有 的 项 . 记 这 个 区 间 为 [ci ,pi 


， a ml ebp 
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再 令 & = 万 , 则 存在 N2(>>N1), 在 区 间 Lan, - 
几乎 所 有 的 项 . 记 

[up = Lan, - -aa 十 5 NN [La Bi), 
它 也 含有 {a, | 中 几乎 所 有 的 项 , 旦 满足 


[a1,B11 DO Laz2,B | RK Bp, — a < 记 . 


5,aN + 广 ] 内 含有 {a 中 


继续 依次 分 * = 方 ,…,75，…, 照 以 上 方法 得 一 闭 区 间 列 1[ a ,B11 ,其 中 每 


个 区 间 都 含有 |a,} 中 几乎 所 有 的 项 , 且 满足 
[ a, 8 WD La ,B41 ,7 一 1 2 ，……， 


8 -mw 入 和 一 0 (7 一 oo )， 


即 {[& ,8,] 是 区 间 套 .由 区 间 套 定理 ,存在 唯一 的 一 个 数 <E[a,8 (=1， 
2 …… ). 
现在 证 明 数 & 就 是 数列 je } 的 极限 .事实 上 ,由 定理 7.1 的 推论 ,对 任 给 的 
e >0 .存在 N>0, 使 得 当 > 六 时 有 
[a,,B | CU(é;e). 
因此 在 U(&;e) 内 含有 {a | 中 除 有 限 项 外 的 所 有 项 ,这 就 证 得 limaas=f. 


二 、 聚 点 定理 与 有 限 覆 盖 定 理 


定义 2 设 S 为 数 轴 上 的 点 集 ,& 为 定点 ( 它 可 以 属于 S, 也 可 以 不 属于 
S) 车 上 的 任何 邻 域内 都 含有 SS 中 无 穷 多 个 点 , 则 称 & 为 点 集 S 的 一 个 聚 所 


例如 ,点 集 一 1( 一 1)"+ 填 | 有 两 个 来 点 页 = -1 和 名 = 二 点 集 S= || 
只 有 -- 个 聚 点 &《=0; 又 契 $ 为 开 区 间 (c ,pb), 则 (e,5) 内 每 一 点 以 及 闪 氮 4、 
都 是 S 的 聚 点 ;而 正 整 数 集 N+ 没有 聚 操 ,任何 有 限 数 集 也 没有 聚 点 . 

聚 点 概念 的 另 两 个 等 价 定义 如 下 : 

定义 2 对 于 点 集 S, 若 点 & 的 任何 e 邻 域内 都 含有 3 中 异 于 &€ 的 点 , 即 
"(EE;e) 门 S 关 @, 则 称 & 为 S 的 一 个 聚 点 . 

定义 2 若 存 在 各 项 互 异 的 收敛 数列 {zx,1 CS, 则 其 极限 lim z， 二 称 为 S 
的 一 个 聚 上 挟 . 

关于 以 上 三 个 定义 等 价 性 的 证 明 ,我们 简 述 如 下 . 

定义 2-=> 定 义 2 是 显然 的 ,定义 2 之 定义 2 也 不 难得 到 ; 现 证 定义 2 之 定义 


I i 一 
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设 & 为 S( 按 定义 2 ) 的 聚 点 , 则 对 任 给 的 e>0, 存 在 zEU'(e,e) 门 S. 
令 el=1, 则 存在 z1 EU'(&;e) 门 S; 


令 e2=min( 广 ， ] 和 一 并 》, 则 存在 z2c U"(é;e2)[1S, 上 是 显然 Z2 天 工 1; 


过 旭 昌 于 呈 另 


令 e=min( 一 ,| 一 zn-1|),; 则 存在 x,EU"(é&;e,) 站 S, 自 zx, 与 二，… 


Xm-_-1 瑟 漠 . 
无 限 地 重复 以 上 步骤 ,得 到 S 中 各 项 互 异 的 数列 | zx, 1, 且 由 |& -x,| <e, 志 
一 , 易 见 limz， = EE. 口 
下 面 我 们 应 用 区 间 套 定理 来 证 明 聚 点 定理 . 
定理 7.2 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 至 点 定理 ) 实 轴 上 的 任 一 有 界 无 


限 点 集 S 至 少 有 一 个 聚 点 . 
证 因 S 为 有 界 点 集 , 故 存在 M>0, 使 得 SCI- M,Mj, 记 [ci,pij= 


[—-M,M|. 
现 将 [a ,6 ] 等 分 为 两 个 子 区 间 . 因 S 为 无 限 点 集 , 故 两 个 子 区 间 中 至 少 有 


一 个 含有 S 中 无 穷 多 个 点 , 记 此 子 区 间 为 fa,p，] , 则 [al ,pfla> ,5 , 且 
bp; — a 一 六 (bi Q1 1) = AI 


再 将 fa ,5 ] 等 分 为 两 个 子 区 间 , 则 其 中 至 少 有 一 个 子 区 间 含 有 S 中 无 穷 
多 个 点 ,取出 这 样 的 一 个 子 区 间 , 记 为 [as ,5 ], 则 [ca ,0 了 [aa3, 6353] , 且 
03 一 43 = 方 (62 -az2) = pi 
将 此 等 分 子 区 间 的 手续 无 限 地 进行 下 去 ,得 到 一 个 区 间 列 {[ a, ,2,1i, 它 满 
下 
[ a, , b, J _2 [ay HT | ,7 一 上 ,2 


一 > 人 (n -一 oo ), 


Ad 
2 一 1 
即 {[a, ,是 区 间 套 , 且 其 中 每 一 个 闭 区 间 都 含有 S 中 无 穷 多 个 凡 . 
由 区 间 套 定理 ,存在 唯一 的 一 点 EE [a, ,b,j ,n= 二 1,2,…. 于 是 由 定理 7.1 
的 推论 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 N>0, 当 n>N 时 有 [a,,5,JCU(E;e). 从 而 
U(&;e) 内 含有 S 中 无 穷 多 个 点 , 按 定义 2,& 为 S 的 一 个 聚 后 . 中 
推论 (致密 性 定理 ) 有 界 数列 必 含 有 收敛 子 列 ， 


bn — an = 
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证 设 {z,1 为 有 界 数列 . 若 |x,| 中 有 无 限 多 个 相等 的 项 , 则 由 这 些 项 组 成 
的 子 列 是 一 个 常数 列 , 而 常数 列 总 是 收敛 的 . 

若 数 列 |z, {不 含有 无 限 多 个 相等 的 项 , 则 | zx 在 数 轴 上 对 应 的 点 集 必 为 有 
界 无 限 点 集 , 故 由 聚 点 定理 ,点 集 |z,} 至少 有 一 个 聚 点 , 记 为 &. 于 是 按 定 义 2 ， 
存在 {x,1 的 一 个 收敛 子 列 (以 & 为 其 极限 ). 四 

作为 致密 性 定理 的 应 用 ,我 们 用 它 重 证 数列 的 柯 西 收敛 准则 中 的 充分 性 . 

证 ” 设 数列 fa,} 满 足 柯 西 条 件 . 先 证 明 {ia,} 是 有 界 的 .为 此 , 取 s=1, 则 存 
在 正 整 数 N, 当 m=N+1 及 n>N 时 有 

| a, ~ an+1 |<<1. 
由 此 得 | a， | = | a， -CN+1+aN+i 委 |a， —aN+1 | 十 lan+1il< anrti | +1. 令 
M = maxilail,1 al,…, lanl, | anv+il+1}, 

则 对 一 切 正 整数 均 有 |a, | 硅 M . 

于 是 ,由 致密 性 定理 ,有 界 数列 |a,| 必 有 收敛 子 列 {an | , 设 liman, 二 A. 对 任 
给 的 e>>0, 存 在 K>0, 当 m,n,k>K 时 ,同时 有 


| an - an 1< 5 (由 柯 西 条 件 )， 
La -Al< 7F( 由 lima =- A). 
因而 当 取 m= ni (之 & >K) 时 ,得 到 
an — A lla -an I+la, 一 人 反方 + 万 — €. 


这 就 证 明了 lima, = 人 A 品 

定义 3 设 S 为 数 轴 上 的 点 集 , 态 为 开 区 间 的 集合 ( 即 殖 的 每 一 个 元 素 都 
是 形 如 (ca,p8) 的 开 区 间 ). 若 S 中 任何 一 点 都 含 在 昌 中 至 少 一 个 开 区 间 内 , 则 称 
日 为 S$ 的 一 个 开 覆 盖 ,或 称 日 覆盖 S. 右 日 中 开 区 间 的 个 数 是 无 限 ( 有 限 ) 的 ， 
则 称 日 为 S 的 一 个 无 限 开 覆 盖 ( 有 限 开 禾 盖 ). 

在 具体 问题 中 ,一 个 点 集 的 开 覆 盖 常 由 该 问题 的 某 些 条 件 所 确定 .例如 , 厂 
函数 f 在 (a ,5) 内 连续 , 则 给 定 es >0, 对 每 一 点 zE(a,p), 都 可 确定 正 数 0.( 人 七 
依赖 于 与 z) ,使 得 当 关 EU(ziss) 时 有 |FGz)-Az)1<e. 这 样 就 得 到 一 
个 开 区 间 集 

H= i(r-6,r+6)lr EE (a,b)!, 
它 是 区 间 (a,b) 的 一 个 无 限 开 禾 盖 . 

定理 7.3 ( 海 涅 一 博 雷 尔 (Heine-Borel) 有 限 覆 盖 定 理 ) 设 五 为 团 区 则 

[a ,ob 的 一 个 (无 限 ) 开 覆盖 , 则 从 五 中 可 选 出 有 限 个 开 区 条 来 覆盖 [a ,5 |. 
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证 ”用 反 证 法 ”假设 年 理 的 结论 不 成 立 , 即 不 能 用 五 中 有 限 个 开 区 间 来 覆 
六 [a ,6]. 

将 [a ,6 等 分 为 两 个 子 区 间 , 则 其 中 至 少 有 一 个 子 区 间 不 能 用 态 中 有 限 个 
开 区 间 来 覆盖 . 记 这 个 子 区 间 为 [al,51j, 则 [as,b1jCla,6], 且 6 一 al= 


(6b-a). 
再 将 [ai,61] 等 分 为 两 个 子 区 间 , 同 样 ,其 中 至 少 有 一 个 子 区 间 不 能 用 玉 中 
有 限 个 开 区 间 来 覆盖 . 记 这 个 子 区 间 为 [ap,65;|], 则 [a2,52]Clal,61j,; 生 02 一 


oa) 


重复 上 述 步 骤 并 不 断 地 进行 下 去 , 则 得 到 一 个 闭 区 间 列 {[a; ,65,1 , 它 满足 
[a, ,b, | ED, [ay Dj ,7 一 1 ,之 


b, 一 a, = ji(6 -a)—0 (n 一 co )， 
即 {[< ,2 ]} 是 区 间 套 , 且 其 中 每 一 个 财 区 间 都 不 能 用 互 中 有 限 个 开 区 间 来 覆 


EE 

由 区 间 套 定理 ,存在 唯一 的 一 点 E€[a, ,b,j ,n= 二 1,2,…. 由 于 昌 是 [a,6] 
的 一 个 开 覆 盖 , 故 存在 开 区 间 (a,B8)EH, 使 EE (a,8). 于 是 ,由 定理 7.1 推论 ， 
当 nn 充分 大 时 有 

[ap CC (a,p). 

这 表明 [wa ,5 ] 只 须 用 日 中 的 一 个 开 区 间 (a ,8) 就 能 覆盖 ,与 挑选 Lav ,时 的 
假设 “不 能 用 日 中 有 限 个 开 区 间 来 覆盖 ” 相 矛 盾 . 从 而 证 得 必 仓 在 属于 瓦 的 有 
限 个 开 区 间 能 覆盖 fa ,6]. 吕 

注 ”定理 7.3 的 结论 只 对 闭 区 间 [a ,5] 成 立 , 而 对 开 区 间 则 不 一 定 成 立 . 例 
如 , 开 区 间 集 合 | (二 上 ,1)| (n=1,2,…) 构 成 了 开 区 间 (0,1) 的 一 个 开 履 盖 , 但 
不 能 从 中 选 出 有 限 个 开 区 间 盖 住 (0,1). 

* 三 ”实数 完备 性 基本 定理 的 等 价 性 


至 此 ,我 们 已 经 介绍 了 有 关 实 数 完备 性 的 六 个 基本 定理 , 即 
1. 确 界 原理 (定理 1. 1); 

2. 单调 有 界定 理 ( 定 理 2.9); 

3. 区 间 套 定理 (定理 7.1); 

4. 有 限 覆 盖 定 理 ( 定 理 7.3); 

5. 聚 点 定理 ( 征 理 7.2); 


om he et EE 
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6. 柯 西 收敛 准则 (定理 2.10). 

在 本 书 中 ,我 们 首先 证 明了 确 界 原理 ,由 它 证 明 单 调 有 界定 理 , 册 用 单调 有 
界定 理 导 出 区 间 套 定理 ,最 后 用 区 间 套 定理 分 别 证 明 余 下 的 三 个 定理 .事实 上 ， 
在 实数 系 中 这 六 个 命题 是 相互 等 价 的 , 即 从 其 中 任何 一 个 命题 都 可 推出 其 余 的 
五 个 命题 .对 此 ,我 们 可 按 下 列 顺序 给 予 证 明 ， 

1 一 2 一 3 一 4 一 0 一 1 . 
其 中 1 二 2,2 过 3 与 3 一 4 分 别 见 定理 2.9,7.1 与 7.3;4=>5 和 5 二 6 请 读者 作为 
练习 自 证 ( 见 本 节 习 题 8 和 9); 而 61 见 下 例 . 

例 1 用 数列 的 柯 西 收敛 准则 证 明确 卉 原理 . 

证 设 S 为 非 空 有 上 界 数 集 . 由 实数 的 阿 基 米 德 性 ,对 任何 正 数 c ,存在 整 
数 氏 ,使 得 1 = ka 为 S 的 上 界 ,而 4 一 a = (ks 一 1)a 不 是 S$ 的 上 界 , 即 存在 


a € 9S, 使 得 a >(k, -1)a. 
分 别 取 a = 二 ,n=1,2,…, 则 对 每 一 个 正 整数 ”, 存 在 相应 的 Ms, 使 得 4。 
为 S 的 上 界 ,而 4， -一 不 是 S 的 上 界 , 故 存在 a“€ S, 使 得 
a” > 一 了 (6) 
又 对 正 整 数 n,4。 是 S 的 上 界 , 故 有 X 之 a .结合 (6) 式 得 4, -4s< 盖 ; 同 理 有 


4 -<< 十 .从 而 得 
hi 


| A 一 An < max| 广 ， 三 ] 
m 


nn 


于 是 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 N>0, 使 得 当 m ,n>N 时 有 


| 4A, — A | 之 e. 
由 柯 西 收 化 准则 ,数列 {14,1 收敛 , 记 
lim4, = 4. (7) 


现在 证 明 4 就 是 S 的 上 确 界 . 首 先 ,对 任何 a€ S 和 正 整 数 ? 有 a 二 4，, 由 
(7) 式 得 a 之 X, 即 4 是 S 的 一 个 上 界 .其 次 ,对 任何 8>0, 由 六 -0 (2oo) 及 


(7) 式 ,对 充分 大 的 同时 有 


1 .8 6 
Dh >A4-7: 
又 因 -二 不 是 S 的 上 界 ， 故 存在 w'E S ,使 得 ao >4s 一 .结合 上 式 得 


n 


rn ri EH i 
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0 0 _ 
a >4-7 -7 = 人 一 和. 
这 说 明 1 为 S 的 上 确 界 . 
同 理 可 证 : 若 S 为 非 空 有 下 界 数 集 , 则 必 人 存在 下 确 界 . 品 
习 题 


1. 验证 数 集 |(- 1)"+ 二 1 有 且 只 有 两 个 育 点 各 = -1 和 名 = 1 

2. 证 明 :任何 有 限 数 集 都 设 有 聚 点 . 

3. 设 {(a, ,5;)| 是 一 个 严格 开 区 间 套 , 即 满足 

qa<<a 人 bb <b, 
且 lim( as) =0. 证 明 :存在 唯一 的 一 点 6, 使 得 
a <EZb n= 1,2,.…. 

4. 试 举例 说 明 .在 有 理 数 集 内 , 确 界 原理 .单调 有 界定 理 、 聚 点 定理 和 柯 西 收 敛 准 则 一 般 

都 不 能 成 立 . 


5. 设 昌 = 和 一 5, 让) w=1,2,…|. 问 


(1) 日 能 否 覆 盖 (0,1? 
(2) 能 否 从 且 中 选 出 有 限 个 开 区 间 覆 盖 (i)(0, 方 ), (i) (D0,1)? 


6. 证 明 : 闭 区 间 [a,5] 的 全 体 际 点 的 集合 是 [a ,bj 本 喘 . 
7. 设 {z } 为 单调 数列 .证 明 :者 {z,| 存 在 聚 点 , 则 必 是 唯一 的 , 且 为 1zu*j} 的 确 界 。 


8. 试用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 聚 点 定理 . 
9. 试用 聚 点 定理 证 明 柯 西 收敛 准则 . 


$2 ” 闭 区 间 上 连续 函数 性 质 的 证 明 


在 本 节 中 ,我 们 将 利用 关于 实数 完备 性 的 基本 定理 ,来 证 明 第 四 章 $2 中 给 
出 的 闭 区 间 上 连续 函数 的 基本 性 质 . 

有 界 性 定理 ” 若 函 数 f 在 闭 区 间 [a,65j 上 连续 , 则 ff 在 [a,5j] 上 有 筑 ， 

证 「 证 法 一 ]( 应 用 有 限 覆盖 定理 ) ”由 连续 函数 的 局 部 有 界 性 (定理 4.2)， 
对 每 一 点 x E[a,61, 都 存在 邻 域 U(x ;6 ) 及 正 数 Mz ,使 得 

| f(z) I Me,r EE U(r’;6.) NN [a,b]. 
考虑 开 区 间 集 
H= {U(r’;6.)|xz € [ao 


站 本 四 
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显然 及 是 [a , 旨 j 的 一 个 无 限 开 覆盖 .由 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 互 的 一 个 有 限 子 集 
= IU(z36) | x € La,b]),i = 1,2,.…,k| 
覆盖 了 [a ,5] , 且 存 在 正 数 Mi ,1M;,… ,Mi ,使 得 对 一 切 5 E U(x;;S;) 站 [a ,6] 
有 |f(x)|Mi,i=1,2,…,k. 令 
Ra 

则 对 任何 zxEla,pj,z 必 属 于 革 U(zi;6;) 之 |f(z)| 志 Mj; 过 M .这 就 证 得 了 在 
[a ,b] 上 有 界 . 品 

[证 法 二 j( 应 用 致密 性 定理 ) ”倘若 f 在 [a,bj] 上 无 上 界 , 则 对 任何 正 整数 
n ,存在 zx, ELa,bj, 使 得 f(x,)>n. 依 次 取 n=1,2,…, 则 得 到 数列 | xz, CC 
[a ,51]. 由 致密 性 定理 , 它 合 有 收 第 子 列 i zi , 记 Jimz。 = &. 由 a 委 zn 二 6 及 数 


列 极限 的 保 不 等 式 性 ,6E [a ,5]. 利 用 了 在 点 连续, 推 得 
limf(zn) = f(§) <+ oo (1) 
另 一 方面 ,由 x 的 选取 方法 又 有 
f(x) > mk >+ o> lmf(r,)=+™, 

这 与 (1) 式 相 了 矛盾 .所 以 在 [ce ,8] 上 有 上 界 .类 似 地 可 证 f 在 [a,5j 上 有 下 界 ， 
从 而 f 在 [a ,5j 上 有 界 . 口 

最 大 、 最 小 值 定理 (定理 4.6) 若 函 数 f 在 闭 区 间 | a， 门 上 连续 则 y 在 
[a ,6 ] 上 有 最 大 值 与 最 小 值 . 

证 〈 应 用 确 界 原理 ) 由 于 已 证 得 f 在 [a ,oj 上 有 界 , 故 由 确 界 原 理 ,j 的 
值 域 FL[< ,5]) 有 上 确 界 , 记 为 M. 以 下 我 们 证 明 : 存 在 EE€la,51, 使 f(&)= 
M . 倘若 不 然 , 对 -- 切 zxE[a,bj 都 有 f(x)<M. 令 


g(xX) = ye E [a,b]. 
易 见 函数 g 在 [a ,65] 上 连续 , 故 g 在 [a,51] 上 有 上 界 . 设 G 是 g 的 一 个 上 界 , 则 
0< g(x) = yey rE€la,blj. 


从 而 推 得 
f(z) <M- t,x € [a,b]. 


但 这 与 M 为 F([a ,5]) 的 上 确 界 (最 小 上 界 ) 相 矛盾 .所 以 必 存 在 sE [La ,bj ,使 
FE)=M, 即 f 在 [a ,6b] 上 有 最 大 值 . 同 理 可 证 f 在 [a,5] 上 有 最 小 值 . 口 

介 值 性 定理 (定理 4.7) 设 函 数 f 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 且 ja) 天 
Ff(5). 车 x 为 介 于 f(a) 与 f(5) 之 间 的 任何 实数 (f(a)<py<f(5) 或 f(a)>p 
> f(5)), 则 存在 xzoE(a,b), 使 得 f(xz0)=y. 
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证 [证 法 一 儿 应 用 确 界 原理 ) 不 妨 设 f(a)<y<f(5b). 令 g(xz)=f(z)- 
4 , 则 g 也 是 ia ,5j 上 的 连续 函数 , 且 g(a)<<0,g(5)>0. 于 是 定理 的 结论 转化 
为 :存在 xoE (a,6), 使 得 g(xzo)=0. 这 个 简化 的 情形 称 为 根 的 存在 性 定理 ( 定 
理 4.7 的 推论 ). 

记 天 =!}zjg(z)>0,zEfla,p 1. 显然 忆 为 非 空 有 界 数 集 (ECla,6bj] 且 
bEE), 故 由 确 界 原理 ,天 有 下 确 界 , 记 zxo==infE. 因 g(a)<0,g(b)>>0, 由 连 
续 函 数 的 局 部 保 号 性 ,存在 >>0, 使 得 在 [a ,a +6) 内 g(x)<0, 在 (5 一 65,65] 内 
g(xz)>0, 由 此 易 见 zo 天 azo 天 05, 即 ro€ (a ,6). 

下 证 g(zo)=10. 倘 若 g(zo) 天 0, 不 妨 设 g(zo)>0, 则 又 由 局 部 保 号 性 , 存 
在 U(zoi7) (C(a,0)), 使 在 其 内 g(z)>0, 特 别 有 g(zo- 子 )>0=zo 一 也 
EE. 但 这 与 zo=inf 巨 相 矛盾 , 故 必 有 8g(Czo) 三 0. 口 

[证 法 二 ]( 应 用 区 间 套 定理 ) 同上 述 证 法 一 ,我 们 把 问题 转化 为 证 明 根 的 
存在 性 定理 , 即 若 函 数 g 在 [a ,bj 上 连续 ,g(e)<0,sg(o)>0, 则 存在 zoc (a， 


b ) 使 得 g(zo) = 0. 
将 [a ,6b ] 等 分 为 两 个 子 区 间 [a,c] 与 [c,5]. 若 gl(c)=0, 则 <c 即 为 所 求 ; 符 
g(c) 关 0, 则 当 g《(c)>0 时 记 [al,b1」= [ac], 当 gc)<0 时 记 [aliy, pb = c， 


b]. 于 是 有 g(a1)<0,g(61)>0, 且 
asbi] C [a,b],bi -a1= (6b -a). 
再 从 区 间 [ai,61] 出 发 ,重复 上 述 过 程 ,得 到 ;或 者 在 [a1,b1j 的 中 点 cl 上 有 
g(ci) =0, 或 者 有 闭 区 间 [a2,62], 满 足 g(a2)<0,g(6b2)>0, 且 
[a2,62 |] C [ai,bil,b2 - a2 = (6 — a). 


将 上 述 过 程 不 断 地 进行 下 去 ,可 能 出 现 两 种 情形 . 

(1) 在 某 一 区 间 的 中 点 C; 上 有 gt(c;)= 二 0, 则 Ci 即 为 所 求 ; 

(2) 在 任 一 区 间 的 中 点 c;, 上 均 有 g(ci) 天 0, 则 得 到 闭 区 间 列 ja bj， 
满足 g(a,)<0,g(6b,)>0, 是 

ass br1] TC [ansbn], bs — an = (6 _ a) un = 1,2,° 

由 区 间 套 定理 ,存在 点 zoE[a ,brj,n=1,2,…. 下 证 gr(zo)=0. 倘 石 pg(CZ0) 天 
0 .不 妨 设 g(xo)>0, 则 由 局 部 保 号 性 ,存在 U(zo;6) ,使 在 其 内 有 g(x) >0. 而 
由 定理 7.1 的 推论 , 当 nn 充分 大 时 有 [a, ,64]CU(zxo;6), 因 而 有 g(a,)>0. 但 
这 与 [a, ,5b, ] 选 取 时 应 满足 的 g(a,)<0 相 矛 盾 , 故 必 有 g(zo) 二 0 口 
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一 致 连续 性 定理 (定理 4.9) 车 函数 f 在 闭 区 间 [a,65] 上 连续 , 则 了 在 
la,blt— | 

证 [证 法 一 (应 用 有 限 覆 盖 定 理 ) 由 了 在 lc,p]j 上 的 连续 性 , 任 给 es >0， 
CT 6 都 在 在 9 >0, 便 得当 EC ) 时 有 


| f(x )— f(x) 1< > (2) 
考虑 开 区 间 集 合 
H= 1U(z, 宁 )| ze [ao 
显然 互 是 [a,p] 的 一 个 开 覆 盖 . 由 有 限 覆 盖 定 理 ,存在 日 的 一 个 有 限 子 集 
= 1U(z 3 = 1,2, -| 
覆盖 了 La ,25 |. 记 
?= in 2)>0. 


a x ,x Efa,bl,lx -x |<<6,x 必 属 于 昌 ” 中 某 开 区 间 , 设 工 的 


U(zi; 空 ) 即 |x 一 z1< 和 .此 时 有 


1? 2 
ir -x llr -rx I+lr -xl< 9 ++ = 0i， 
故 由 (2) 式 同时 有 
| f(x) - f(x) 1< 和 | fl”) — f(z) 1< 7. 

由 此 得 | f(x ) 一 f(x )| 达 e. 所 以 f 在 La ,bj] 上 一 致 连续 . 0 

[证 法 二 ]( 应 用 致密 性 定理 ) 用 反 证 法 .倘若 f 在 [a ,5pj 上 不 一 致 连续 , 则 
存在 某 eo>0, 对 任何 5>0, 都 存在 相应 的 两 点 rz ,7T Ela,bj, 尽 管 |x -x | 
<8G, 但 有 
| f(z )— f(x ) 1 之 so 


令 = 工 (m 为 正 整数 ), 与 它 相应 的 两 点 记 为 zz E14a,b], 尽 管 |x* 1< 


二 ,但 有 

| f(r) — f(xn) | €0. (3) 
当 取 遍 所 有 正 整数 时 ,得 数列 |x| 与 |x%1Cla,bj. 由 致密 性 定理 , 行 在 
[| 的 收 合子 列 [z 1, 设 x 一 z0E[a,6b] (k 一 0). 同 时 由 


A 1 -i Hr 机 可 
| Tn Xnl< Ir Xo Eg Tn Tn|ltlxn™ 70 一 0 (k— %), 
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又 得 Zn To(k> 0 ). 
最 后 ,由 (3) 式 有 
| f(xn) — f(xn) I 0, 
在 上 式 中 令 k 一 co, 由 f 的 连续 性 及 数列 极限 的 保 不 等 式 性 ,得 到 
0=1 f(xzo) -flro) 1= lim | f(r) - f(xn) 12 eo. 
这 与 eop>0 相 巴 盾 . 所 以 了 在 [a ,5j 上 一 致 连续 . 品 


习 题 


1. 设 f 为 R 上 连续 的 周期 殴 数 .证 明 . ff 在 R 上 有 最 大 值 与 最 小 值 . 
2. 设 1 为 有 限 区 间 . 证 明 ; 若 f 在 1 上 一 致 连续 , 则 ff 在 1 上 有 界 .举例 说 明 此 结论 当 了 
为 无 限 区 间 时 不 一 定 成 立 . 


3. 证 明 ; /(z)= sz 在 (0, + co) 上 一 致 连续 


4. 试用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 根 的 存在 定理 . 
5. 证 明 : 在 (ea,8) 上 的 连续 函数 f 为 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 f(a + 0) 与 /5 一 0) 都 存 


在 . 
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定义 1 若 在 数 a 的 任 一 邻 域内 含有 数列 iz, | 的 无 限 多 个 项 , 则 称 a 为 
jz 的 一 个 聚 点 
/2 ，y2 


例如 ,数列 !{( 一 1)” 一 二 | 有 聚 点 -1 与 1; 数 列 fsin 4 | 有 一 1, 一 祁 ,0, 闻 


和 1 五 个 聚 点 ;数列 | 二 ;只 有 一 个 聚 点 0; 常 数列 11,1,…,1,…} 只 有 一 个 聚 点 


1. 
注 点 列 (或 数列 ) 的 聚 点 定义 与 上 一 节 中 关于 点 集 ( 或 数 集 ) 的 聚 点 定义 古 


有 区 别 的 . 当 把 点 列 看 作 点 集 时 ,点 列 中 对 应 于 相同 数值 的 项 ,只 能 作为 一 个 点 
来 看 待 .如 上 述 点 列 |sin 281 作 为 点 集 来 看 待 时 , 它 仅 含有 五 个 点 , 即 


:NR 一 2 V2 
sin 4 = 1-1, 3 ,0,3 ， 


@ 本 节 中 同 前 面 一 样 ,不 区 分 实数 与 数 轴 上 的 点 ,因此 点 列 的 聚 点 等 同 于 数列 的 聚 点 .数列 或 点 列 
的 聚 点 也 称 为 极限 点 . 


mh ee er hte Lie Eh th rH Hh ee rt 
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按 点 集聚 点 的 定义 ,这 个 有 限 集 没 有 聚 点 .然而 ,我 们 在 点 列 聚 点 的 定义 中 只 考 
虑 项 ,只 要 在 一 点 的 任意 小 邻 域 内 聚集 了 无 穷 多 个 项 (不 论 其 数值 是 否 相同 ) ,该 
点 就 成 为 点 列 的 聚 点 .所 以 ,点 列 的 聚 点 实际 上 就 是 其 收 剑 子 列 的 极限 . 

定理 7.4 有 界 点 列 ( 数 列 )!x, | 至少 有 -- 个 聚 点 , 且 存 在 最 大 聚 点 与 最 小 
聚 点 . 

证 ”关于 {z, |} 聚 点 存在 性 的 证 明 ,完全 类 侯 于 定理 7.2 的 证 明 方法 ,只 须 
把 那个 证 明 中 的 “无 限 多 个 点 " 改 为 “无限 多 个 项 即 可 . 

至 于 最 大 聚 点 的 存在 性 ,只 须 在 定理 7.2 的 证 明 过 程 中 , 当 每 次 把 区 加 
[a _1,b_1] 等 分 为 两 个 子 区 间 时 ,车 右边 一 个 含有 {xz, 1 中 无 穷 多 个 项 , 则 取 化 
为 [ab ], 否则 取 左 边 的 子 区间 为 [ai ,bij]. 这 样 的 选取 方法 既 保 证 了 每 次 选 出 
的 [a; ,b; ] 都 含有 {x, | 中 无 限 多 个 项 ,同时 在 [ai, 64j] 的 右边 却 至 多 只 有 | zx, {的 
有 限 个 项 ,于 是 由 区 间 套 i[a, ,bi] 所 确定 的 点 列 |x, 1 的 聚 点 & 必 是 1x, | 的 最 


大 此 点 . 因 若 不 然 , 设 男 有 |z, | 的 聚 点 5>&, 则 令 8= 广 (一)>0, 在 U(5;6) 


内 含有 jz 中 无 限 多 个 项 .但 当 充分 大 时 ,U(E,6) 将 完全 落 在 [a, ,6b; ] 的 右 
边 ,这 与 区 间 列 和 a,b,]1 的 上 述 选取 方法 相 泌 盾 .所 以 必 为 {zx,1 的 最 大 取 
类 似 地 ,只 要 把 每 次 优先 挑选 右边 一 个 子 区 间 改 为 优先 挑选 左边 一 个 , 驶 能 
证 得 最 小 聚 点 的 存在 性 . [| 
定义 2 有 界 数列 (点 列 )!z, | 的 最 大 聚 点 A 与 最 小 聚 点 4 分 别称 为 i x, i 
的 上 极限 与 下 极限 , 记 作 
A = lm Zn ， A= lm 


由 定理 7.4 立刻 可 得 :任何 有 界 数列 必 存 在 上 .下 极限 ， 


例 1 
Im 1 lm 1 
limsin’# = 1 limsin 4 = 1 
lim— = lm—=0 


定理 7.5 对 任何 有 界 数 列 |x,1 有 
lim xz» < lim zx,. 


定理 7.6 limzx,=A 的 充 要 条 件 是 lim zv = limzu=A 
以 上 两 个 定理 的 证 明 由 定理 7.4 与 定义 2 立即 可 得 . 
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定理 7.7 设 {z,} 为 有 界 数列 . 

(1) A 为 |x,1 上 极限 的 充 要 条 件 是 : 任 给 e >0， 

(i) 存在 N >0, 使 得 当 n>N 时 有 x,<<A +e; 

(ii) 存在 子 列 {z | ,zw >A-e,k=1,2,…. 

(2) A 为 x,1 下 极限 的 充 要 条 件 是 ; 任 给 s >0， 

(i) 存在 N >0, 使 得 当 m>N 时 有 zz >A 一 ei 

(ii) 存在 子 列 | ra i ,xn <A+e,k=1,2,.…. 

证 (1)[L 必 要 性 因 去 是 jz 的 聚 点 , 故 对 任 给 的 e >0, 在 U(A;e) 内 
含有 {xz 中 无 穷 多 项 , 设 为 | zw 1, 则 有 Zn >A-e,k=1,2,.…. 

又 因 A 是 {x, | 的 最 大 到 点 , 故 在 A +e 的 右边 至 多 只 有 |z, 的 有 限 个 项 ， 
设 此 有 限 项 的 最 大 下 标 为 N, 则 当 n>N 时 有 xz,<Ate. 

[充分 性 ] 任 给 s >0, 由 条 件 (i) 和 (ii) 易 见 ,在 U(A;e) 内 含有 {zx,} 中 无 


又 设 a>A. 记 e= 方 (a -及 ), 则 由 条 件 (i) 易 见 在 U(a;e) 内 至 多 只 有 


ir, | 中 有 限 个 项 , 故 a 不 是 {x, 1 的 聚 点 .所 以 A 是 {zx, | 的 最 大 到 点 . 

(2) 类 似 地 证 明 . 品 

定理 7.7 的 另 一 种 形式 如 下 : 

定理 7.7” 设 {zy ij 为 有 界 数列 . 

(1) A 为 {zx,1 上 极限 的 充 要 条 件 是 ;对 任何 a >A, [zz | 中 大 于 a 的 项 至 多 
有 限 个 ;对 任何 pB<A ,1!z,! 中 大 于 8 的 项 有 无 限 多 个 . 

(2) A 为 {x,1 下 极限 的 充 要 条 件 是 :对 任何 8<A,{x,! 中 小 于 B 的 项 至 多 
有 限 个 ;对 任何 ec> 双 ,jz 中 小 于 a 的 项 有 无 限 多 个 . 

定理 7.8( 上 、 下 极限 的 保 不 等 式 性 ) 设 有 和 界 数 列 1a,1, {15,1 满足 :存在 No 
>0, 当 n> No 时 有 a, 二 5,, 则 


lima, < limb;, ;lima 和 np， 
PO rn— DD Nn— od 


特别 , 若 a,B 为 常数 ,又 存在 No>0, 当 n>>No 时 有 a<a, 委 8, 则 


a < lima, < liman Sp. 
nO no 


这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 . 
例 2 设 |a,| ,15, | 为 有 界 数列 .证 明 
lim(an + 64) < liman + limb, (1) 


证 设 lima， =A, limb,= B. 由 定理 7.7, 对 任 给 的 。>0, 存 在 N>>0, 当 


2 时 
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n>>N 时 有 
€ 
2 


再 利用 上 极限 的 保 不 等 式 性 (定理 7.8) 得 
lim(a, + 6,) 夺 A +B+e. 
故 由 es 的 任意 性 得 lim(a, + 5b,) 志 A+B, 即 (1) 式 成 立 . - 
注 (1) 式 有 可 能 成 立 严格 的 不 等 式 .例如 , 设 w =(-1)7 .0 =( 一 1)2 7 ， 
则 易 见 (1) 式 左边 等 于 0, 右边 等 于 2. 
定理 7.9 设 1x,| 为 有 界 数列 . 
(1) A 为 zx,1 上 极限 的 充 要 条 件 是 


qa, < A+E,b, <B+ Ea, +b <A+Bte. 


A= lim supi zk (2) 
(2) A 为 {zi 下 极限 的 充 要 条 件 是 
A= lim inf il xe! (3) 


做 过 第 二 章 $ 3 习题 12 的 读者 ,对 这 个 定理 应 该 不 会 感到 卫生 ,并 能 自行 
写 出 其 证 明 .有 些 教科 书 上 也 用 (2)、《3) 分 别 作为 有 界 数列 |x,1 上 、 下 极限 的 定 


义 . 
若 定 义 1 中 的 a 可 人 允许 是 非 正常 点 + ceo 或- co, 则 定理 7.4 可 相应 地 扩充 


为 , 任 一 点 列 {z jj 至 少 有 一 个 聚 点 , 且 存 在 最 大 聚 点 与 最 小 聚 点 . 
不 难 证 明 ; 无 上 (下 ) 界 点 列 的 最 大 (小 ) 聚 点 为 +co(- co). 于 是 ,无 上 (下 ) 
界 点 列 有 非 正常 上 (下 ) 极 限 + co( - co). 例 如 ， 
lim((-1)"+l)n=+%, lim 一 1 二 1 二 0 
lim(— 1)"n =+%,lim(- 1)"n 三 一 oo. 
注 ”对 于 非 正常 上 、 下 极限 ,上 述 定 理 7.5 至 7.9 也 成 立 (其 中 定理 7.7 应 
作 相 应 的 修改 .例如 , lim xz, 二 + oo 的 充 要 条 件 是 


lim xz, = lmz， =+ %). 
no 1 


习 是 
1. 求 以 下 数列 的 上 \ 下 极限 ， 
(D HE+(-D" (2) | (DF 1|; 
(3) {2n+1|: (4) | -22 sin 2 
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(5) + 1lgn I ; (6) I cos 和 
2. 设 ia,| 2 为 有 界 数列 ,证明 ; 
(1) lim a, = - lim( 一 an); 
(2) 种 w+ limb<lim (on + b,); 
(3) 车 a >0,6, >0 (n=1,2,…), 则 
lima, limb, < lmawp,, lim a limb, > limapn; 


(4) 若 a, >0, lima, >0, 则 


nH 


3. 证 明 : 若 | an| 为 递增 数列 , 则 im au = lima,. 


4. 证 明 :车 ou>0 (n=1,2,…) 且 ima,* Him 一 =1, 则 数列 |a,| 收 介 


$5. 证 明定 理 7.8. 
6. 证 明定 理 7.9. 


总 练习 题 


1. 证 明 . |x, | 为 有 界 数列 的 充 要 条 件 是 |zx,1 的 任 一 子 列 都 存在 其 收敛 子 列 . 
2. 设 f 在 (a ,5) 内 连续 , 且 lim f(z)= im f(x)=0. 证 明 ; /在 (a,5) 内 有 最 大 值 或 最 


小 值 . 

3. 设 /在 [a,6] 上 连续 ,又 有 {xs| Cla,5j, 使 lm f(za)=A. 证 明 : 存 在 zxoELa,bj, 使 
得 f(xo)= A. 

4. 设 函 数 f 和 g 都 在 区 间 1 上 一 致 连续 . 

(1) 若 了 为 有 限 区 间 ,证 明 f*g 在 1 上 一 臻 连续 ， 

(2) 若 了 为 无 限 区 间 ,举例 说 明 fg 在 1 上 不 一 定 一 致 连续 . 

5. 设 f 定 义 在 (a,65) 上 .证 明 : 车 对 (a,5) 内 任 一 收敛 数列 和 z,| ,极限 lm f(z,) 都 在 在 ， 
则 f 在 (a ,5) 上 一 致 连续 . 

6. 设 函 数 f 在 [a ,+ co) 上 连续 , 且 有 斜 渐 近 线 , 即 有 数 65 与 c ,使 得 

lim [f(x)- br- cl=0. 

证 明 f 在 [a,+%) 上 一 致 连续 . 
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第 八重 不 定 积 分 


$ 1 不 定 积分 概念 与 基本 积分 公式 


正如 加 法 有 其 逆 运 算 减法 ,乘法 有 其 逆 运 算 除 法 一 样 ,微分 法 也 有 它 的 逆 运 
算 一 一 积分 法 .我 们 已 经 知道 ,微分 法 的 基本 问题 是 研究 如 何 从 已 知 项 数 求 出 它 
的 导 函 数 , 那 么 与 之 相反 的 问题 是 : 求 一 个 未 知 函 数 ,使 其 导 函 数 恰 好 是 某 一 已 
知 清 数 .提出 这 个 逆 问 题 ,首先 是 因为 它 出 现在 许多 实际 问题 之 中 .例如 ;已 知 速 
度 求 路 程 ;已 知 加 速度 求 速度 ;已 知 曲线 上 每 一 点 处 的 切线 斜率 (或 斜率 所 满足 
的 某 一 规律 ), 求 曲线 方程 等 等 . 本 章 与 其 后 两 章 ( 定 积分 与 定 积分 的 应 用 ) 构 成 
一 元 畏 数 积分 学 . 


一 ， 原 函数 与 不 定 积分 


定义 1 设 函 数 f 与 F 在 区 间 1 上 都 有 定义 . 若 
F(xr)= f(r),r ETI 
则 称 下 为 f 在 区 间 I 上 的 一 个 原 范 数 . 


例如 ,二 za 是 z2 在 ( - co, + co) 上 的 一 个 原 函数 ,因为 (了 z3) =z?; 又 如 


-cos 27 与 一 广 cos 27 十 1 都 是 sin 2 并 在 (- co,+co) 上 的 原 郴 数 ,因为 


(六 cos 2z) = 二 (一 700s 2 + 1) ~ sin 2x. 


如 果 这 些 简单 的 例子 都 可 从 基本 求 导 公式 反 推 而 得 的 话 , 那 么 
F(x) = xarctan x — FIn(1 + x’) 


是 F(z) =arctan z 的 一 个 原 函 数 ,就 不 那样 明显 了 .事实 上 ,研究 原 函 数 必须 解 
决 下 面 两 个 重要 问题 : 

1. 满足 何 种 条 件 的 函数 必定 存在 原 肾 数 ?” 如果 存在 ,是 否 唯一 ? 

2. 若 已 知 某 个 函数 的 原 函 数 存在 ,又 怎样 把 它 求 出 来 ; 

关于 第 一 个 问题 ,我 们 用 下 面 两 个 定理 来 回答 ;至 于 第 二 个 问题 ,其 解答 则 
是 本 章 接着 要 介绍 的 各 种 积分 方法 . 
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定理 8.1 若 函 数 了 在 区 间 I 上 连续 , 则 和 在 上 上 存在 原 函 数 下 , 即 F(x) 
= f(r),rEI. 

本 定理 要 到 第 九 草 35 中 才能 获得 证 明 . 

由 于 初等 函数 为 连续 函数 ,因此 每 个 初等 郴 数 都 有 原 函 数 (只 是 初等 孜 数 的 
原 晴 数 不 一 定 仍 是 初等 函数 ). 当然 ,一 个 函数 如 果 存 在 间断 点 ,那么 此 函数 在 其 
间断 点 所 在 的 区 间 上 就 不 一 年 存在 原 函 数 (参见 本 节 习 题 第 4 题 ). 

定理 8.2 设 下 是 f 在 区 间 I 上 的 一 个 原 孔 数 , 则 

(i) RF+C 也 是 上 在 [上 的 原 函 数 ,其 中 C 为 任意 常量 函数 出 ; 

(i) ff 在 I 上 的 任意 两 个 原 阴 数 之 间 , 只 可 能 相差 一 个 常数 . 

证 (i) 这 是 因为 [F(zx)+CJ=F (zx)= f(x),xE€ELI. 

(ii) 设 下 和 G 是 f 在 1 上 的 任意 两 个 原 旺 数 , 则 有 

[F(x)—- G(r)) = F(r)-G (xz) 
= f(x)— f(z)=0,rzEI. 

根据 第 六 章 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推论 ,知道 


F(x)—- G(x)=C,rxzETI. 门 
定义 2 函数 f 在 区 间 I1 上 的 全 体 原 函数 称 为 f 在 IT 上 的 不 定 积分 , 记 作 
| FA(z)dz， (1) 


其 中 称 | 为 积分 号 ,7(z ) 为 被 积 函 数 ,f(z)dz 为 被 积 表达 式 @,z 为 积分 变量 


尽管 记号 (1) 中 各 个 部 分 都 有 其 特定 的 名 称 , 但 在 使 用 时 必须 把 它们 看 作 一 整 
体 . 

由 定义 2 可 见 ,不 定 积分 与 原 函 数 是 总 体 与 个 体 的 关系 , 即 者 下 是 了 的 一 
个 原 函 数 , 则 了 的 不 定 积分 是 一 个 函数 族 { 下 + C1 ,其 中 C 是 任意 常数 .为 方便 
起 见 ,写作 


|f(z)ar = F(zx)+C. (2) 

这 时 又 称 C 为 积分 常数 , 它 可 取 任 一 实数 值 .于 是 又 有 
[rz)ar] = [F(z) + CY = f(z), (3) 
d| fz)az = dLF(z)+ C] = f(z)dz. (4) 


按照 写法 (2), 本 节 开 头 所 举 的 几 个 例子 可 写作 


@ 这 里 既 把 C 看 作 常量 函数 ,又 把 它 作为 该 常量 函数 的 函数 值 . 在 不 致 混淆 时 ,以 后 常 说 “C 为 任 


意 常数 . 
”不 久 可 看 到 ,被 积 表达 式 可 认同 为 的 原 函 数 下 的 微分 , 即 dF = 下 (z)dz= f(z)dzx. 


is peer 
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| zzdz 一 本 3 二 C, 


|sin 27zdz 三 一 地 cos 27 十 CC， 


|arctan Zdz = xarctan x 一 In(1 + Xx’)+C. 


此 外 ,一 个 函数 “存在 不 定 积分 "与 “存在 原 函 数 " 显 然 是 等 同 的 说 法 . 
不 定 积分 的 几何 意义 ”车 下 是 /的 一 个 原 
函数 , 则 称 y= F(z) 的 图 象 为 了 的 一 条 积分 曲 
线 .于 是 , 太 的 不 定 积分 在 几何 上 表示 上 的 某 一 
积分 曲线 沿 纵 轴 方 向 任意 平移 所 得 一 切 积分 曲 
线 组 成 的 曲线 族 ( 图 8 一 1). 显 然 ,车 在 每 一 条 积 
分 曲线 上 横 坐 标 相同 的 点 处 作 切 线 , 则 这 些 切线 
互相 平行 ， 
在 求 原 函 数 的 具体 问题 中 ,往往 先 求 出 全 体 由 8 -1 
原 函 数 ,然后 从 中 确定 一 个 满足 条 件 F(zo) = 
yo( 称 为 初始 条 件 , 它 由 具体 问题 所 规定 ) 的 原 函 数 , 它 就 是 积分 曲线 族 中 通过 点 
(xo,y0) 的 那 一 条 积分 曲线 .例如 ,质点 作 匀 加 速 直 线 运动 时 ,a(1)=v (i)=4a， 


则 


v(t1) = Jadt = at+i+C. 
若 已 知 v(to) = vo, 代入 上 式 后 确定 积分 常数 C= vo 一 ato, 于 是 就 有 


v(t) = a(t — {10)+ vo. 
又 因 s (1)= wv(z), 所 以 义 有 
St) 一 [ad — to0) + voldt 


一 a(t 一 t0) 十 vot 十 C1. 
名 已 知 SCz0) = so, 则 C) 一 0 一 woto, 代 入 上 式 得 到 


s(£) 一 Fal1 一 0) 十 volt 一 10) + so0. 


二 ”基本 积分 表 


怎样 求 原 函数 ? 读者 很 快 就 会 发 现 这 要 比 求 导数 困难 得 多 .原因 在 于 原 隔 
数 的 定义 不 像 导 数 定义 那样 具有 构造 性 , 即 它 只 告诉 我 们 其 导数 恰好 等 于 东 个 
已 知 函数 f, 而 没有 指出 怎样 由 f 求 出 它 的 原油 数 的 具体 形式 和 途径 . 因此 ,我 
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们 只 能 先 按照 微分 法 的 已 知 结果 去 试探 . 
首先 ,我 们 把 基本 导数 公式 改写 成 基本 积分 公式 、 
1. Jodz 一 C. 
2. |1az = |az 一 之 十 全. 


at+] 
& 十 1 


3. | zedz =- +Cl(a 关 -1zr >0). 


4. | Taz = ln|zxl+ Co(zrK0). 
Tt 


CN 


.|eaz = ex 十 已 . 


jadz= 人 +C(a >0,a 和 1). 


ina 


Cr 


7. |oos ardz = Tsinar + C (a #0). 
8. |sin azdz = 一 志 cos a + C (a #0). 
9. |seczrdz = tan XxX+C. 

10. |sezdz = 一 cotz+C. 


sec xX" tan zzdz = sec T+ CL. 


11. 


12. Jesc ro0tzdr=-ccrtC. 


dz . 
13. = arcsinx+C =—arcosxr+t+ Ci. 
Vl-xr’ 
14. | 二 5 = arctan x + C =~ arecot x + Cl 
x 


上 列 基 本 积分 公式 ,读者 必须 牢 牢记 住 ,因为 其 他 函数 的 不 定 积分 经 运算 变 
形 后 ,最 后 归 为 这 些 基本 不 定 积分 . 当然 , 仅 有 这 些 基 本 公式 是 不 够 用 的 ,即使 像 
In x ,tan 工 ,cot r,sSec TX,CSC T,arcsin Zarctan 工 这 样 一 些 基 本 初等 函数 ,现在 
还 不 知道 怎样 去 求 得 它们 的 原 函 数 . 所 以 我 们 还 需要 从 一 些 求 导 法 则 去 导出 相 
应 的 不 定 积分 法 则 ,并 逐步 扩充 不 定 积分 公式 ， 


中 公式 4 适用 于 不 含 坐标 原点 的 任何 区 间 ,读者 容易 验证 
(nlzriI+c) = 一 江天 0 
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最 简单 的 是 从 导数 线性 运算 法 则 得 到 不 定 积 分 的 线性 运算 法 则 . 
定理 8.3 者 函数 f 与 g 在 区 间 工 上 都 存在 原 函 数 ,El 、k2 为 两 个 任意 常 
数 , 则 Alf+A2g 在 [上 也 存在 原 晒 数 , 且 


| ECz) + 有 28g(Z)jdz = gi| f(z)dz + ka| g(x)dz. (5) 
证 这 是 因为 
| PCz)dz 十 ga| g(x)dr | = gi(| f(z)dr) + ga (|g(z)dr) 
= kif(x) + kag(r). 四 


线性 法 则 (5) 的 一 般 形式 为 
[afiCa))as 一 > (| pz)daz) (6) 


根据 上 述 线性 运算 法 则 和 基本 积分 公式 ,可 求 得 一 些 简单 函数 的 不 定 积分 . 


例 1 p(z)=aor +ar” ++ar_iTt+a,. 


|p(x)dz = — Ei 十 er 十 … 十 二 CaZ 十 人 四 
例 2 | 去 dz 二 | 一 了 十 -到 T)dz 
= 本 z3 一 工 +2arctan x + C. 
例 3 | dz 四 | 十 Sin x 
Cos x sin’ x COs x sin’Zz 
= | (csez + secz)dz ~— cotxX+tananrt+tCl. 四 


例 4 | ea 3T* sin Zdz = 二 | (sin 47z 一 Sin 27 )dz 

一 方 (一 于 co0s 4 + 方 cos 2 ) 十 已 

= -全 (oos4z 一 2cos2z) + C， 口 
例 5 |(10* - 10-*)?dz = [0% + 10-2= ~ 2)dz 

一 | [Go + (10™)* —- 2]dzx 


1 TT —27 [ 
= i010 10-7)-2r+C. 


习 是 


1. 验证 下 列 等 式 , 并 与 (3)、(4) 两 式 相 比照 : 


“ 5 
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(D |F(z)dz = Fr)+tc; (arz)= Fz)+cC 


2. 求 一 曲线 y= f(z), 使 得 在 曲线 上 每 一 点 (zx,y) 处 的 切线 斜率 为 2r, 且 通过 点 
(2,5). 


2 
3. 验证 y= 污 sgn 并 是 |z| 在 人 一 co ,+co) 上 的 一 个 原 熙 数 . 


4. 据 理 说 明 为 什么 每 一 个 含有 第 一 类 间断 点 的 阻 数 都 没有 原 函 数 ? 
5. 求 下 列 不 定 积分 : 


] 1 
(WD Ja -z+ - Fd; (2) jz -让 Xazx 
(3) | -至 - (g 为 正常 数 ); (4) | (zz + 37)2dz; 
Y 2gT l 
3 zx” 
(7) | amzdzi (8) | sin2zdz; 
cos2r | 2x 
(9) | 人 COSX 一 sinzd 1 (10) | 2 . ca dz 
(11) 0 3dz; (2)| ZW ZrVzdzi 
(13) |(W 六 + 1 az, (14) |(cos z+ sin Tdz; 
(15) je 工 。coSs 2 工 dz ; (16 ) |(e -ez 站 dz 


$ 2 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


一 ” 换 元 积分 法 


由 复合 函数 求 导 法 ,可 以 导出 换 元 积分 法 . 
定理 8.4( 换 元 积分 法 ) 设 g(z) 在 [ce,8] 上 有 定义 ,x=9Pp(z) 在 la, j 上 
可 导 , 且 we 秋 o(z) 委 8,z6E[la,p], 并 记 
f(z)= golz))p (x), E la,b]. 
(i) 若 g(z) 在 [ec,8] 上 存在 原 函 数 G(u), 则 f(z) 在 [a,bj 上 也 存在 原 限 
数 F(z),F(z)=G(Co(z))+C, 即 
| rz)dz= |g(g(z))g'(z)dz = god 


_ GO) +C= Go(z) +C. (1) 
(i) 又 车 p(xz) 取 0,zE[a,65], 则 上 述 命 题 (i) 可 逆 , 即 当 f(z) 在 la ,561 上 


i 
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存在 原 函 数 FE(z) 时 ,g(z) 在 La,8j 上 也 存在 原 范 数 G(xz), 且 G(vx)= 
FCPp (xz))+C, 即 


|glwdu= jg(p(z))gr(z)dz = |f(zx)dz 
= F(x)+C= Fl(pg (uu))+C. (2) 
证 (i) 用 复合 函数 求 导 法 进行 验证 : 
-CG(g(z))= G'(p(zx)) 9 (zx) 
= g(9(r) 9 (rz) = f(z). 
所 以 f(z) 以 G(P(z) ) 为 其 原 函 数 ,(1) 式 成 立 . 
(i) 在 w(xz) 关 0 的 条 件 下 ,wu = g(x) 存在 反 晴 数 z=p (xz), 且 


dz __1_ 
du op (Zz) a) 


于 是 又 能 验证 (2) 式 成 立 : 
EF(p!(u ))= F(zr).: TD ) 一 = 帮工) ， pa ) 


= g(9(z)¢ (7) oi) 
g(Pp(Z)) = g(u). 1D 
上 述 换 元 积分 法 中 的 公式 (1) 与 (2) 反 映 了 正 、 道 两 种 换 元 方式 ,习惯 上 分 别 
称 为 第 一 换 元 积分 法 和 第 二 换 元 积分 法 (公式 (1) 与 (2) 分 别称 为 第 一 换 元 公式 
与 第 二 换 元 公式 ) 
下 面 的 例 1 至 例 5 采用 第 一 换 元 积分 法 求解 . 在 使 用 公式 (1) 时 ,也 可 把 它 
写成 如 下 简便 形式 ， 


|g(p(z))g(z)dz = |g(9(z))dp(z) = G(o(z))+C. (1°) 


例 1 求 |tan zdz. 
解 由 


|m zadz = | 型 zdz = -| sz dz， 
可 令 “= cosz,g(u) = 一 , 则 得 


[tan zdr =- | Tdu ——lniw|l+Cl 


=— ln|locoszrilt+C. 四 


例 2 求 | -2 (4 >0). 
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这 
dz 1 A 人 I 
解 | 5 1+ (三 ) (Su=) 
a 
1 du 


二 一 arctan 工 + C. 
对 换 元 积分 法 较 熟 练 后 ,可 以 不 写 出 换 元 变量 ,而 直接 使 用 公式 (1  ). 
例 3 求 | 和 (a > 0). 


. 证 
一 arcsin + CC. 


例 4 求 | dz (4 #0). 


x —a” 


-= 元 |( 一 二 - 1 
解 | = (= z+ald 


= |e | ete | 

2a TX—a T+a 

= 六 [niz-al-mniz+al]+C 
a 
1, rz-a 

= 34! ey C. 


例 5 求 |sec zxdrx. 


解 [解法 一 ] 利 用 例 4 的 结果 可 得 
[sec zdz = | Edz =- | 于 


2 


COS TX 1 — sn x 
1 | 二 sn | 
2 |11-sinZzx +C. 


[解法 二 ] 
_ {sec x(secx 十 tan 之 ) 
|sec zxdz= dz 


sec r+ tancx 


= | Pet z+ ten z) 


SecTi+ tanrr 
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= nlsecz+tanz |+C. OD 


这 两 种 解法 所 得 结果 只 是 形式 上 的 不 同 ,请 读者 将 它们 统一 起 来 . 
从 以 上 几 例 看 到 ,使 用 第 一 换 元 积分 法 的 关键 在 于 把 被 积 表达 式 f(x ) dz 
次 成 g(p(z))w (z)dz 的 形式 ,以 便 选取 变换 wu = p(x), 化 为 易于 积分 的 


[g(u)du. 最 终 不 要 忘记 把 新 引信 的 变量 (4) 还 原 为 起 始 变量 (z)， 


第 二 换 元 公式 (2) 从 形式 上 看 是 公式 (1) 的 逆行 ,但 目的 都 是 为 了 化 为 容易 
求 得 原 函 数 的 形式 (最 终 同样 不 要 忘记 变量 还 原 ). 以 下 例 6 至 例 9 采用 第 二 换 
元 积分 法 求解 . 


du 
例 6 求 | 三 
解 “为 去 掉 被 积 函 数 中 的 根 式 , 取 根 次 数 2 与 3 的 最 小 公信 数 6, 并 令 x= 
和 


| = -一 dr = 6|(zx’ -zx +1 一)dz 


=6( 守 - 殖 +z-Inlz+11)+C 
= 2 3Vu +69u 6lnlYut1ll+C. 品 
例 7 求 | v 0 一 edz(a > 0). 


解 令 工 =asint,|: | < 六 (这 是 存在 反 函 数 t+ = arcsin 二 的 一 个 单调 区 
间 ). 于 是 
|» a — x“dx = |acos t d(asin +) = a?| cog zd 


= $|0 + cos 21)dt = 分 (; 十 sin 21)+C 


2 
2 2 
-和 (arcsin 王 + 天 (三 + C 
(过 u 
= 方 (a?arcsin 之 + TVa —- 7x“)+C. 四 
例 8 求 | 9 (a >0). 
72— a” 


解 令 z= asec 1,0<1<7 ,于 是 有 


asect Lan 上 df = |sec tdt 


| =- | atan 了 
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=In|sect+tant |+C. 
借助 图 8 - 2 的 辅助 直角 三 角形 ,便于 求 出 sec + = 亚 ， 
/2 2 
全, 故 得 


tan tt 二 


| dx _ 
= In| > +V al+tC. 
dz 
例 9 求 | 一 (a > 0). 


解 令 工 = atan ,|z|< 坟 ,于 是 有 


+ 
dz | asecCt ， | 
| iy = | 24sec "4a dt = cos:tdt 
一 | 0 十 cos 27) dz 
= a(t + sint cos t) + C a 
UU 


ax 
- -二 arctan 一 十 5 |+ C. 
2a- ZaQ 


和 此 不 定 积 分 还 可 采用 丙种 换 元 方法 来 计算 
dz 
wa em 
解 [解法 一 ] 采用 第 一 换 元 积分 法 : 
dz 加 dx | 工 . -1 1 
| 二 各 -了 六 | > i 


[解法 二 |] 和 T= sec 1): 


| 二 访 二 项 二 -人 人 tan tg = |oos tdt 
sect * tant 


= sint+C= Vr-1+C. 


ee ep i oe a ee i Ee 
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二 分 部 积分 法 


由 乘积 求 避 法 ,可 以 导出 分 部 积分 法 
定理 8.5( 分 部 积分 法 ) 车 u(z) 与 v(x) 可 导 ,不 定 积分 |’(z)v(z)dz 


存在 , 则 |u(z)v (zx)dz 也 存在 ,并 有 


| ez)o(z)dz ~ u(r)v(r) -| (zr)v(z)dz. (3) 
证 由 
[ze(z)p(z) = a (rT)v(r) + u(r)v (rz) 
或 
u(r)v (rz) = [u(r)v(r)) -wu (xr)v(x), 
对 上 式 两 边 求 不 定 积 分 ,就 得 到 (3) 式 . 品 
公式 (3) 称 为 分 部 积分 公式 , 常 简 写作 


Judv = wo — Jodu. (4) 
例 11 求 | zcos Xxdz. 
解 今 zx=z,u =cos xX, 则 有 ww =1,w=sin xX. 由 公式 (3) 求 得 
| zoos dr= zsinr— |sin zdr 
= sin Z + cos 工 十 二. L 
例 12 求 |arctan xdr. 


< 


解 邻 w=arctan ,vv = 二 1, 则 = 二 -3,0 一 工 , 由 公式 (3) 求 得 


T 
|arctan xXxdzx= Zarctan x 一 | ;dx 
1]+x 


二 rarctan zt — Fln(1+ z2) + C | 


例 13 求 | za rdz. 
解 令 =lnx,v =x ,由 公式 (4) 则 有 
4 
| am zdx = In zd 于 


一 二 (ztln 尤 一 | zadz ) 


4 
= je(4nz -1)+C. D 
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有 时 需要 接连 使 用 几 次 分 部 积分 才能 求 得 结果 ;有 些 还 会 出 现 与 原 不 定 积 
分 同类 的 项 , 需 经 移 项 合并 后 方 能 完成 求解 , 现 分 别 示 例如 下 . 


例 14 求 | zzerdz ， 
解 | zzezdz = |zzd(-e>)=- xie"+2|zre*dr 

= 一 Te 十 2| zd(- e 工 ) 

= 一 ie 一 2ze 十 2| edz 

~—e*(zr +2r+2)+C. OD 
例 15 求 五 = je=costzdz 和 |= |exsing Xdz. 


解 mi = 二 | usazd(e=) = (ecosbr + bl esinbz) 


一 二 (eercosbz 十 bl,), 


I> = sinbrd(e®” ) = (esinbr 一 bl,). 
由 此 得 到 
二 一 bl 一 ec cosbr ， 
blj + af = ee Sinoz . 
解 此 方程 组 , 求 得 
1 = |eezeostzdz = Canhs + ep +C, 
+6 
1 = |s=sintrdz = nS OE + C. 时 
+ 6 
习 题 


1. 应 用 换 元 积分 法 求 下 列 不 定 积分 ， 
(1) | oos(3x + 4}dxz; (2) re@* dz 


(3) | 5 (4) (1 + x)” dx; 


| 
| 
9 (+): 0 Pps 
(7) | vB 3zdz; (8) | 地 旦 


car .aa | 
;rr pr Ti Pe 


82 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


(9) | zsinz2dz; (10) 一 [a FS 

0D TS (2) | Ti 

(13) | rdz; (14) | dr 

(15) | eidz; (16) | -上 下-， 

(17) | 本 de (18) | 了 ;dz; 

(19) | (20) 区 rdr; 

(21) | eos zdz; (22) | 二 cz- 了 

(23) | = 此 =， (24) | 天 = dr; 

(25) | Et 23dz; (6) | Es («>0); 

(27) | i ay (a > 0); (28) | Fs 

(29) | - dz; (30) | 和 二 
2. 应 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 

(1) [arcsin zdz; (2) | zdz:; 

(3) | zzeos zdz; (4) | Em¥dz; 

(5) |(n z)zdz; (6) |zarctan rdz; 

(7) | [an xz) + pi dz (8) [(arcsin =)zdz 

(9) |seczdz:; (10)| Vz + aidz (a > 0). 
3. 求 下 列 不 定 积分 ， 

(GD |LAz)]w “(2)dz (a #- 1) 2) | SE 

(3) | 人 党 dz; (4) | exoy ‘(x)dz. 
4. 证 明 : 


(DD) 著 = |tanrzdrn = 2,3,…, 风 
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一 1 n-l,. _ 
1, i nC ] tan .让 1 >. 


(2) 若 I(m,n) = | cos™zsin"rdz , 则 当 nz 二 nx 关 0 时 ， 


m—1 : n+] 
COS™ “TSIN”® Xx xz 一 
I(m,n)= 一 一 十 


m+ m+n 


I(m—2,n) 


十 » -一 
cos i Tvsin” zr 7 一 上 
m+n m+n 


IT(m,n 一 2)， 


nm = 2,3,.…. 


5. 利用 上 题 的 递 推 公式 计算 ， 

(1) | anazdz: (2) | antzdz 

(3) | cos rsinizdr . 
6， 导出 下 列 不 定 积 分 对 于 正 整数 ” 的 北 推 公式 ， 

(1) 了 = | zeedz: (2) I = | (Inz)"az; 

(3) 了 = | (Carcsin rj"dr; (4)1,= | ersinzdz. 
7. 利用 上 题 所 得 递 推 公式 计算 : 

(1) | zaerdz; (2) | (nz)adz; 

(3) | Carcsin 工 )3dz; (4) | esimzdz. 

$ 3 有理 函数 和 可 化 为 有 理 函 数 的 不 定 积 分 

至 此 我 们 已 经 学 得 了 一 些 最 基本 的 积分 方法 .在 此 基础 上 ,本 节 将 讨论 茶 些 


特殊 类 型 的 不 定 积分 ,这 些 不 定 积 分 无 论 怎样 复杂 ,原则 上 都 可 按 一 定 的 步骤 把 
它 求 出 来 . 


一 ”有 理沙 数 的 不 定 积分 
有 理 函 数 是 指 由 两 个 多 项 式 函 数 的 商 所 表示 的 函数 ,其 一 般 形式 为 
_ P(x) aox” +az” 十 十 om 1 
R(z) = Q(z) | Boz” 十 rm 十 "十 B， (1) 


其 中 n,m 为 非 负 整数 ,ao0,al,…,ax 与 Bo,81 ,Br 都 是 常数 , 且 ao 关 0, Bo 关 
0. 若 m>n, 则 称 它 为 真 分 式 ; 若 m 志 nn, 则 称 它 为 假 分 式 . 由 多 项 式 的 际 法 可 
知 , 假 分 式 总 能 化 为 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 和 . 由 于 多 项 式 的 不 定 积 分 是 容 
易 求 得 的 ,因此 只 需 研 究 真 分 式 的 不 定 积分 , 故 设 (1) 为 一 有 理 真 分 式 . 

根据 代数 知识 ,有 理 真 分 式 必 定 可 以 表示 成 若干 个 部 分 分 式 之 和 ( 称 为 部 分 


i i ca te 2 eh 7 
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分 式 分 解 ). 因而 问题 归结 为 求 那些 部 分 分 式 的 不 定 积 分 .为 此 , 先 把 怎样 分 解 部 
分 分 式 的 步骤 简 述 如 下 (可 与 后 面 的 例 1 对照 着 做 )， 
第 一 步 ” 对 分 母 Q(x) 在 实 系 数 内 作 标 准 分 解 ; 
Q(x) = (x -a (ra) (zr + px + qr + par + qe)™, 
(2) 
其 中 Bo0=1,A;,p(i=1,2,…,s5j 二 1,2,…,t) 均 为 自然 数 ,而 且 


> +2 = 一 m ;pr 一 4g; < 0,7 = 1,2,.,t 

第 二 步 根据 分 母 的 各 个 因 式 分 别 写 出 与 之 相应 的 部 分 分 式 : 对 于 每 个 形 

如 (x 一 a)* 的 因 式 , 它 所 对 应 的 部 分 分 式 是 
A! | _ A ... Ap 

7 (7 “(ra 

对 每 个 形 如 (zx?+ pz 十 q)* 的 因 式 , 它 所 对 应 的 部 分 分 式 是 
Bx 十 Ci +. Bx 十 (> | Bx 十 Ce 
T+prtiqg (z2 + pr +gj (z2+Dr 二 gg) 

把 所 有 部 分 分 式 加 起 来 ,使 之 等 于 R(x).( 至 此 ,部 分 分 式 中 的 常数 系数 A;， 
B.,,C.; 尚 为 待定 的 .) 

第 三 步 ” 确定 待定 系数 :一 般 方 法 是 将 所 有 部 分 分 式 通 分 相 加 ,所 得 分 式 的 
分 母 即 为 原 分 母 Q(z), 而 其 分 子 亦 应 与 原 分 子 P(z) 恒 等 .于 是 , 按 同 大 项 系 
数 必定 相等 ,得 到 一 组 关于 待定 系数 的 线性 方程 ,这 组 方程 的 解 就 是 需要 确定 的 
系数 . 

例 1 对 RR(z) = 一 9 一 10 一 作 部 分 分 式 分 解 


T+ rt-5r 27r +4x 
解 ” 按 上 述 步骤 依次 执行 如 下 : 
Q(r)= r+ x _ Sz -2z2+4r 一 8 
~ (zz-2)(r+2) (xz -r+1). 
部 分 分 式 分 解 的 待定 形式 为 
R(T) = 3 +7 + + (3) 
用 Q(z) 乘 上 式 两 边 ,得 一 恒等式 
F714 r+ 4 +9r— 10 Ao(zx+ 2)(z —x+1) 
+A(rz-2)(zr+2)(z2 -r+1)+A(r -2)(x -r+1) 
+ (Br + C)(zx -2)(x +2). (4) 
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然后 使 等 式 两 边 同 蜂 项 系数 相等 ,得 到 线性 方程 组 : 


Ao + Ai + B = Dy zx4 的 系数 
3Ao ~ A1+ As+2B+C =- 1 zx” 的 系数 
Ao ~ 3A1 — 3A; — 4B +2C = 4, ee zx? 的 系数 
4A + 3A, — 8B — 4C = 9 z 的 系数 
4A ~ 4A1 — 2A, -8C =— 10. 常数 项 


求 出 它 的 解 :Ao=1,A1=2,A2= -1,B= 一 1,C=1, 并 代入 (3) 式 ,这 便 完 成 了 


对 R(x ) 的 部 分 分 式 分 解 ; 
R(z) = Tt CH ri J 
上 述 待定 系数 法 有 时 可 用 较 简便 的 方法 去 替代 . 例如 可 将 z 的 某 些 特定 值 
(如 Q(rz)=0 的 根 ) 代 人 (4) 式 ,以 便 得 到 一 组 较 简 单 的 方程 ,或 直接 求 得 茶几 
个 待定 系数 的 值 .对 于 上 例 , 若 分 别 用 zz=2 和 过 = -2 代 人 (4) 式 ,立即 求 得 
Ao=1 和 A,=-1. 


于 是 (4) 式 简化 成 为 
rz4— 3r3+12r -16= A(r -2)(zx +2)(x*—xr+1) 


+ (Br+ C)(r— 2)(x+ 2)*. 
为 继续 求 得 A ,B ,C ,还 可 用 z 的 三 个 简单 值 代 人 上 式 ,如 令 z=0,1, 一 1, 相 


应 得 到 
Al!+2C = 4, 
[raat = 2， 
3AI1-B+C=8. 
由 此 易 得 4,=2,B= -1,C=1. 这 就 同样 确定 了 所 有 待定 系数 . 


一 日 完成 了 部 分 分 式 分 解 ,最 后 求 各 个 部 分 分 式 的 不 定 积分 .由 以 上 讨论 知 
道 , 任 何 有 理 真 分 式 的 不 定 积分 都 将 归 为 求 以 下 两 种 形式 的 不 定 积分 : 


区 Lr+M 
(1) | ey (I) | ra dr (p*- 4g < 0). 


对 于 ( 工 ), 已 对 
J | Inji 福 一 & | + 已 ， k=1, 

rr 
= 1 | 


对 于 (IT) ,只 要 作 适 当 换 元 ( 令 := = 十 妈 | , 便 化 为 


| Lrt+M jz 二 Li:+N 了 
(z+ pr+a)’ (£2 + rr )* 


:ec i i Ld i 
rr Fh EA HE te lr PE 加 时 Lo 
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S71| 一 dd | 
一 | C2 -yzdt 十 N| (1 YE (5) 
2 
其 中 r=g- 人 ,N=M- 人 DL 


当 训 =1 时 ,(5) 式 右边 两 个 不 定 积 分 分 别 为 
| 二 id = In(z? +r)+C, 


dt _1 zt 
4 arctan 一 十 C. (6) 


当 & 之 2 时 ,(5) 式 右边 第 一 个 不 定 积 分 为 


1 
| (Bt 2 A ~ 


对 于 第 二 个 不 定 积 分 , 记 


加 dt 
[i | (212 + 2) 下 1 
可 用 分 部 积分 法 导出 递 推 公式 如 下 : 


1 { (122+r)— 
li = 汪 | (22 + 724 dz 
2 


| 0 
hl rr (t+ ed 


i | | | 
ei + 2r“(k—1) ed (1* + ro) 


| 
Bs AN ~ 


1 1 
li-1+ pr ke + r2)e-1 hi |. 
经 整理 得 到 
5 部 一 3 
2 六 (有 一 1)( 太 十 FJ 272( 肛 一 DD (7) 
重复 使 用 递 推 公式 (7) ,最 终归 为 计算 这 已 出 (6) 式 给 出 
把 所 有 这 些 局 部 结果 代 回 (5) 式 ,并 令 t=z+ 作 ,就 完成 了 对 不 定 积分 (下 ) 
的 计算 . 
. zx +l1 
例 2 求 ] 3 I + 2) 
解 ” 在 本 题 中 ,由 于 被 积 函 数 的 分 母 只 有 单一 因 式 ,因此 ,部 分 分 式 分 解 能 
被 简化 为 


[; = 


2 十 1 (zi 一 2z+2)+( 人 2 一 


(z2 一 2z+2) (xz? — 2x + 2) 
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] +. 2 六 一 1 
-2r+2 (x -27r +2) 


现 分 别 计算 部 分 分 式 的 不 定 积 分 如 下 
| dz 加 | d(x 一 1) 


Z2-~-2zr+2 J(r-1)+l = arctan( = 1)+ C1 


(元 总 7) 本 5 证 jd 
_ | ds 一 + + | 
(z2 — 2x + 2) (zr—-1)+1] 
本 7+| cn 1 
由 递 推 公 式 (7) , 求 得 其 中 
1| di 


| dt 和 
(ti2+1)2 2(02+1) 2J1+1 


TT—1 


] 
= 一 一 一 一 一 一 十 方 —1)+ C,. 
W122 Ir 42)! 2 arctan( 过 一 1) 十 (2 


于 是 得 到 
rz +] dz 二 研一 3 上 
(z 一 2 二 十 2) 一 2(z 一 2 过 十 2) 
下 面 再 介绍 几 类 被 积 函 数 能 变换 为 有 理 函 数 的 不 定 积 分 . 


二 ”三角 函数 有 理 式 的 不 定 积分 


由 w(x).v(zx) 及 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 得 到 的 陨 数 称 为 关于 u(xz)、 
v(x) 的 有 理 式 ,并 用 R(u(xz),v(Xx)) 表 示 . 


|R(sin zycos z)dz 是 三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 . 一 般 通 过 变换 + = 


Sarctan( z —1)+C. 品 


tan p] ,可 把 它 化 为 有 理沙 数 的 不 定 积分 .这 契 因 为 


sih z = 一 一 一 一 = 一 = (8) 


cos 工 二 一 一 和 一 一 二 一 = 7， (9) 


dz = 一 人 dt， (10) 
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EE 下 晶 Te 


1-t\ 2 
Pb | S -| 这 ， 
FB |R(sin zcos 工 )dz R [4227] 1 4 23d 


例 3 求 | 一 Sn gz 


| sin r{l + cos z) 


解 今 1=tan 地 ,将 (8),(9) (10) 代 入 被 积 表达 式 ， 


1 +- ct 
| 1 + sinzx dx =| 1+1” .2 dd 
sin zx(1 + cos x)dT 21 | 1 1 十 天 


1 十 1 上 + 天 
-| (t+2+ 二 jd 一 (5 +2:+lnltz 小 +C 
= 二 tam 权 +tan 却 + iniltan 寺 1+ C 图 
注意 ”上面 所 用 的 变换 := tan 广 对 三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 虽然 总 是 
有 效 的 ,但 并 不 意味 着 在 任何 场合 都 是 简便 的 . 
例 4 求 | 了 -5 一- (ab A 0). 
i 


sin 过 十 bp? cos” x 


解 由 于 
| dz _ | 二 党 CT a = | = d( tan Tt) 
a?sin xz 十 b’cos- x a “tan 郊 十 pid7 2tan- 克 十 b”*” 


故 令 t= tan Xz, 叉 有 
| dz = | dt 上 d(at ) 


: 一 一 2 
a“sin + b*cos’ x 212 + bb a (at )* 十 如 


1 af 
= 一 arctan “+C 
ab b 


1 a 
a 
一 Larctan tan |+ C [ 


通常 当 被 积 函 数 是 sin XTX,cos I 及 sin x cos I 的 有 理 式 时 ,采用 变换 t= 
tan 往往 较为 简便 . 其它 特 殊 情形 可 因 题 而 异 , 选 择 合适 的 变换 ， 


三 ” 某 些 无 理 根 式 的 不 定 积分 


1. [R(z Jet jdz 型 不 定 积分 (ad - 如 夫 0). 对 此 只 需 令 4- 


axi+b 


ez 二 ,就 可 化 为 有 理 函 数 的 不 定 积分 
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仿 1 一 /+2 2(¢ +1) __ -8 
解 令 ! 75; 则 有 z= 2 一] , d C Yd 


ET 


= | (3 jd 


] 十 
1] 一 


1 
| - 2arctan 1 + C 


= ln 


1 十 之 十 2 ( 工 一 2 | T++2 
一 2 | + C. 口 
] - 7) arctan 一 


dz 
6@ ;» 下. 
名 来 | 让 
解 ” 由 于 


= ln 


1 1l+z 


1 - 
It)V2t (1+z) V2-7 
令 t= 了 2 , 则 有 x= ee 


| 一 一 竺 一 一 dzxz | tdz 
(1+x)vV2+x— 2 


-| 


1 dz = 


2 
(1+ 下 = | de 


= - 闻 +C=- 乞 UU 


2. |R(Cz,w azr* + bx 十 c)dz 型 不 定 积分 (a >0 时 六 一 4ac 天 0,2<0 时 


b* 一 4ac >0). 由 于 
ob 4ac -6 
2 0 
ee 4 交 


D 4ac 一 


奇 记 & 一 工 十 5) 大 一 4 
ee al (uw —k),la | (k’— wu’). 

因此 上 述 无 理 根 式 的 不 定 积分 也 就 转化 为 以 下 三 种 类 型 之 一 : 
|RGuww uz + k*)du, |R(u,v k? 一 u’)du. 


| 中 一 | 
: ; 。 i eH i 
i eC re rm EE ee i i 
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当 分 别 令 二 ktan t ,wu 二 ksect,u = 二 ksint 后 ,它们 都 化 为 三 角 有 理 式 的 不 定 积 
分 . 


7 1 = 
名 求 | 二 Vx’ —2x— 3 
解 [解法 一 ] 按 上 述 一 般 步 又 , 求 得 
dz 


dzx 
T= —————"" 一 
| 二 二 一 | 一 


_ 2sec gtand 
(2sec 0 + 1) . 2tan 5d4 (u = 2sec0) 


_ d0 (人 1+zt’ 0 
=- |2 =| 1 md (1= tn 


2 2 t 
= = + 
| 了 3dt 万 arctan 3 C 


(z=u+t+1) 


由 于 


因此 
I _ 2 can 一 2 一 31 C 
V3 /3(x+1) 
[解法 二 」 若 令 v 
+3 2 一 2 - 34, 
”2( 一 5 2 1) 
I 12+3 一 (zz*-2t—3) 
= 本 人- 一 2(1 -1) 
于 是 所 求 不 定 积分 直接 化 为 有 理 函 数 的 不 定 积 分 : 


1= | 2， 2(1C—1) 2 一 34， 
12+3 一 ( 21 一 3) 5 


2 2 
= 一 = 一 和 +C 
| ;i 5d = -arctan 万 
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Vr I 
= arctan 和 3 二 二 C 口 
注 1 可 以 证 明 
Vr -2r—-3—rx Vr -2-3 Xx 
arctan 一 一 一 一 一 二 arctan 一 一， 
V3 V3( 六 十 1) 3 


所 以 两 种 解法 所 得 结果 是 一 致 的 . 
注 2 相 比 之 下 ,解法 二 优 于 解法 一 .这 是 因为 它 所 选择 的 变换 能 直接 化 为 
有 理 形 式 (而 解法 一 通过 三 次 换 元 才 化 为 有 理 形 式 ). 如 果 改 令 
Vr -2r-3=x+t, 
显然 有 相同 效果 一 一 两 边 各 自 平方 后 能 消去 x“ 项 ,从 而 解 出 z 为 + 的 有 理 咀 
数 . 一般 地 ,二 次 三 项 式 az +pr+c 中 若 a>0, 则 可 令 
Var +brti+c=Vartt; 
各 c 之 0, 还 可 令 
Var +br+c = xt te. 
这 类 变换 称 为 欧 拉 变换 . 
至 此 我 们 已 经 学 过 了 求 不 定 积 分 的 基本 方法 ,以 及 某 些 特殊 类 型 不 定 积 分 
的 求法 .需要 指出 的 是 ,通常 所 说 的 “ 求 不 定 积分 ” ,是 指 用 初等 函数 的 形式 把 这 
个 不 定 积分 表示 出 来 .在 这 个 意义 下 ,并 不 是 任何 初等 函数 的 不 定 积分 都 能 求 
出 来 的 .例如 
|e==dz， dz | 型 zdz,|v 1 — ksin xdr(0 < k* <1) 


In wx” 

等 等 ,虽然 它们 都 存在 ,但 却 无 法 用 初等 函数 来 表示 (这 个 结论 证 明 起 来 是 非常 难 
的 , 刘 维 尔 (Liouville) 于 1835 年 作出 过 证 明 ). 因此 可 以 说 ,初等 函数 的 原 函 数 不 一 
定 是 初等 函数 .在 下 一 章 将 会 知道 ,这 类 非 初 等 咀 数 可 采用 定 积分 形式 来 表示 . 

最 后 顺便 指出 ,在 求 不 定 积 分 时 ,还 可 利用 现成 的 积分 表 . 在 积分 表 中 所 有 
的 积分 公式 是 按 被 积 函 数 分 类 编排 的 ,人 们 只 要 根据 被 积 函 数 的 类 型 ,或 经 过 运 
当 变形 化 为 表 中 列 出 的 类 型 ,查阅 公式 即 可 .此 外 ,有 些 计算 项 (例如 TI- 9%2 
型 ) 和 电脑 软件 (例如 Mathemetica,Maple 等 ) 也 都 具有 求 不 定 积分 的 实用 功能 . 
但 对 于 初学 者 来 说 ,首先 应 该 掌握 各 种 基本 的 积分 方法 . 

在 附录 亚 中 列 出 了 一 份 容量 不 大 的 积分 表 , 它 大 体 上 是 典型 例题 和 习题 的 
总 结 . 列 出 这 份 积分 表 的 主要 目的 是 为 大 家 学 习 后 继 课程 提供 方便 . 


村 起 


1. 求 下 列 不 定 积 分 : 


tar 


3 
并 
一 Tdz 


GD) |- 


(3) | -5 


闪 练习 题 


区 一 2 
(2) | 二 


(4) | -EE 


让 一 2 
(5) | (z 一 DC 十 1)2， (6) | (272 + 2x+ Tadz， 


2. 求 下 列 不 定 积分 : 


dz | 
(人 | a 


dz _.. 
(3) | 五 和 


9 | 


求 下 列 不 定 积分 ; 


(17) |zn(3 


(19) |e (3 


(20) 】 一 | 六 az， 其 中 uO di 十 bix, 也 一 2 十 bat, 求 递 推 形式 解 


dz 种 
(2) | 2 + siny x 


0 | 放 
(6) | 记 Tdz. 


re < 
总 练习 题 


dz; 


(2) | xarcsin 工 dz; 


(4) 


性 


| 
| 
(6) | 一 号 二 
| 去 


(8) 


Sn 


sin 2xXdz; 


(10) Ee 


(12) |arctan(1 + Vr)dr; 


(14) | 


(18) | dr 
V sin Zoos/ 工 


于， 本 ,rrr -1 1 i 


tan 这 


] + tan xX + tanz 


(16) | arcsin £7, 
.证 


dr; 
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一 ”问题 提出 


不 定 积分 和 定 积分 是 积分 学 中 的 两 大 基本 问题 . 求 不 定 积分 是 求 导数 的 北 
运算 , 定 积 分 则 是 某 种 特殊 和 式 的 极限 ,它们 之 间 既 有 区 别 又 有 联系 .现在 先 从 
两 个 例子 来 看 定 积 分 概念 是 怎样 提 出 来 的 . 

1. 曲 边 梯形 的 面积 设 太 为 财 区 间 La,2j 上 的 连续 苯 数 , 且 f(x ) 宇 0. 
由 曲线 y= 帮 z) ,直线 z=a,z=6 以 及 工 轴 所 围 成 的 平面 图 形 ( 图 9- 1), 称 
为 曲 边 梯 形 . 下面 讨论 曲 边 梯形 的 面积 (这 是 求 任何 曲 线 边 界 图 形 面 积 的 基础 ). 


图 9-1 图 9 一 2 


在 初等 数学 里 , 圆 面积 是 用 一 系列 边 数 无 限 增 多 的 内 接 ( 或 外 切 ) 正 多 边 形 
面积 的 极限 来 定义 的 .现在 我 们 仍 用 类 似 的 办 法 来 定义 曲 边 梯形 的 面积 . 

在 区 间 [a ,2] 内 任 取 x 一 1 个 分 点 ,它们 依次 为 

d= Xo<X 人 < X ll< r= 0, 

这 些 点 把 [a ,5] 分 割 成 n 个 小 区 间 [x;_1,z;j] ,i 二 1,2,…,n. 上 骨 用 直线 工 = Ti， 
i 二 1,2,…,n 一 1 把 曲 边 梯形 分 割 成 n 个 小 曲 边 梯形 (图 9 一 2). 

在 每 个 小 区 间 [ x,-1,z;j] 上任 取 一 点 &,, 作 以 re ) 为 高 ,[Lzi lzij 为 底 的 
小 矩形 . 当 分 割 [< ,5 ] 的 分 点 较 多 ,又 分 割 得 较 细密 时 ,由 于 j 矿 为 连续 函数 ,七 在 
每 个 小 区 间 上 的 值 变 化 不 大 ,从 而 可 用 这 些小 矩形 的 面积 近似 替代 相应 小 曲 边 
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梯形 的 面积 .于 是 ,这 2 个 小 矩形 面积 之 和 就 可 作为 该 曲 边 梯形 面积 S 的 近似 
值 , 即 


S~ D/Ar (Ax; = x; — X;-_1). (1) 


注意 到 (1) 式 右边 的 和 式 既 依 赖 于 对 区 间 [a， bj 的 分 割 ,又 与 所 有 中 间 点 名 
(i =1,2,…,7n) 的 取 法 有 关 . 可 以 想象 , 当 分 点 无 限 增多 , 且 对 [a ,oj 无 限 细 分 
时 ,如 果 此 和 式 与 某 一 常数 无 限 接近 ,而 且 与 分 点 zx; 和 中 间 点 & 的 选取 无 关 , 则 
就 把 此 常数 定义 作为 曲 边 梯形 的 面积 S. 

2. 变 力 所 作 的 功 ” 设 质点 受 力 下 的 作 Flx) 
用 沿 z 轴 由 点 a 移动 到 点 2 ,并 设 下 处 处 平行 < 
于 工 轴 ( 图 9- 3). 如 果 下 为 常 力 , 则 它 对 质 | 
点 所 作 的 功 为 WW=F(b 一 a). 现 在 的 问题 是 ， 图 9-3 
下 为 变 力 , 它 连续 依赖 于 质点 所 在 位 置 的 坐标 x, 即 FF= F(x),xEla,bj 为 一 
连续 函数 ,此 时 下 对 质点 所 作 的 功 W 又 该 如 何 计 算 ? 

由 假设 F(z) 为 一 连续 函数 , 故 在 很 小 的 一 段位 移 区 间 上 F(z) 可 以 近似 
地 看 作 一 常量 . 类 似 于 求 曲 边 梯形 面积 那样 ,把 [a,5。j| 细 分 为 个 小 区 间 
[x 1 ,Ti ] ;Ax; = 二 ZX; 一 Xi-151= 二 1,2,…,n; 并 在 每 个 小 区 间 上 任 取 一 后 &, ,就 有 

F(zr) ~ F(Eé),x € [zi = 1,2,."*,n 

于 是 ,质点 从 z ;位 移 到 zx; 时 , 力 下 所作 的 功 就 近似 等 于 下 (&;)Ax;, 从 而 


W < > F(e)azi (2) 


同样 地 ,对 [a ,6j 作 无 限 细 分 时 ， 车 (2) 式 右边 的 和 式 与 某 一 常数 无 限 接 近 ， 
则 就 把 此 常数 定义 作为 变 力 所 作 的 功 W. 

上 面 两 个 例子 ,一 个 是 计算 曲 边 梯 形 面 积 的 几何 问题 , 另 一 个 是 求 变 力作 功 
的 力学 问题 ,它们 最 终 都 归结 为 一 个 特定 形式 的 和 式 有 逼近 .在 科学 技术 中 还 有 许 
多 同样 类 型 的 数学 问题 ,解决 这 类 问题 的 思想 方法 概括 说 来 就 是 ”分割 ,近似 求 
和 , 取 极 限 ”. 这 就 是 产生 定 积分 概念 的 背景 . 


二 ” 定 积 分 的 定义 
定义 1 设 闭 区 间 [a,b5] 内 有 7 一 1 个 点 ,依次 为 
a=r0<X<r < < Tl < Tn = 0， 
它们 把 [a,65] 分 成 n 个 小 区 间 A; = [zi;-1;Xi] ,i 二 1,2,…,n. 这 些 分 扣 或 这 些 


闭 子 区 间 构 成 对 [a ,2 ] 的 一 个 分 割 , 记 为 
T 一 [zz 或 1Al AAA, 


小 区 间 Ai; 的 长 度 为 Ari = x; 一 Ti-1, 并 记 
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称 为 分 割 了 的 模 . 

注 ”由 于 Az 忆 T 工 和 ,i=1,2,…,n, 因 此 中 荆 吓 可 用 来 反映 [u,b |] 被 分 
割 的 细密 程度 .另外 ,分 割 工 一 旦 给 出 , 于 工 二 就 随 之 而 确定 ;但 是 ,上 共有 同一 细 
度 | 开 半 的 分 割 工 却 有 无 限 多 个 . 

定义 2 设 /是 定义 在 [a ,bj 上 的 一 个 函数 .对 于 [ea ,8j] 的 一 个 分 割 工 = 
[A ,A;,…,A,| , 任 取 点 EA,,i=1,2,…,n, 并 作 和 式 


A )AX.;. 
称 此 和 式 为 函数 f 在 [a ,5j 上 的 一 一 个 积分 和 ， 也 称 黎 曼 和 . 
显然 ,积分 和 既 与 分 割 工 有 关 , 又 与 所 选取 的 点 集 {&;1 有 关 . 
定义 3 设 了 是 定义 在 [a ,bg 上 的 一 个 函数 ,J 是 一 个 确定 的 实数 . 奋 对 任 
给 的 正 数 s ,总 存在 某 一 正 数 $ ,使 得 对 [ a ,5 j] 的 任何 分 割 工 ,以 及 在 其 上 任意 选 
取 的 点 集 1&1 ,只 要 上 本 路 6, 就 有 


| Df(8)Ar: -< 8 ， 
则 称 函 数 f 在 区 间 [a ,5] 上 可 积 或 黎 曼 可 积 ; 数 J 称 为 了 在 [a ,0j 上 的 定 积分 
或 黎 曙 积分 , 记 作 
一 | ma)dz (3) 


其 中 , 矿 称 为 被 积 国 数 ,> 称 为 积分 变量 ,[4,5b] 称 为 积分 区 间 ,a .2 分 别称 为 这 
个 定 积 分 的 下 限 和 上 限 . 

以 上 定义 1 至 定义 3 是 定 积 分 抽象 概念 的 完整 叙述 .下 面 是 与 定 积 分 概念 
有 关 的 几 点 补充 注释 . 

注 1 把 定 积分 定义 的 6 一 6 说 法 和 函数 极限 的 es - 8 说 法 相对 照 , 便 会 父 
现 两 者 有 相似 的 陈述 方式 ,因此 我 们 也 常用 极限 符号 来 表达 定 积 分 ， 即 把 它 写 作 


b 
J = ， lim 2 f(&)Ax = | f(z)qz, (4) 
然而 , 积分 和 的 极限 与 函数 的 极限 之 间 其 实 有 着 很 大 的 区 别 :在 函数 极 了 你 
im /( 工 ) 中 ,对 每 一 一 个 极限 变量 x 来 说 , f(z) 的 值 是 唯一 确定 的 ;而 对 于 积分 和 
的 极限 而 言 ,每 一 个 上 工 咱 并 不 唯一 对 应 积分 和 的 一 个 值 .这 使 得 积分 和 的 极限 


要 比 通常 的 函数 极限 复杂 得 多 . 

注 2 可 积 性 是 函数 的 又 一 分 析 性 质 . 稍 后 (定理 9.3) 就 会 知道 连续 耻 数 是 
可 积 的 ,于 是 本 节 开 头 两 个 实例 都 可 用 定 积分 记号 来 表示 : 

1) 连续 曲线 y = f(x) 之 0 在 [a,6] 上 形成 的 曲 边 梯形 面积 为 


上 hy PE te 
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一 


S = | fa)dr: 
2) 在 连续 变 力 F(z) 作用 下 ,质点 从 a 位 移 到 所 作 的 功 为 W = 
pb 
| F(z)dz. 


注 3 ( 定 积分 的 几何 意义 ) 由 上 述 
1) 看 到 ,对 于 [a,65b] 上 的 连续 销 数 f, 当 
f(x) 之 0,xE[La,6] 时 , 定 积 分 (3) 的 几何 
意义 就 是 该 曲 边 梯形 的 面积 ; 当 f(x)<0， 
zE[a,6] 时 ,这 时 J =- [- f(z)]dx 
是 位 于 x 轴 下 方 的 曲 边 梯形 面积 的 相反 图 9-4 
数 ,不 妨 称 之 为 “负面 积 ”; 对 于 一 般 非 定 号 的 f(z ) 而 言 ( 图 9 一 4), 定 积分 外 的 
值 则 是 曲线 y= f(z) 在 z 轴 上 方 部 分 所 有 曲 边 梯形 的 正面 积 与 下 方 部 分 所 有 
曲 边 梯 形 的 负面 积 的 代数 和 . 

注 4 定 积分 作为 积分 和 的 极限 , 它 的 值 只 与 被 积 函数 和 积分 区 间 [a,6] 
有 关 ,而 与 积分 变量 所 用 的 符 叶 无 关 , 印 


"pb 


? p 
| Fez)dz 二 | fl(2)d 一 | Fleae 一 


例 1 求 在 区 间 [0,1] 上 ,以 抛物 线 y= x 为 曲 边 的 曲 边 三 角形 的 面积 
(图 9-S). 

解 由 注 3, 因 y>=z 在 [0,1j 上 连续 , 改 所 
求 面积 为 


t nn 
个 . 
S 一 | Xx“dr = lim > EA;. 
0 :70 ,1) 


为 求 得 此 极限 ,在 定 积分 存在 的 前 提 下 ,允许 选 
择 某 种 特殊 的 分 割 工 和 特殊 的 点 集 i&1 .在 此 愉 
需 取 等 分 分 割 : 


(n ~ 1)n(2n—1) 加 


_ 1 
和 Nn-*o0 6n’ 3 
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习 题 


1. 按 定 积分 定义 证 明 ; | hdz = k(b - a) ， 
2. 通过 对 积分 区 间作 等 分 分 割 , 并 取 适 当 的 点 集 1&| ,把 定 积分 看 作 是 对 应 的 积分 和 的 
极限 ,来 计算 下 列 定 积分 : 


(1) | radz; 握 示 : 35 = n(n + 1)? 
(2) | erdzi (3)| erdz; 
5 dx 
(4) | 20 < a 达 65). (提示 ;: 取 & = w -Ti) 


$2 牛顿 一 莱 布 尼 问 公式 


从 上 节 例 题 和 习题 看 到 ,通过 求 积分 和 的 极限 来 计算 定 积分 一 般 是 很 困难 
的 .下 面 要 介绍 的 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 不 仅 为 定 积分 计算 提供 了 一 个 有 效 的 方 
法 ,而 且 在 理论 上 把 定 积分 与 不 定 积 分 联系 了 起 来 . 

定理 9.1 若 函 数 f 在 [a,b] 上 连续 , 且 存 在 原 函 数 下 ,中 F(x)= f(z)， 
zeE[a,p], 则 和 在 [ac ,5 上 可 积 , 且 


| rodz = FCOD) - Fla). (1) 
这 称 为 牛顿 一 某 布 尼 茨 公式 , 它 也 常 写成 
| Fez)dz = F(z) 
证 ”由 定 积分 定义 , 任 给 @ > 0, 要 证 存在 6 > 0, 当 上 Tl < 人 时 ,有 
C8)az - [PCO) - F(a)]| < 。- 下 面 证 明 请 足 如 此 要 求 的 3 确实 是 有 


在 的 . 

事实 上 ,对 于 [a,5] 的 任 一 分 割 T= {a = zoyzl，…zn= 8 ,在 每 个 小 区 间 
[zi;-1;, ZX; J 上 对 F(z) 使 用 拉 格 明日 中 值 定 理 , 则 分 别 存 在 ni 和 (zx;_1, Ti) ,i = 
1,2,…,n ,使 得 


F(b) ~ F(a)= > [F(x,) — F(x;.1)] 


= DF (pA = > f(A (2) 
因为 f 在 [a ,51 上 连续 ,从 而 一 _ 致 连续 ， 所 以 对 上 述 6>0， 存在 8>0, 当 工 、 
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rT Ela,bl 有 Hlr -x |<6$ 时 ,有 
f(r )- fr) < 站 
于 是 , 当 Ar ;所 | 了 | <oO 时 , 任 取 & 所 7， try 便 有 | 6E 一 六 <G, 这 就 证 得 


> 7(s)Az 一 LF(b) 一 F(a)]| 
一 > [7(C6) 一 大 及 )]Azi 


WE) fn)| ax 


t - » . 二 
< Ax €. 


所 以 f 在 [a,b] 上 可 积 , 且 有 公式 (1) 成 立 / 0 
注 1 在 应 用 牛顿 一 莱 布 尼 次 公式 时 ,F(x ) 可 由 积分 法 求 得 . 
注 2 定理 条 件 尚 可 适当 减弱 ,例如 
1) 对 下 的 要 求 可 减弱 为 :在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 且 F(x)= 
f(z ),rE€E(a,b). 这 不 影响 定理 的 证 明 . 
2) 对 f 的 要 求 可 减弱 为 :在 [a ,bj 上 可 积 (不 一 定 连续 ). 这 时 (2) 式 仍 成 


立 , 且 由 /在 [a,b] 上 可 积 ,(2) 式 右边 当 吓 0 时 的 极限 就 是 | f(z)dz ， 


而 左边 恒 为 … 背 数 .( 更 一般 的 情形 参见 本 节 习 题 第 3 题 . ) 

注 3 至 $5 证 得 连续 枉 效 必 有 原 顺 数 之 后 ,本 定理 的 条 件 中 对 下 的 假设 
便 是 多 余 的 了 . 

例 1 利用 牛顿 一 莱 布 尼 菊 公式 计算 下 列 定 积分 . 


1) | zndzr(n 为 正 整数 ); 


b p 

2) | erdz; 3) | (0 < a < bb) 
7 2 

4) | sin xXxdxz; $) jz V 4- rdxr. 


解 ”其 中 1 一 3) 即 为 $1 中 的 例题 和 习题 ,现在 用 牛顿 一 莱 布 尼 泌 公式 来 


|) | ng _ rmtl _ (pti ntl) 
~ * nt+li, n+l 
b b 

2) | erdz = ee 一 e ”一 ee . 
‘dr 1 1 1 

3) | 2 aa P 


YY 
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Te 一 一 一 一 一 人 ore me we 


a , 
4) ] sin Tdx == 一 COS zr -2 
-0 0 


(这 是 图 9-- 6 所 示 正 弦 曲 线 一 拱 下 的 荐 积 ， 
其 余 各 题 也 可 作 此 联想 . ) 

5) 先 用 不 定 积 分 法 求 出 f(x)= 
rrV4- :的 任 一 原 函 数 ,然后 完成 定 积 分 计 图 9-6 


| dz= -二 | vad4- x) = VA +t. 


| rvV4- zdr=- 3 V (4 73) = 
例 2 利用 定 积分 求 极限 ， 
lim |- 本 + + = J. 


解 ” 把 此 极限 式 化 为 某 个 积分 和 的 极限 式 ,并 转化 为 计算 定 积分 .为 此 作 如 
下 变形 : 


eee 


“| 7 
HH 
不 难看 出 ,其 中 的 和 式 是 函数 /(z) = 二 一 在 区 间 [0,1] 上 的 一 个 积分 和 (这 里 
i 全 2 记 


(1 dr 
J = | -= In (1 + x) = jn 2. 


当然 ,也 可 把 看 作 /(x)= 一 在 [1,2] 上 的 定 积分 ,同样 有 


1 i 1 
习题 
1. 计算 下 列 定 积分 : 
(1) | (2- + 3)dz; (2) | [dr 
6 总 人 | ad; 


(5) | (6) | [i | 广 )dz: 
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"_dr . * 1 2 
(7) | 1 (8) |， (In x )’dx. 


2. ee 
(1) | lim -3 (1+2+ 二 


] | 
3) i. + 一 一 一 一 |， 
~ lm 评 +1)* (nx+2): | 
. ] l I 
(3) lim 1 (二 + 人 十 ，…… 十 7 ) ; 
(4) lm (sin +sin 和 + 十 sin 


天 ar 一 Tr 


3. 证 明 , 若 了 在 [a,6j 上 可 积 ,下 在 [a,b1 上 连续 ,日 除 有 限 个 点 处 及 (x) 二 ec), 则 


有 
[EE ~ F(bp)— F(a). 
$3 可 积 条 件 
从 定理 9.1 及 其 后 注 中 看 到 ,要 判别 一 个 晒 数 是 否 可 积 ,必须 研究 可 积 条 
件 


一 ”可 积 的 必要 条 件 


定理 9.2 着 史 数 上 在 | a ,5 上 可 积 , 则 ff 在 [a ,5 上 必定 有 界 . 

证 ”用 反 证 法 . 苦 f 在 | a,bj 上 匹 界 , 则 对 于 La, 的 任 一 分 割 工 , 必 存 在 
属于 本 的 某 个 小 区 间 As ,了 在 Ak 上 无 界 .在 ;天 & 的 各 个 小 区 间 A; 上 任意 取 定 
< ,并 记 

G = ] > f(é)Ar; 、 
现 对 任意 大 的 正 数 M ,由 于 f 在 A 上 无 界 , 故 存在 缉 EAs ,使 得 
fl(&)|> 地 A 


Ss )Ax. 人 上 (&)Azk| — NEDAr, 
AT + CO 
ATh 


由 此 可 见 , 对 于 无 论 多 小 的 上 了 中 , 按 上 述 方法 选取 点 集 1&1 时 ,总 能 使 积分 和 
的 绝对 值 大 于 任何 预先 给 出 的 正 数 ,这 与 f 在 [a ,5 上 可 积 相 开 证. - 


”AZ 一 Cr 三 M. 
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这 个 定理 指出 ,任何 可 积 限 数 一 定 是 有 界 的 ;但 要 注意 ,有 界 咒 数 却 不 一 定 
可 积 . 
例 1 证 明 狄 利克 雷 函 数 
1， > 为 有 理 数 ， 


D(x) = 


0 ， 人 为 无 理 数 
在 [0,1j 上 有 界 但 不 可 积 . 
- 证 显然 LID(Cz)| 委 1,zE[0,1]. 
对 于 [0,1j 的 任 : 一 分 害 工 , 由 有 理 数 和 无 理 数 在 实数 中 的 稠密 性 ,在 属于 了 


的 任 - -小 区 间 A, 上 , 当 取 & 全 为 有 理 数 时 ，、 ,De )Ar = >,Az; = 1; 当 取 
i= | i=] 


3 全 为 无 理 数 时 , 》) D(&)Az, = 0. 所 以 不 论 | 工 ， 多 么 小 ,只 要 点 集 15| 取 


法 不 同 (全 取 有 理 数 或 全 取 无 理 数 ) ,积分 和 有 不 同 极限 , 即 D(z) 在 [0,1] 上 不 
可 积 . U 

由 此 例 可 见 , 有 和 界 是 可 积 的 必要 条 件 . 所 以 在 以 后 讨论 畏 数 的 可 积 性 时 ,总 
是 首先 假设 消 数 是 有 界 的 ,今后 不 表 ---… 申 明 ， 


二 ”可 积 的 区 要 条 件 
要 判断 一个 函数 是 否 可 积 , 固 然 可 以 根据 定义 ,直接 考察 积分 和 是 否 能 无 限 


接近 某 -常数 ,但 由 于 积分 和 的 复杂 性 和 那个 常数 不 易 预知 ,因此 这 是 极其 困难 
的 .下 面 即将 给 出 的 可 积 准 则 只 与 被 积 函 数 本 身 有 关 ,而 不 涉及 定 积分 的 值 . 
设 丰 =1A=12 1 为 对 [< ,oj 的 任 一 分 割 .由 了 在 [La ,5j 上 有 界 , 它 
在 每 个 和 A, 上 存在 上 、 下 确 界 . 
M; = Supf CT) ,mm = ipf f(x),i = 1,2,.… ,nn 
作 和 
S(T) = > Mar ,s(T) = Dm Az ， 


分 别称 为 上 关于 分 割 了 的 上 和 与 下 和 (或 称 达 布 上 和 与 达 布 下 和 ,统称 达 布 
积 ). 任 给 EEA,,i 一 1,2,"…,n, 显 然 有 


:(T) < > fear S(T). (1) 
与 积分 和 相 比 较 , 达 布 和 只 与 分 割 三 有 关 ,而 与 点 集 | 无关. 由 不 等 式 (1) ,就 
能 通过 讨论 上 和 与 下 和 当中 全 | ->0 时 的 极限 来 揭示 f 在 [a ,56] 上 上 是否 可 积 .所 


以 ,可 积 性 理论 总 是 从 讨论 上 和 和 与 下 和 的 性 质 入 手 的 . 
定理 9.3 (可 积 准则 ) 函数 f 在 [a ,bj] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 : 任 给 e>>0， 
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总 存在 相应 的 一 个 分 割 工 , 使 得 
S(T)- s(T)< e. (2) 
本 定理 的 证 明 依 赖 对 上 和 与 下 和 性 质 的 详尽 讨论 ,这 里 从 略 (完整 证 明 补 述 
于 36). 
设 CUi 一 M., m1,, 称 为 f 在 A, 上 的 振幅 ,有 必要 时 也 记 为 wl. 由 于 


S(T) - s(T) = DwAxi( 或 记 为 DwiAx;)， 
因此 可 积 准则 又 可 改 述 如 下 : 
定理 9.3′ 函数 f 在 [a ,b] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 ; 任 给 e >0, 总 存在 相应 


的 某 一 分 割 工 ,使 得 
> ,ojArz， < €. (2 ) 


T 
不 等 式 (2) 或 (2 ) 的 几何 意义 是 : 知 ff 在 
[a,b1] 上 可 积 , 则 图 9 一 7 中 包围 曲线 y = 
f(z) 的 一 系列 小 矩形 面积 之 和 可 以 达到 任意 
小 ,只 要 分 割 充分 地 细 ; 反 之 亦 然 . 


三 ”可 积 函 数 类 


根据 可 积 的 充 要 条 件 , 我 们 证 明 下 面 一 
此 类 型 的 函数 是 可 积 的 ( 即 可 积 的 充分 条 
件 ). 

定理 9.4 若 f 为 [a ,6b5] 上 的 连续 函数 , 则 了 在 [a ,5J 上 可 积 . 

证 ”由 于 了 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,因此 在 [a ,6b] 上 一 致 连续 .这 就 是 说 ， 
任 给 s >0 ,存在 >0 .对 [ua ,5] 中 任意 两 点 zx .XxX ,只 要 |x 一 x [< 之 6, 便 有 

/ mr 
f(z) -flr ) < 
所 以 只 要 对 [a,b] 所 作 的 分 割 了 满足 上 T 必 <6, 在 工 所 属 的 任 一 小 区 因 A， 
上 ,就 能 使 f 的 振幅 满足 
E 


oj 二 AM 一 mi 三 sup | f(x )- f(r) < 一 一 ， 
rTEA, #! 


图 9--7 


从 而 导致 


b—a 
由 定理 9.2 证 得 f 在 [a ,5j 上 可 积 . 品 


DwiAx; < = > ,Ar 一 有， 
T 1 


@ ”此 等 式 成 立 的 证 明 留 作 本 节 习 题 ( 第 5 题 ). 
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读者 应 该 注意 到 ,一 致 连续 性 在 本 定理 证 明 中 所 起 的 重要 作用 . 

定理 9.5 若 /是 区 间 [a ,5 上 只 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函 数 , 则 在 [ac ,2 
上 可 积 . 

证 不 失 一 般 性 ,这 里 只 证 明 f 在 [a,5] 上 仅 有 一 个 间断 点 的 情形 ,并 假设 
该 间断 点 即 为 端点 0， 

任 给 e >0, 取 6 满足 0<9 < 开打 -有 < a, 其 中 M 与 m 分 别 为 了 在 
[a,pl 上 的 上 确 界 与 下 确 界 ( 设 m < M ,否则 广 为 常 量 盟 数 ,显然 可 积 ). 记 三 在 
小 区 间 A =|12-G ,bj] 上 的 振幅 为 ww , 则 

， E _&€ 
wO <(M-m)'M -mm) 一 7 ， 

因为 在 [a ,6 一 8 ] 上 连续 ,由 定理 9.3 知 f 在 [a,b 一 6 ] 上 可 积 .再 由 定 
理 9.2’ (必要 性 ) ,存在 对 [a ,5 一 6 ] 的 某 个 分 割 T = {Ai,Ao,…,A;-1| ,使 得 


ee < 广 . 
令 A,=A’, 则 工 = [Al,As,…,A， As 是 对 [a ,5] 的 一 个 分 割 ,对 于 工 ,有 
DwiAr = Boas + ww 人 < 记 + 记 二 6. 
根据 定理 9.2 (充分 性 )， 证 得 f 在 [a， b ] 上 可 积 品 


定理 9.6 若 f 是 [a,5b5j] 上 的 单调 函数 , 则 fF 在 [a,6b] 上 可 积 . 
证 设 f 为 增 函 数 ,有 旦 f(c)< Fo)( 若 F(a)=Ao), 则 三 为 萤 量 图 数 , 显 
然 可 积 ). 对 [fa ,5] 的 任 一 分 割 工 ,由 f 的 增 性 ,f 在 本 所属 的 每 个 小 区 间 A; 上 


的 振幅 为 
w; = zi) — f(xi_1), 


于 是 有 
Sar DF) - fz) NT 
AONT 
由 此 可 见 , 任 给 s>0, 只 要 | 工 | < 一 a)’ 这 时 就 有 
DA < e， 


所 以 了 在 La ,58j 上 可 积 . 
注意 ,单调 函数 即使 有 无 限 多 个 间断 点 , 仍 不 失 其 可 积 性 . 
例 2 试用 两 种 方法 证 明 嘱 数 


0， 工 = 
f(z) 二 1 1 入 ,7 = 1,2,……: 


n” n+] 


rp i pf i “ie LE ee pe hi Me 
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在 区 间 [0,1] 上 可 积 . 
证 [证 法 一 ] 由 于 7 了 是 一 增 函数 (图 9-8)， ， 
虽然 它 在 [0,1] 上 有 无 限 多 个 间断 点 zx, = 一， n=2, 


| 
3,…, 但 由 定理 9.5, 仍 保证 它 在 [0,1] 上 可 积 .、 “ 口 1 , 
证 法 二 ]( 仅 利用 定理 9.2 和 定理 9.4) 任 给 


e >0, 由 于 im 二 =0, 因 此 当 二 充分 大 时 一 < 三 ,这 
说 明太 在 | 二 ,1 | 上 只 有 有 限 个 间断 点 . 利用 定理 
9.4 和 定理 9.2" 推 知 f 在 | 驴 ,1 | 上 可 积 , 且 存在 对 
1 | 的 某 一 分 割 了 ,使 得 


| 


| | 


| 
L2 


> aiAz， < px 
了 


二 把 小 区 辣 1 六 合并 ,成 为 对 [0,1] 的 一 个 分 割 .由 于 /在 |0, 二 | 上 
an = ac < =. 
所 以 了 在 [0,1j 上 可 积 . 
事实 上 , 例 2 的 第 二 种 证 法 并 不 限于 该 例 中 的 具体 画 数 ,更 一 般 的 命题 抑 本 
节 习 题 第 4 题 . 下面 例 3 的 证 明 思 想 与 它 可 谓 蜡 曲 网 工 . 
例 3 证 明 黎 坚 肾 数 
1 _p 五 
f(x) -1 7 gf9 系 ,q > 六， 


0， 文 = 二 0,1 以 及 (0,1) 内 的 无 理 数 
在 区 间 [10,1] 上 可 积 , 且 


二 | f(z)dz = 0. 
/2 一 一 一 一 一 一 一 及 和 
/1~、、 分 析 已 知 歼 曼 函 数 在 x =0,1 以 
A 及 一 切 无 理 点 处 连续 ,而 在 (0,1) 内 的 一 
US 切 有 理 点 处 间断 .证 明 它 在 [0,1j 上 可 积 
于 ~ 的 直观 构思 如 下 :如 图 9 一 9 所 示 ,在 黎 曼 
| 汪 寺 了 二 353333 名 ”本数 的 图 象 中 画 一 条 水 平 直 线 y= 上 .在 
图 9-9 此 直线 上 方 只 有 函数 图 象 中 有 限 个 点 ,这 


些 点 所 对 应 的 自 变量 可 被 含 于 属于 分 割 的 有 限 个 小 区 间 中 , 当 ‖ 工 足够 小 
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时 ,这 有 限 个 小 区 间 的 总 长 可 为 任意 小 ;而 工 中 其 余 小 区 间 上 函数 的 振幅 不 大 
于 广 ,把 这 两 部 分 相合 , 便 可 证 得 >,wiAri; < .下 面 写 出 这 个 证 明 . 
证 Ci 


71,…,7h. 现 对 [0,1] 作 分 割 T= {A1,A2,…,As| ,使 1 工 < 庆 ,并 把 全 中 所 有 


小 区 间 分 为 IA;|i=1,2,…,m1 和 和 IA., | 1 二 上 ,2，…， 和 7 m1| 两 类 .其 中 IA ,| 为 
含有 {ri 二 1,2,…,k 中 点 的 所 有 小 区 间 , 这 类 小 区 间 的 个 数 mx 记 2k( 当 所 有 
r; 恰好 都 是 工 的 分 割 点 时 才 有 m=2k); 而 A 为 工 中 所 有 其 余 不 含 ir;! 中 点 


的 小 区 间 . 由 于 了 在 A; 上 的 振幅 w’ 壹 少 ,于 是 
> wiAr’ < 3 OA < “2k TH < 与; 
而 了 在 A; 上 的 振幅 ?< ,于 是 


YAz < 7 2 A < 7 
:=1 = 


把 这 两 部 分 合 起 来 , 便 证 得 
So Az, 一 w AT; 十 SAr’ < E， 
i=] 一 了 | 

即 /在 [0,1j 上 可 积 . 


因为 已 经 证 得 f 在 [0,1] 上 可 积 ,所 以 当 取 全 为 无 理 点 时 ,使 f(&)=0， 
从 而 


| rz)dz = lim > 7(6)An = 10. 目 


上 下 0 
习 起 


1. 证 明 : 若 T 是 工 增 加 若干 个 分 点 后 所 得 的 分 割 , 则 SwiAr < A 

2. 证 明 :; 若 f 在 [a,65] 上 可 积 ,[a,8]Cla,6], 则 了 在 [a,B] 上 也 可 积 . 

3. 设 fg 均 为 定义 在 [a ,8] 上 的 有 界 函 数 .证 明 : 若 仅 在 [a ,56j 中 有 限 个 点 处 Fr)gkz)， 
则 当 /在 [a,5] 上 可 积 时 ,g 在 [a,6b] 上 也 可 积 , 且 | f(z)dz = | g(z)dz 

4. 设 /在 [a,b]J 上 有 界 ,1a,| 忆 [a,6],lima,=c. 证 明 : 春 f 在 [a,5j] 上 只 有 a,(n=1， 
2,…) 为 其 间断 点 , 则 f 在 [a,5] 上 可 积 . 


5. 证 明 : 若 f 在 区 间 A 上 有 界 , 则 
sup f(z) - inf f(z) = syp ,| f(x )—- fr)l. 
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$4” 定 积 分 的 性 质 


一 ” 定 积 分 的 基本 性 质 / 
性 质 1 若 f 在 [a,6] 上 可 积 ,为 常数 , 则 kf 在 La,5j] 上 也 可 积 , 且 

| Ar(z)dz = | f(x)dz. (1) 
证 当 &=0 时 绪论 显然 成 立 . 
当 有 天 0 时 ,由 于 


(6D)An -NW|=1k | PAE)Az: 


其 中 = | /(z)dx, 因 此 当 f 在 [a,6] 上 可 积 时 ,由 定义 , 任 给 。 > 0, 存 在 8 > 
0, 当 Te < 3 时 ， 


PA)Ar |< ee， 
从 而 

DL 
即 kf 在 [a,6] 上 可 积 , 且 


8 b 
| Ar(z)dz = kj = .| f(r)dz. 

性 质 2 若 fg 都 在 [a ,5] 上 可 积 , 则 f+g 在 [a,6bj 上 也 可 积 , 且 
| Et) 十 g(z)jdz = | rz)dz + | g(x)dz. (2) 


证 明 与 性 质 1 类 同 , 留 给 读者 . 
性 质 1 与 性 质 2 是 定 积 分 的 线性 性 质 , 合 起 来 即 为 


b 了 b 
| ar + Bz)]dr = a] f(r)dr + B) g(x)dz, 
其 中 a .8 为 常数 ， 
性 质 3 若 fg 都 在 [a ,5j 上 可 积 , 则 f*g 在 [ea ,bj 上 也 可 积 . 
证 由 太 g 都 在 [ac,5] 上 可 积 ,从 而 都 有 曾 , 议 
和 EPZ) 一 ,Epp 8 (7) | 
上 且 A>0,B>0( 否 则 fg 中 至 少 有 一 个 恒 为 零 值 函数 ,于 是 fg 亦 为 零 值 函 


数 ,结论 显然 成 立 ). 
任 给 e。>0, 由 f.g 可 积 , 必 分 别 存在 分 割 工 .了 ,使 得 


2 ke rb a tH ri ft 
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DA Arzi < 十- 58 Df Ar < aA- 


令 了 了 = 下 二 (表示 把 T .的 所 有 分 割 点 合并 而 成 的 一 个 新 的 分 割 开 ). 对 于 
[a ,0j 上 了 所 属 的 每 一 个 A, ,有 
ofs= syp [f(z )g(z’) — FGzg(z| 


过 .sup [lg(z')| :| f(z)- fr)|+ |Fz | |g(xr)- g(x’)|] 
< Bu + Aws. 
利用 $3 习题 第 1 题 ,可 知 
Dw Ar Bw/Axr; + A ogAr, 
T T T 
< BowlAr; + AD fA; 
TT TT 


ee 
+ 和 5 二 8， 


这 就 证 得 Ag 在 La ,5] 上 可 积 . 口 
注意 ,在 一 般 情 形 下 | re)g(z)dz 天 | f(r)ax | s(z)dz 


性 质 4 ff 在 [a,5j} 上 可 积 的 充 要 条 件 是 : 任 给 cE(ac,p), 和 在 |a,cj 与 
[fc,b] 上 都 可 积 .此 时 又 有 等 式 


pb C p 
| f(r)ar = | rz)dz + | f(r)dz. (3) 
证 [充分 性 ] 由 于 /在 [La ,cj 与 fc,o] 上 都 可 积 , 故 任 给 s>0, 分 别 存 在 
对 [a ,cj 与 [c, | 的 分 割 工 与 工 ,使 得 
oo; Azi; < 之 方 7 ， 
现 令 下 = 人 十 人 下， 它 是 对 [a b | 的 一 个 分 割 , 且 有 
DwiAri = 0 Azr 十 0 Azi < &. 


由 此 证 得 f 在 | a， 5] 上 可 积 
[必要 性 ] 已 知 f 在 [a,5] 上 可 积 , 故 任 给 s > 0, 存 在 对 [a ,2] 的 某 分 割 
T, 使 得 》w,Ax; 之 .在 TT 上 再 增加 一 个 分 点 c ,得 到 一 个 新 的 分 害 .由 $3 


习题 第 1 题 , 又 有 


| 


I AP E 
) /WiAr; < 2 
Tr 


or Ar? < < wh <e. 


分 割 了 在 [avc] 和 [c， 5b] 上 的 部 分 ,分 别 构成 对 [a ,cj 和 [ec ,oj 的 分 割 , 记 
为 TT 和 TT , 则 有 


了 "ite de i Tl a i 二 
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YiAri< 之 wu Az” < se， 


人 ai Azi 魏 Do Ax; < Ee. 


这 就 证 得 了 在 La ,5 与 10， 上 部 可 积 
在 证 得 上 面 结果 的 基础 上 最 后 来 证 明 等 式 (3). 为 此 对 [a ,5] 作 分 割 个 ,人 恒 
使 点 c 为 其 中 的 一 个 分 点 ,这 时 丁 在 | a ,cj 与 [c ,6 |] 上 的 部 分 各 自 构成 对 [a ,ce 
与 1c ,bj 的 分 割 ,分 别 记 为 开 与 . 由 于 
Sf(E)Az, = Sf (Az + 2f( E7)Ar’, 
因此 当 赴 开 | 一 0( 同 时 用 人 首 -0, 目下 一 0) 时 ,对 上 式 取 极 限 , 就 得 到 (3) 
式 成 立 . 口 
性 质 4 及 公式 (3) 称 为 关于 积分 区 间 的 
可 加 性 . 当 f(z ) 之 0 时 , (3) 式 的 几何 意义 就 
是 曲 边 梯形 面积 的 可 加 性 .如 图 9 一 10 所 示 ， 
曲 边 梯形 AabB 的 面积 等 于 曲 边 梯形 AacC 
的 面积 与 CcbB 的 面积 之 和 和. 


按 定 积分 的 定义 ,记号 | f(z)dz 只 有 当 


a<a 时 才 有 意义 ,而 当 <c=8 或 ae>8 时 本 来 
是 没有 意义 的 .但 为 了 运用 上 的 方便 ,对 它 作 如 下 规 乍 : 


规定 1 当 a=5 时 , 令 | f(z)dz = 0; 


规定 2 当 a > 5 时 , 令 | f(z)dz =- | f(z)dz. 
有 了 这 个 规定 之 后 ,等 式 (3) 对 于 a、5、c 的 任何 大 小 顺序 都 能 成 立 . 例如， 
当 a<pb<c 时 ,只 要 和 在 La,cj 上 可 积 , 则 有 


六 aaz+| rz)az= (| C2)de + f(z)dr)-) rz)dz 


= | f(z)dz. 
性 质 5 设 f 为 [a,6b] 上 的 可 积 函 数 .车 f(z) 之 0,zE[a,5j」, 则 
| fe)dr >0. (4) 


证 ”由 于 在 [a ,外 上 f(x) 实 0, 因 此 f 的 任 一 积分 和 都 为 非 负 .由 f 在 La， 
bj 上 可 积 , 则 有 


| f(x)dz = Tim > f(&)Az; >0. “0 
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推论 (积分 不 等 式 性 ) 若 与 g 为 [ea,b] 上 的 两 个 可 积 函 数 , 且 f(x) 志 g(x)， 
rE€la,5b|, 则 有 


8 6 
| f(z)dz < | g(r)dz. (5) 
证 邻 F(x)=g(zx) 一 f(x) 之 0,zTE[La,bj, 由 性 质 2 知道 下 在 [a,b5] 上 
可 积 , 且 由 性 质 5 推 得 
6 6 6 
0<| F(z)dz - | gz)dz -| Frz)dz， 


不 等 式 (5) 得 证 . 品 
性 质 6 阁 f 在 [a,5jJ 上 可 积 , 则 | 了 fi 在 [a ,0 上 也 可 积 , 且 


b b 
[WE ME (6) 
证 由 于 在 [a ,5] 上 可 积 , 故 任 给 es >0, 存 在 某 分 割 了 ,使 得 > cfAr; < e. 
由 绝对 值 不 等 式 
ifCz)|- | f(r) |ifCr)- Foz)|， 
可 得 wl 人 之 wf ,于 是 有 
Dw Ar; < wlAr; < e. 
从 而 证 得 | fi 在 [a ,5j] 上 可 积 . 
再 由 不 等 式 --|f(z)| 志 f(z) 筷 | f(z)|, 应 用 性 质 5( 推 论 ), 即 证 得 不 等 式 


(6) 成 立 . ] 
注意 ”这 个 性 质 的 逆 命 题 一 般 不 成 立 ,例如 
] ， 为 有 理 数 ， 
f(x) = i X 为 无 理 数 
在 [0,1] 上 不 可 积 (类 似 于 狄 利克 雷 函 数 ); 但 | f(x)| 寺 1, 它 在 [0,1] 上 可 积 . 


例 1 求 | f(z)dz ,其 中 
27-1, -1 三 xr< 0, 
CD) -1 0 委 工 么 1. 
解 ” 对 于 分 段 函 数 的 定 积分 ,通常 利用 积分 区 间 可 加 性 来 计算 , 即 


| f(z)dz 一 | rz)dz 十 | rz)dz 


一 | cz 一 下)dz 十 | eraz 


0 1 
一 (x? 了) 二 《ee | 


we eh Hi i 
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= 2 eltl=- (etl+1) D 
“0 0 
注 1 上 述 解法 中 取 | f(z)dz = | (2z - Ddz, 其 中 被 积 函 数 在 = 0 


处 的 值 已 由 原来 的 F(0) = e “| “= 1 改 为 (2z -1) _， 二 一 1, 由 $3 习题 第 


3 题 知道 这 一 改动 并 不 影响 了 在 [二 1,0] 上 的 可 积 性 和 定 积分 的 值 
注 2 如 果 要 求 直 接 存 [ - 1, 1] 上 使 用 牛顿 一 莱 布 尼 世 公式 来 计算 


| f(z)dr = (1) 一 F(-1) ,这 时 FEz) 应 取 怎 样 的 函数 ” 读者 可 对 照 $2 习 
题 第 3 题 来 回答 . 
例 2 证 明 : 若 f 在 [a,5] 上 连续 , 且 f(z)>0, | f(z)dz = 0, 则 f(x)=0， 


r€E[la,b]. 
证 ”用 反 证 法 .倘若 有 某 zoE [a ,5], 使 F(zo)>0, 则 由 连续 函数 的 局 部 保 
号 性 ,存在 zu 的 某 邻 域 (zxo 一 6,zo+6)( 当 ro=a 或 zo=b 时 , 则 为 右 各 域 或 


左 邻 域 ) ,使 在 其 中 f(z) 之 20 >0. 由 性 质 4 和 性 质 5 推 知 
| rodaz=| f(x) dx + f(x)dz + f(x)dz 


之 0+ | oa +0= f(xo)6 > 0， 


这 与 假设 | /f(z)dz = 0 相 矛 盾 .所 以 F(z) 二 0,z € [a,6]. 

注 ”从 此 例证 明 中 看 到 ,即使 为 一 非 负 可 积 函数 ,只 要 它 在 某 一 点 zo 处 
连续 , 且 f(z0) > 0, 则 必 有 | f(z)dx > 0.( 至 于 可 积 函数 必 有 连续 点 ,这 是 一 
个 较 难 证 明 的 命题 ,读者 可 参阅 $6 习题 第 7 题 . ) 

二 ”积分 中 值 定理 

定理 9.7 (积分 第 一 中 值 定理 ) 若 了 在 [a,6] 上 连续 , 则 至 少 存在 一 点 
eGE[a,5], 使 得 

| raz= Fe -a). (7) 


证 由 于 f 在 [a,6b] 上 连续 ,因此 存在 最 大 值 M 和 最 小 值 普 .由 
mf(r)M,rEe [a,bj, 
使 用 积分 不 等 式 性 质 得 到 
m(b -a) <| fr)dr < Mb -a), 


218 第 九 章 定 积 分 


_1 f° 
Mm 二 太一 -| 7(z)dz < AT. 
再 由 连续 也 数 的 介 值 性 ,人 至少 存 在 一 点 EEla,b|, 使 得 
f(é€) = 于 二 | rz)dz， (7 ) 
这 就 证 得 (7) 式 成 立 . 品 
积分 第 一 中 值 定 理 的 几何 意义 如 图 9-11 
所 示 , 若 f 在 [a,b5] 上 非 负 连 续 , 则 y= f(x) 


在 [a,6b5] 上 的 曲 边 梯 形 面 积 等 于 以 (7 ) 所 示 的 
f(E) 为 高 , [a,5」] 为 底 的 矩形 面积 . 而 


so] rz)dz 则 可 理解 为 f(z) 在 区 间 [a， 
b] 上 所 有 所 数 值 的 平均 值 .这 是 通常 有 限 个 数 


的 算术 平均 值 的 推广 . 
例 3 试 求 f(z)=sin x 在 [0,xj 上 的 平均 值 . 
解 ” 所 求 平均 值 为 
1 {(™. 1 rr 2 
f(é€) = | sin zdz =- 7S TI = 门 


定理 9.8( 推 广 的 积分 第 一 中 值 定理 ) 若 f 与 g 都 在 [a,b」 上 连续 , 且 
g(x) 在 [a,65] 上 不 变 号 , 则 至 少 存在 一 点 EE [a ,5] ,使 得 


b 6 
| rz)g(z)dz = f(8)] glz)dz. (8) 


( 当 g(x) 三 1 时 , 即 为 定理 9.6.) 
证 不 妨 设 g(xz) 宇 0,TEla,b1. 这 时 有 
mg(r) < f(r)g(r) < Me(r),r EE [a,b], 
其 中 M mm 分 别 为 f 在 [a ,b] 上 的 最 大 、 最 小 值 . 由 定 积 分 的 不 等 式 性 质 ,得 到 


m| g(xz)dzr S| fz)a(z)dz < M| gr)dz. 
车 | g(z)dz = 0, 则 由 上 式 知 | f(z)g(z)dz = 0, 从 而 对 任何 € [a,5],(8) 
式 都 成 立 .车 | g(z)dz > 0, 则 得 
| rz)sg(z)dz 


| sz)dz 


m < 


i ~ or 
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re 


由 连续 函数 的 介 值 性 , 必 人 至 少 有 一 点 EE [a ,oj ,使 得 


| Frz)g(z)dz 
FE) = 一 一 ， 
| s(z)dz 
这 就 证 得 (8) 式 成 立 . 品 
注 事实 上 ,定理 9.7 和 定理 9.8 中 的 中 值 点 & 必 能 在 开 区 间 (a,5) 内 取 


得 (证 明 留 作 习 题 ). 
积分 第 二 中 值 定理 将 在 下 一 节 里 给 出 . 


习 是 


1. 证 明 : 若 了 与 g 都 在 La,2j 上 可 积 , 则 
b 
im DE)g (nA = | f(z)g(z)dr, 
其 中 后 ,六 是 下 所 属 小 区 间 A; 中 的 任意 两 点 ,i =1,2,…,n. 
2. 不 求 出 定 积分 的 值 ,比较 下 列 各 对 定 积分 的 大 小 ， 


(1) | zaz 与 | zzdz ; 


(2 ) | rdx jh sin Xdx. 
3. 证 明 下 列 不 等 式 : 
2 dz Tn 
(1) 二 < 一 <; 
“0 1 - 才 sin?z V2 
(2)1 < | edz < ee 


sin 并 Tn 
dr 研一; 


(G3)1< | 了 7 


de In 


dr <6. 


ce .站 


(4) Ve< | 


4. 设 f 在 [a,b] 上 连续 ,上 且 /(z) 不 恒 等 于 零 ,证 明 | (7(z))2dz > 0. 


5. 设 与 g 都 在 [a ,bj 上 可 积 , 证 明 
M(x) = max {f(x),g(z)!, m(x) = min {f(x), elz)! 


在 fa ,bj 上 也 都 可 积 ， 
6. 试 求 心 形 线 + =a(1+ cos 0) ,0 委 9 委 2x 上 各 点 极 径 的 平均 值 . 


7. 设 /在 [a,6] 上 可 积 , 且 在 [a,6b] 上 满足 |/(z) | 之 m>0. 证 明 下 在 [a,5] 上 也 可 积 . 
8 进一步 证 明 积 分 第 一 中 值 定理 (包括 定理 9.7 和 定理 9.8) 中 的 中 值 点 &€ (a ,b). 
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9. 证 明 : 若 f 与 g 都 在 [a,65] 上 可 积 , 目 g(xz) 在 [a,65] 上 不 变 号 , Mm 分 别 为 f(x ) 在 
[a,bj] 上 的 上 \ 下 确 界 , 则 必 存 在 某 实数 j(m 志 x4 二 1M) ,使 得 
| f(z)g(x)dz = | sg(z)dz 


10. 证 明 : 若 /在 [a,5] 上 连续 , 且 | /(zx)dx = | zf/(xz)dz = 0, 则 在 (a,6) 内 至 少 存在 


两 点 zl rz, 使 Kzi) = f[(z2) = 0. 又 若 | zzF(z)dzr = 0, 这 时 了 在 (a,6) 内 是 否 至 少 有 三 
个 零点 ? 
11. 设 /在 [a,b] 上 二 阶 可 导 , 且 /“(x)>0. 证 明 ; 
(1) 让 2 > 2 ) jE z 1 ;| fz)dz; 
(2) 又 车 f(z)<0,zE[a， 1 则 又 有 


f(zx) > ;| f(x)dz, Ela,bl|. 


12. 证 明 . 


(1) In(1+n)<1+ 方 ++ 一 <1+In 1 


i+ lt 
nn 一 ] . 


jn 7 


(2) lim 
$5 ” 微 积分 学 基本 定理 : 定 积分 计算 ( 续 ) 


当 函 数 的 可 积 性 问题 告 一 段落 ,并 对 定 积分 的 性 质 有 了 足够 的 认识 之 后 , 接 
着 要 来 解决 一 个 以 前 多 次 提 到 过 的 问题 一 一 在 定 积分 形式 下 证 明 连 续 函 数 必 害 
存在 原 盟 数 . 


一 ， 变 限 积 分 与 原 函 数 的 存在 性 


设 在 [a,65] 上 可 积 ,根据 定 积分 的 性 质 4 .对 任何 zxE[a,p], 太 在 [az 
上 也 可 积 . 于 是 ,由 


G(r) = | Foadr， rE€Ela,bl| (1) 


定义 了 一 个 以 积分 上 限 x 为 自 变 量 的 函数 , 称 为 变 上 限 的 定 积分 .类似 地 , 义 避 
定义 变 下 限 的 定 积分 : 


V(x) = | Fo)dz， Ela,bl. (2) 
5 与 严 统称 为 变 限 积分 .注意 ,在 变 限 积分 (1) 与 (2) 中 ,不 可 再 把 积分 变量 写成 
z( 例 如 | f(z)dzr ), 以 免 与 积分 上 ,下 限 的 相 混 洒 
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变 限 积分 所 定义 的 函数 有 着 重要 的 性 质 . 由 于 
| f(a =- | fd, 
因此 下 面 只 讨论 变 上 限 积分 的 情形 . 
定理 9.9 若 f 在 [a ,5b5] 上 可 积 , 则 由 (1) 式 所 定义 的 函数 @ 在 [a ,bj] 上 连 


绥 . 
证 对 [a ,5b5] 上 任 一 确定 的 点 x, 只 要 xz +AxEla,6bj], 按 定义 式 (1) 有 


+A x T+AT 
AB =| fdt -| /2)d = | f(t)dt. 
因 /在 [a,6] 上 有 界 , 可 设 |f(1)| 夺 M,tE[a,b]. 于 是 , 当 Ax>>0 时 有 


二 AT T+Ar 
Api= | oa) 0) 1dr < MAz; 


当 Az<0 时 则 有 |Ag@| 委 MIAz|. 由 此 得 到 
即 证 得 @ 在 点 x 连续 . 由 x 的 任意 性 , f 在 [a ,bj 上 处 处 连续 . 用 
定理 9.10 (原油 数 存在 定理 ) 车 f 在 [a ,65] 上 连续 , 则 由 (1) 式 所 定义 


的 函数 @ 在 [a,6b] 上 处 处 可 导 , 且 
@ (x)= | fd = f(x),r € [ob (3) 


证 对 [a ,bj 上 任 一 确定 的 Xx, 当 Azx 产 0 且 工 +ArEla,b] 时 , 按 定义 式 


(1) 和 积分 第 一 中 值 定理 ,有 


AD 1 T+AT 
Az 二 | fl2)dt 


= f(r + 0Ar),0<0E1. 


由 于 f 在 点 x 连续 , 故 有 
B(x) = lim A = limf(z + 0Ax) = f(z). 

由 工 在 [a ,bj 上 的 任意 性 ,证 得 9 是 f 在 [a,5b5] 上 的 一 个 原 旺 数 . 口 

本 定理 沟通 了 导数 和 定 积 分 这 两 个 从 表面 看 去 似 不 相干 的 概念 之 间 的 内 在 
联系 :同时 也 证 明了 “连续 函数 必 有 原 函 数 "这 一 基本 结论 ,并 以 积分 形式 (1) 给 出 
了 F 的 一 个 原 函 数 . 正 因为 定理 9.10 的 重要 作用 而 被 誉 为 微 积分 学 基本 定理 . 

此 外 ,又 因 f 的 任意 两 个 原 函 数 只 能 相差 一 个 常数 ,所 以 当 f 为 连续 函数 
时 , 它 的 任 一 原 函 数 下 必 满 下 

F(x)= | Fed: + C. 


共存 此 式 中 令 x =a ,得 到 C=F(a), 从 而 有 


i rr hE 一 
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| fd F(zr)- F(a). 


骨 令 x = 二 5, 即 得 
| f(a = F(b)— F(a). (4) 
这 是 牛顿 一 菜 布 尼 奖 公式 的 又 一 证 明 . 比照 定理 9.1, 现 在 只 需 假设 被 积 葬 数 f 
为 连续 困 数 ,其 原 函 数 下 的 存在 性 已 为 定理 9. 10 所 保证 ,无 需 男 作假 设 . 
利用 变 限 积 分 又 能 证 明 下 述 积分 第 二 中 值 定 理 . 


定理 9.11 (积分 第 二 中 值 定理 ) 设 隧 数 f 在 [a ,5j 上 可 积 . 
(i) 若 函数 g 在 [a ,bj 上 减 , 且 g(xz) 之 0, 则 存在 &ElLa,5j, 使 得 


pb 3 
| Fa)g(z)dz = g(a)| f(r)dz; (5) 
(ii) 若 函数 g 在 [a ,bj 上 增 , 且 g(xz) 宇 0, 则 存在 7€E La ,65j], 使 得 
| Ga)g(z)dz = go f(r)ar (6) 


证 ”下面 只 证 (i) ,类 似 地 可 证 (1) . 设 
F(x) = | far,z c [ao 


由 于 和 在 [< ,5] 上 可 积 ,因此 五 在 fa ,6] 上 连续 ,从 而 存在 最 大 值 M 和 最 小 值 mm . 
若 g(a)=0, 由 假设 g(x) 夺 0,xE[La,6bj, 此 时 对 任何 EE [a,5j,(5) 式 恒 成 立 . 下 面 设 


g(a)>0, 这 时 (5) 式 即 为 


Fe) = | rod = 志 fra)de. (5) 
所 以 问题 转化 为 只 须 证 明 
mt fear)dr < M, (7) 
因为 由 此 可 借助 的 介 值 性 立刻 证 得 (5 ). 当 然 (7) 式 又 等 同 于 
mg(a) <| f(z)g(z)dzr < Mela), (7) 
下 面 就 来 证 明 这 个 不 等 式 ， 


由 条 件 /有 界 , 设 | f(z)| 志 L,xE€la,6bj]; 而 g 必 为 可 积 ,从 而 对 任 给 的 e >0, 必 有 分 割 
T:a=rzczl<…<z = 二 5b, 使 
a € 
2 fA < 


现 把 1 = | 7(z)g(z)dz 按 积分 区 间 可 加 性 写成 
了 = > 站 f(x)g(z)dr 


i .mh .Pt i 
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> gl) glad)dr+ Dae) f(r) 


一 1 十 了 > 
对 于 1, 必 有 


Ea > g(x)— g(x1)|: | f(z)| dz 


:=1 


对 于 六 ,由 于 F(zo0)= F(a)=0, 和 和 
Fo au reer -fo en: 


一 F(z;) 一 F(x;-1), 


12> 一 Dalr DIF) 一 F(zxi-1)| 
= g(xo) [F(zx1) — F(xo)l + + g(xn-i)LF(r) 一 下 (zol 
= F(zi)[g(zo) — g(xzi1)] + * + F(xn-t) g(x-2) 一 g(xn-1) | 
+ F(x )g (Tn1) 


= DJ F(zi)[ g(xi-1) - g(xzi)] + FPF(b)ge( zr-1)- 
再 由 g(x) 这 0 且 减 ,使 得 其 中 g(x -1) 之 0,g(Xxi-1) 一 g(zi) 之 0,1=1,2,…* ,nn 1. 于 是 利用 
F(z,) 达 MM,i=1,2,…',n 估计 得 
[< MD [gz-1) 一 g(x;))] + Mg (zn_1) 


= Mgpla). 
同 理由 F(z,) 宇 m,i=1,2,…,n 又 有 1 之 mg (a). 
综合 了 = 万 十 了， <eyg(a) 委 PP 委 Mg(a) ,得 到 
-et mg(a)<I< Me(la)+e. 


由 * 为 任意 小 正 数 , 这 便 证 得 
mg(a) 1 Mg(a), 


即 不 等 式 (7 ) 成 立 . 随 之 又 有 (7),(5 ) 和 (5) 式 成 立 ， D 
推论 ” 设 函 数 f 在 [a,5] 上 可 积 .车 g 为 单调 函数 , 则 存在 &E La ,6b1, 使 


得 
至 & b 
| f(r)g(z)dz = g(a)] f(z)dz 十 g(6)| f(r)dz. (8) 


证 若 g 为 单调 递减 函数 , 令 h(z)=g(7x)-g(5b), 则 上 h 为 非 负 、 递 减 银 
数 . 由 定理 9.11(i), 存 在 EE€[a,6] ,使 得 
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| zatz)dz= pla)| f(z)az 


= [g(a) - g(6)]| f(z)dz. 
b 0 b 
由 于 f(z)h(z)dz = | f(z)g(z)dz - g(6)| f(x)dz ,因此 证 得 
| rz)g(z)dz= g(b)| 7(z)dz + [g(a) 一 #8)]| zjdz 


p 
= g(a)| f(x) + g(b)| F(z)dz. 
若 g 为 单调 递增 函数 ,只 须 令 h(x)=g(zx) 一 g(a), 并 由 定理 9.11(ii) 和 


(6), 同 样 可 证 得 (8) 式 成 立 . 四 
积分 第 二 中 值 定理 以 及 它 的 推论 是 今后 建立 反常 积分 收 化 判别 法 的 工具 
二 ” 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


对 原 函 数 的 存在 性 有 了 正确 的 认识 ,就 能 顺利 地 把 不 定 积分 的 换 元 积分 法 
和 分 部 积分 法 移植 到 定 积 分 计算 中 来 . 
定理 9.12 ( 定 积 分 换 元 积分 法 ) 若 函 数 f 在 [a,65」 上 连续 ,gq 在 [a,p] 
上 连续 可 微 , 且 满足 
p(a) = ap(p8) = ba ot) RotE la,Bl, 
则 有 定 积 分 换 元 公式 : 


b Bb 
| fiz)dr = | f(g(1)) 9 (1dr. (9) 


证 ”由 于 (9) 式 两 边 的 被 积 函 数 都 是 连续 函数 ,因此 它们 的 原 函 数 都 存在 . 
设 下 是 /在 La,5] 上 的 一 个 原 函 数 ,由 复合 函数 微分 法 


CF(9(1)) = F (p(t)o(t) = PP (i), 
可 见 F(o(i)) 是 Fep(t))92() 的 一 个 原 函数 .根据 牛顿 一 菜 布 尼 茨 公式 ,证 得 
[gl d= FPC) -Fe(a) 


6 
= F(b) - F(a) = | f(z)dz. UD 


从 以 上 证 明 看 到 ,在 用 换 元 法 计算 定 积 分 时 ,一 旦 得 到 了 用 新 变量 表示 的 原 
函数 后 ,不必 作 变量 还 原 , 而 只 要 用 新 的 积分 限 代 和 人 并 求 其 差 值 就 可 以 了 . 这 就 
是 定 积分 换 元 积分 法 与 不 定 积分 换 元 积分 法 的 区 别 , 这 一 区 别 的 原因 在 于 不 定 
积分 所 求 的 是 被 积 函数 的 原 函 数 ,理应 保留 与 原来 相同 的 自 变量 ;而 定 积分 的 计 
算 结 果 是 一 个 确定 的 数 ,如 果 (9) 式 一 边 的 定 积分 计算 出 来 了 ,那么 男 一 边 的 害 


oe ai FE -i -rh ha ir i 
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积分 自然 也 求 得 了 . 
注 ”如果 在 定理 9.11 的 条 件 中 只 假定 f 为 可 积 函 数 ,但 还 要 求 g 是 单调 
的 ,那么 (9) 式 仍然 成 立 . (本 节 习 题 第 14 题 . ) 


例 1 计算 | v 1 ~- rx“dx. 


解 令 z=sint, 当 /由 0 变 到 于 时 ,z 由 0 增 到 1, 故 取 [a,B]=|0, 子 |. 
应 用 公式 (9) ,并 注意 到 在 第 一 象限 中 cos :过 0, 则 有 


1 站 区 
| 1 — x’dx= | vV1-sn2tcos tdt = | eezd: 


ja + COS21 )di = 2( 十 Dsin2z )|? 


Ce 
"Ee 


2 2 


| 


人 上 | 一 


例 2 计算 | sin tcos’t dt. 


解 ” 道 向 使 用 公式 (9), 令 X=cos ti,dz= 一 sin tdt， 当 z 由 0 变 到 六 时 , 运 
由 1 减 到 0, 则 有 


| sa tcos’ tdt = J 一 | rdz 一 雪 ， 目 
In(1 + x) 
例 3 计算 J = | | 2 dz 
解 今 工 =tan L 上 ， 当 上 从 0 变 到 二 TT 时 ,x 从 0 增 到 1. 于 是 由 公式 (9) 太 
dr ， 
dt = ;得 到 


心志 


4, costi+smnti 
,nt1 + tan 1 )dt = | In -一 一 一 一 一 di: 


cost 
和 V2cos (4 一 

= | dr 
0 


COS I 
一 | vd 十 Fn COS 骆 一 jd: - [In cos tdt. 
4 0 


对 最 未 第 二 个 定 积分 作 变 换 w= 


区 


人 
4 
4 TT 
J “In cos (3 :jd = | 


-上 ,有 


In cos u(— du) -| ln cos xdz ， 


ys 
4 


Eu ma, Bh i i i Tn 
. r 
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它 与 上 面 第 三 个 定 积 分 相 消 . 故 得 


J = jav5d: = $ln2, 吕 
事实 上 , 例 3 中 的 被 积 函数 的 原 苞 数 虽 然 存在 ,但 难以 用 初等 水 数 来 表示 ， 
因此 无 法 直接 使 用 牛顿 一 菜 布 尼 次 公式 .可 是 像 上 面 那 样 ,利用 定 积分 的 性 质 和 
换 元 公式 (9), 消 去 了 其 中 无 法 求 出 原 函 数 的 部 分 ,最终 得 出 这 个 定 积 分 的 值 . 
换 元 积分 法 还 可 用 来 证 明 一 些 特殊 的 积分 性 质 ,如 本 节 习 题 中 的 第 5,6,7 
等 题 . 
定理 9.13 ( 定 积 分 分 部 积分 法 ) 若 wx(z)j,z(z) 为 [ae,5j 上 的 连续 可 微 


函数 , 则 有 定 积分 分 部 积分 公式 : 
| zw(z)daz = zz)o(z)| -| wz)s(z)dz (10) 
证 因为 uv 是 wv +xwv 在 [ae,2oj 上 的 一 个 原 函 数 ,所 以 有 
| (zyw(z)dz+j| wz)s(z)dz= | [zlz)o(z)+w(z)o(z)]dz 


- wz)o(z)| 


移 项 后 即 为 (10) 式 . 站 
为 方便 起 见 , 公 式 (10) 允 许 写 成 
| u(x)dv(z) = uz)o(z)| -| vr)du(z) (10 ) 


例 4 计算 | mm Xdz. 
解 | zaln Xdr = 了 | zzd(z-) = 了 (z “ln z| -J 2dz | 


-1(e-40))- doery ] 


例 5 计算 | ?sin"zdz 和 | cosrzdz sn = 1,2,.… 
解 ” 当 n 之 2 时 ,用 分 部 积分 求 得 
， 


i 
2 2 ，，- 
了 -| Sinzzrdz 三 一 SIn -zeosz | 十 (n 一 1) SI 2 TCOS Tdx 
EP 


= (7? 一 1)| sinr-2zdz —- (nn 一 1)| 2sin"zdz 
0 0 
= (no 1)],2— Cn — 1)],. 
移 项 整理 后 得 到 递 推 公 式 : 


a tp rh i -oY 
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J, = 2 ly ,i 之 2. (11) 


n 


由 于 
J 0 - 上 dz = 了 ， /1 = sin zdz 二 1， 
重复 应 用 弟 推 式 (11) 便 得 


J _2m-1 2m-3..1 x _ (2m-Di x 
m2m 21 -2 2 2 (2m)! 2 (12) 
2m 2m -2 2. (2m )!! : 
Janti = 3m +t1 2m 3 CQm+1 
令 工 = 广 一 t 可 得 
| cowzdz 一 一 | ;ee 人 (和 一 jd 一 | sinrzdzr， 
因而 这 两 个 定 积分 是 等 值 的 . 品 
由 例 5 结论 (12) 可 导出 著名 的 沃 利 斯 (Wallis) 公 式 : 
nT (2m )!! 1 
er st (13) 
事实 上 ,由 


工 开 区 
2 . 2 . 2 ， _ 

| sin2mf+l rdz < | sin ”xdx < | sin’” trdxr, 
0 0 


把 (12) 代 入 ,得 到 


(27m)1! (2m—1 )! x (2m — 20! 
Dm tI mt 2 ~ CQm- DD 
由 此 又 得 
(2m)!! 1 1 可 (2m )!! 1 
Am = ep jn 277 十 1] < 2 < [0 一 i] 2m Bn. 
因为 
_T Cm 1 lx om>% 
0 < bn- Am = | mr Im 2 0 ) 


所 以 lim (Bm Am)=0. 而 2 一 Am< Bn 一 An, 故 得 
lim A = 广 ( 即 (13) 式 )， 
利 斯 公式 (13) 揭 示 了 r 与 整数 之 间 的 一 种 很 不 寻常 的 关系 . 
三 ”泰勒 公式 的 积分 型 余 项 
若 在 [ec ,5] 上 xz(z)、o(z) 有 2+1 阶 连续 导 明 数 , 则 有 
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OP u(r) vz) u (xr) ud (zr) Fe 


+ Du oe))| + (Dd) vz)dz 


(n= 1,2,.…). (14) 

这 是 推广 的 分 部 积分 公式 ,读者 不 难 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 下 面 应 用 公式 (14) 
导出 泰勒 公式 的 积分 型 余 项 . 

设 晤 数 f 在 点 zo 的 某 邻 域 U(xzo) 内 有 n+1 阶 连续 于 畏 数 . 令 江 E 

U(xzo), u(t)=(z-t)",v(t)= tt)ELzozj (或 Lz,zoj). 利 用 (14) 式 得 


| (x 加 £2)"f "tl (th)dz = | (z _ £1)"f'™ (zt) 十 n(z 1)" f(D (z) 十 .。- 


十 tf] + 大 zt)dit 


、 


alF(z) — nl f(zxo) + f (xo) (x - xo) + 
(n) x 
十 [一 0) (7 一 z0)”| 
= nlR, (x), 
其 中 R, (x ) 即 为 泰勒 公式 的 n 阶 余 项 .由 此 求 得 
R(x) = 下 | fed) (rt)"de, (15) 


这 就 是 泰勒 公式 的 积分 型 余 项 . 
由 于 f("* 0(z) 连 续 ,(z 一 1)" 在 [zxo,z]( 或 [x ,zoj) 上 保持 同 号 ,因此 由 


推广 的 积分 第 一 中 值 定理 ,可 将 (15) 式 写作 
Re(z)= Hf) Cz -ord 


= 7 二 yf" (ez zo)"t!, 
其 中 上 = ro+6(z-zo),0 委 6 和 1. 这 就 是 以 前 所 熟悉 的 拉 格 朗 日 型 余 项 . 
如 果 直 接 用 积分 第 一 中 值 定理 于 (15), 则 得 
Rs(z)= fID Ez 6"(z x0), 
<e=xzo+oz -zzo)0 和 0 三 1 


由 于 
(zt - é)"(r- xo)= [x zo — 0(rx-— zxo0) "(x — xo) 


= (1 -0)"(z —- roo)", 


i La 7 
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因此 又 可 进一步 把 R(x) 改写 为 
Ru(z) = 二 ForD(zo+ Oz — zo))(1 — 0)"(z 一 onrl， 


0 之 9 过 1. (16) 
特别 当 zo=0 时 ,又 有 


R(z) = Tf (Qr)(l 9) ,0COZL. (17) 


公式 (16) (17) 称 为 秦 勒 公式 的 柯 西 型 余 项 .各 种 形式 的 泰勒 公式 余 项 ,将 在 第 
十 四 章 里 显示 它们 的 功用 . 


习 题 
1. 设 为 连续 函数 ,u.w 均 为 可 导 函 数 , 且 可 实行 复合 fu 与/*v. 证 明 : 
Ef Ade = Ka(z))w(z)- faux) u(x) 


2. 设 /在 [a,b] 上 连续 ,F(z)= | f(1)(z -zt)dt. 证 明 FF(x) = f(z),z € [a,b]. 
3. 求 下 列 极限 : 


。 | ed: 

0 四 二 | ee ed (2) lim [eg 

4. 计算 下 列 定 积分 : 
(1) [2 szsin 2zdzi (2) | V 4 — zdr; 
(3) | Va?- zidzr(a > 0); (4) | 到 一生 
| (©) ee 
(7) pn zdz; (8) 人 ea zdz; 
9)|: [Inz 1dzi (10) | edzi 
GD J oz 一 dz(a > 0); (12) P i Se oc ode 


5. 设 f 在 | 一 a， “1 上 可 积 证 明 ; 
(1) 若 /为 奇 函 数 , 则 | ”7(z)dz = 0; 


(2) 若 为 偶 函数 , 则 | f(z)dz = 2| f(z)dzx 
6 设 /为 ( - oo, + co) 上 以 p 为 周期 的 连续 周期 函数 .证 明 对 任何 实效 <, 恒 有 


下 人 
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| az)dz 一 | fa)az. 
7. 设 太 为 连续 函数 .证 明 ， 
(1) | fsin zr)dx = |? flooe Tdx; 


(2) | zs z)dz = 下 | f(sin x)dx. 


8. 设 J(m,n)= | sinrzeos"rdz (m,n 为 正 整数 ). 证 明 ， 
J(m,n) = nl J(m,n -2)= CO -1 J -2,7n), 


m+n m+ nn 


并 求 J(2m ,2n). 
9. 证 明 . 者 在 (0, + ce) 上 f 为 连续 函数 , 且 对 任何 a>>0 有 


g(r) = | f(a: 二 常数 ,zx € (0, + %)， 


则 f(r)= ,rE (0, + oc0),c 为 常数 . 
10. 设 f 为 连续 可 微 函 数 , 试 求 


二 | (x — 1)f (zidz， 


并 用 此 结果 求生 | (z sin td 
人 JO 

11. 设 y= f(x) 为 [a,6b] 上 严格 增 的 连续 曲线 (图 
9 12). 试 证 存在 &E (a,65), 使 图 中 两 阴影 部 分 面积 


相等 . 
12. 设 /为 10,2xj 上 的 单调 递减 函数 .证 明 : 对 任 


何 正 整数 ”人 恒 有 


2 
| f(z)sin nrdr 之 0 


13. 证 明 : 当 工 >0 时 有 不 等 式 
| si td | < 一 (< > 0). 


14. 证 明 . 车 f 在 [a,b] 上 可 积 ,gw 在 [a,B] 上 单调 且 连 续 可 微 ,g(a)=a,qg(B)=65, 则 有 
| mayaz = | Hp) 9 a. 

"15. 证 明 ; 若 在 [a,65] 上 f 为 连续 函数 ,g 为 连续 可 微 的 单调 函数 , 则 存在 EE1La,6。j， 

使 得 
b 上 在 
| Kz)g(z)dz = g(a)| f(z)dz 十 g(6)| .7(z)dz 

(提示 :与 定理 9. 11 及 其 推论 相 比 较 , 这 里 的 条 件 要 强 得 多 ,因此 可 望 有 一 个 比较 简单 

的 ,不同 于 定理 9.11 的 证 明 . ) 


Dr 
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”$6 可 积 性 理论 补 修 


一 ”上 和 与 下 和 的 性 质 

在 $3 第 二 段 里 ,我 们 已 经 引入 了 上 和 S( 丁 ) 和 下 和 s( 丁 ) 的 概念 . 即 对 于 
分 割 T:e=zoCzi<…<zo=D, 以 及 Ai; =[z zjAr= 忆 一 -1 有 

S(T) 一 S MAz， s(T) -一 D1 Az,, 
i=1 i=1 
其 中 Mi= sup f(x),mi= ipf f(x),i=1,2,…,n. 由 于 假设 /在 La,bJ 上 有 
界 , 因 此 上 述 Mi; ,mm; 以 及 f 在 [a,5] 上 的 上 、\ 下 确 界 M 与 mm 都 存在 ,而 且 对 于 
任何 &. CEA, , 必 有 
m(b -a) <AT) < DE A SS(T) < M(B -a). (1) 


下 面 讨论 上 和 与 下 和 的 性 质 . 借 助 这 些 性 质 , 便 能 由 不 等 式 (1) 导 出 可 积 的 


充 要 条 件 . 
性 质 1 对 同一 个 分 割 工 ,相对 于 任何 点 集 {&| 而 言 , 上 和 是 所 有 积分 和 的 


上 确 界 ,下 和 是 所 有 积分 和 的 下 确 罩 . 名 
S(T) = sup > f(A s(T) = inf >) f(&)Az. 


证 ”由 不 等 式 (1) 知 道 ,相对 于 任何 点 集 {é&| 而 言 ,上 和 与 下 和 分 别 是 全 体 
积分 和 的 上 界 与 下 界 .现在 进一步 证 明 它 们 分 别 是 全 体积 分 和 的 最 小 上 界 与 最 


大 下 界 . 
任 给 e。 >0, 在 各 个 A;, 上 由 于 M; 是 f(x) 的 上 确 界 , 故 可 选取 点 名 € Ai, 使 


i 7 一 
Sp > (Mm 一 和 


= PD MA -天 ,= S(T)- e. 
这 就 证 明了 cdT) 是 全 体积 分 和 的 上 确 界 ， 类似 地 可 证 s( 芽 ) 是 全 体积 分 和 的 下 
确 秀 . 中 
性 质 2 设 三 为 分 割 开 添加 户 个 新 分 点 后 所 得 到 的 分 割 , 则 有 
S(T)> S(T)F S(T)- (M-m)pl TI, (2) 


s(T)Zs(T)<A(T)+(M- m)p 站 人 下 (3) 


i ii 
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这 个 性 质 指出 ;增加 分 点 后 ,上 和 不 增 ,下 和 不 减 . 

证 这 里 证 明 不 等 式 (2), 同 理 可 证 (3). 

将 p 个 新 分 点 同时 添加 到 了 丁 , 和 逐个 添加 到 工 ,都 同样 得 到 并 ,所 以 我 们 先 
证 p= 二 1 的 情形 . 

在 开 上 添加 一 个 新 分 点 , 它 必 落 在 了 的 某 一 小 区 间 A 内 ,而 且 将 Aj 分 为 
两 个 小 区 间 , 记 为 A 与 Ak .但 了 的 其 他 小 区 间 A;(i 关 上) 仍旧 是 新 分 割 Ti 所 
属 的 小 区 间 . 因此 ,比较 S(T) 与 S(T1) 的 各 个 被 加 项 ,它们 之 间 的 差别 仅仅 是 
S(T) 中 的 MeAzrs 一 项 换 成 了 S(T|) 中 的 MiAri 与 MisAxh 两 项 (这 里 Mi 与 
NM 分 别 是 f 在 Ai 与 A 上 的 上 确 界 ), 所 以 

S(T)— S(T)= MAzD ~ (MAzr, + MEAx') 
= Mi(Axs + Azi) 一 (MAAZE + MiAxi) 
= (ML — Mi)Azxs, + (RM — Mi)Axrk. 
由 于 
m < M1 (或 M;) MM, 
故 有 
0<S(T)- S(T)< (M - m)Azrs + (M — m)Azx: 
= (M- m)Azi <(M-m)| TH. 
这 就 证 得 p=1 时 (2) 式 成 立 . 
一 般 说 来 ,对 T; 增加 一 个 分 点 得 到 五 + 就 有 
OS(T)- S(T)M-m)| Tl ,i= 0,1,2,.…,p—1 
(这 里 To= 本 , T= 二 了 ). 把 这 些 不 等 式 对 i 依次 相 加 ,得 到 


0<S(T) -S(TISM- mTN SM- mplT. 


这 就 证 得 (2) 式 成 立 . 口 
性 质 3 ” 若 TT 与 了 为 任意 两 个 分 割 ,T= T + 开 表 示 把 全 与 天 的 所 有 分 
点 合并 而 得 的 分 割 (注意 :重复 的 分 点 只 取 一 次 ) , 则 
S(T) 委 SOT )， CT) 之 SCT )， 
S(T) 过 SCT), s(T) 之 s(T). 
证 这 是 因为 工 既 可 看 作 工 添加 新 分 点 后 得 到 的 分 割 ,也 可 看 作 荆 添加 
新 分 点 后 得 到 的 分 割 ,所 以 由 性 质 2 立刻 推 知 此 性 质 成 立 . OD 
性 质 4 对 任意 两 个 分 割 工 与 工 ,总 有 
s(T’)< S(T). 
证 邻 T=T +T. 由 性 质 1 与 性 质 3 便 有 
s(T)<s(T)< S(T) < S(T). 口 
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这 个 性 质 指 出 ;在 对 [a ,5b 1 所 和 作 的 任意 两 个 分 割 中 ,一 个 分 割 的 下 和 总 不 大 
于 另 一 个 分 割 的 上 和 .因此 对 所 有 分 割 来 说 ,所 有 下 和 有 十 办 ,所 有 上 和 有 下 壳 ， 
从 而 分 别 存在 上 确 界 与 下 确 界 ,把 它们 记 作 

S = inf S(T), 5s 一 sups(T). 

通常 称 S 为 f 在 [a,6b5] 上 的 上 积分 ,s 为 上 在 [ae ,bj 上 的 下 积分 . 

性 质 5 m(b—a)<s 革 SSM(b-a). 

这 可 由 性 质 4 直接 推出 . 

性 质 6 ( 达 布 定理 ) 上 、 下 积分 也 是 上 和 与 下 和 在 上 本 一 0 时 的 极限 ， 
汕 

.SD = > 并 i 
证 下 面 只 证 第 一 个 极限 . 
任 给 e >0, 由 S 的 定义 , 必 存 在 某 一 分 割 工 使 得 


S(T ) < S 十 广 . (4) 


设 TT 由 pp 个 分 点 所 构成 ,对 于 任意 另 一 个 分 割 工 来 说 , 工 + TT 至 多 比 T 多 pp 个 
分 点 ,由 性 质 2 和 性 质 3 得 到 
S(T)-(M-m)pl TS(T+T)< S(T). 


于 是 有 
S(T)<S(T)+(M- m)pl TI. 


所 以 ,只 要 || 下 | < 到 MT 一方)5 ,就 有 S(T)<S(T') + 方 .联系 (4) 式 , 推 得 
S<S(T)<S+e. 这 就 证 得 
lim S(T)= 5S. 置 


1 ->0 


二 ”可 积 的 充 要 条 件 


定理 9.14 (可 积 的 第 一 充 要 条 件 ) ”函数 在 [a,b] 上 可 积 的 充 要 条 件 


是 :fF 在 [a,5j 上 的 上 积分 与 下 积分 相等 , 即 
SS= 了. 


证 [必要 性 ] 设 f 在 [a,6b] 上 可 积 , = | f(z)dx .由 定 积分 定义 , 任 给 
e >0, 存 在 S>0, 只 要 站 工 上 <, 束 有 


DedAri -J|<e 


四 当 M=m 时 Ff 为 常量 函数 ,性 质 伍 成 立 .所 以 这 里 设 M>m. 


a .pr 1 sp i i 0 dt a hr mh - 
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另 一 方面 ,由 于 S(CT) 与 了 ( 开 ) 分 别 为 积分 和 关于 点 集 16} 的 上 、 下 确 界 ( 即 性 质 
1) ,所 以 当 | 开 外 < 时 又 有 
1 S(T)-JiI<e, 1s(T)-JI<e. 
这 说 明 当 上 工 一 0 时 S(T) 与 s( 人 丁 ) 都 以 为 极限 .由 达 布 定理 ( 即 性 质 6)， 
一 了 三 上. 
[充分 性 ] 设 S=;=J. 由 达 布 定理 得 
lim S(T)= ,lim s(T) 二 了 . (S) 


上 TH 0 


借助 不 等 式 (1), 任 给 s >0, 存 在 SG>0, 当 | 工 <6 时 ,满足 
J—-e<s(T)< Df(8)Az S(T)<J+e. 


从 而 了 在 [a,65] 上 可 积 , 且 | f(x)dz = J. 癌 
$ 3 例 1 提 到 的 犹 利 克 雷 函数 在 [0,1] 上 不 可 积 , 正 是 由 于 它 的 上 积分 (S= 1) 
与 下 积分 (s = 二 0) 不 相等 所 致 . 
定理 9.15 (可 积 的 第 二 充 要 条 件 ) 函数 了 在 [a,61 上 可 积 的 充 要 条 件 
是 : 任 给 s >0, 总 存在 某 一 分 割 工 ,使 得 


S(T)- s(T) < e， Wh DY oA < e. 


其 中 =M;-mai(CF 在 Ai 上 的 振幅 ),z = 1， 7 . 
此 定理 即 为 $3 中 未 曾 证 明 的 可 积 准 则 . 
证 『 必 要 性 ] 设 f 在 fa,5] 上 可 积 , 由 定理 9.14 中 的 (5) 式 ,有 


lim [SCT)- ss(T))] = 0. 


于 是 , 任 给 e>0, 只 要 上 工 足够 小 ,总 存在 分 割 工 ,使 得 
S(T)- ss(T)< e. 
[充分 性 ] 若 定理 条 件 得 到 满足 , 则 由 
IT) 委 委 SS 委 9(CT) 


可 推 得 
0 过 S$S-s 人 S(T)- s(T)< e. 
由 于 es 的 任意 性 , 必 有 S=;, 故 由 定理 9.14 证 得 f 在 [a ,oj 上 可 积 . 口 
在 $3 证 明 可 积 函 数 类 与 34 讨论 定 积分 的 性 质 时 ,我 们 已 经 熟悉 了 可 积 第 
二 充 要 条 件 的 重要 作用 . 


定理 9 16 (可 积 的 第 三 充 要 条 件 ) 函数 f 在 [a,5] 上 可 积 的 充 要 条 件 
是 : 任 给 正 数 。、n, 总 存在 某 一 分 割 ,使 得 属于 T 的 所 有 小 区 间 中 ,对 应 于 振 
幅 we 之 e 的 那些 小 区 间 A 的 总 长 2 Aze < 了 


i i RL EW TT i 
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证 | 必要 性 ] 设 f 在 [a,6j 上 可 积 .由 定理 9.15, 对 于 o=ey>0, 存 在 某 
一 分 割 工 ,使 得 >jwrAxs < o. 于 是 便 有 
E > Are < D> wr Are < > wr Axe < 7， 
上 RR 开 
由 此 即 得 2 Axy < 7. 


. ， E 、 
[充分 性 ] 任 给 s >0, 取 es= 0 7) >0,7=30M 7 >0. 由 假设 , 存 
在 某 一 分 割 本 ,使 得 ww 之 e 的 那些 A 的 总 长 2,Aze < 了 7 了. 设 了 中 其 余 满足 uir<e 
的 那些 小 区 间 为 Aw, 则 有 
DorArt = weAzk 十 Sr Are 
< (M— m) 2 Axre + e 2 Ary 
<(M-m)nt+e(b—a) 
= 5 + 5 = €. 
由 定理 9.15 推 知 了 在 [a,65j] 上 可 积 . [ 
例 1 用 定理 9.16 证 明 黎 曼 范 数 在 [0,1] 上 可 积 , 量 定 积 分 等 于 0. 
证 在 $3 的 例 3, 我 们 曾 用 可 积 的 第 二 充 要 条 件 证 得 黎 曼 函数 在 [10,1j 上 
可 积 .现在 改 用 第 三 充 要 条 件 来 证 明 , 将 更 为 简明 . 
已 知 黎 曼 陆 数 为 


上 ，zx = 了 ,pg 互 素 ,p< 
人 7 g'P\9 系 ,p < a， 
0， 工 = 0,1 以 及 (0,1) 内 的 无 理 数 . 
任 给 。>0,w>0. 由 于 满足 一 一 >e， 即 4 委 一 的 有 理 点 万 只 有 有 限 个 ( 设 为 K 


因此 入 有 这 奖 训 的 小 区 间 笃 多 2K 个 ,在 其 上 ww 之 e. 当 TT < 5 天 时 ,就 
能 保证 这 些小 区 间 的 总 长 满足 
Arr < 魏 2K1T| < 7， 
所 以 了 在 [0,1j 上 可 积 . 
因为 m; = inf f(x)=0,i=1,2,…,n ,所 以 s({T)=0, 
~] 
| f(z)dz =s=0. 是 
例 2 证 明 : 若 f 在 [a,5] 上 连续 ,9 在 [a,B]J 上 可 积 ,a 人 p(t) 所 6,iE 
[a,B8j, 则 Fo 在 [ae,p8j 上 可 积 . 
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证 任 给 es>0,7>0. 由 于 了 在 [La ,56j 上 一 致 连续 ,因此 对 上 述 7 ,存在 S> 
0, 当 zzEla,p 上 且 jz-z < 时 ， 
f(r)- fr)l<y. 
由 假设 9 在 La,B1 上 可 积 ,对 上 述 正 数 6 和 es ,存在 某 一 分 割 工 , 使 得 在 厂 
所 属 的 小 区 间 中 ,wb 之 6 的 所 有 小 区 间 Ar 的 总 长 > Atp' < e ;而 在 其 余 小 区 


间 Ap- 上 wh < 6. 
设 F(z)= f(qp(z)),tE[fa,Bj. 由 以 上 可 知 :在 全 中 的 小 区 间 Ay 上 ,wb<y; 
至 多 在 所 有 A 上 ww 之 7, 而 这 些小 区 间 的 总 长 至 多 为 2 A < e. 


由 可 积 的 第 三 充 要 条 件 ,证 得 复合 函数 f°* 9 在 [a ,8j 上 可 积 . [ 
习 是 


1. 证 明 性 质 2 中 关于 下 和 的 不 等 式 (3). 
2. 证 明 性 质 6 中 关于 下 和 的 极限 式 lim ss(T)=s. 
3. 设 
加 Wr 本 为 有 理 数 ， 
A(7) = 0， Zz 为 无 理 数 . 
试 求 f 在 [0,1]j 上 的 上 积分 和 下 积分 ;并 由 此 判断 三 在 [0,1j 上 是 否 可 积 . 
4. 设 /在 [a,6] 上 可 积 , 且 F(z)Z0,zEf[la;p]. 试 问 VF 在 [a,6] 上 是 否 可 积 ? 为 什 
么 ? 
5. 证 明 : 定 理 9.14 中 的 可 积 第 二 充 要 条 件 等 价 于 “ 任 给 e >0, 存 在 39>0, 对 一 切 满足 
1 工 <8 的 ,都 有 >,wAzr = S(T)- s(T)<e"”. 


6. 据 理 回答 ， 
(1) 何 种 阻 数 具 有 “任意 下 和 等 于 任意 上 和 "的 性 质 ? 
(2) 何 种 连续 天 数 具 有 “所 有 下 和 (或 上 和 ) 都 相等 的 性 质 : 
(3) 对 于 可 积 函 数 , 若 “所 有 下 和 (或 上 和 ) 都 相等 " ,是 否 仍 有 (2) 的 绪论 
7. 本 题 的 最 终 目的 是 要 证 明 ; 若 f 在 [a,65] 上 可 积 , 则 /在 [a,bj 内 必定 有 无 限 多 个 处 
处 稠密 的 连续 点 .这 可 用 区 间 套 方法 按 以 下 顺序 逐一 证 明 . 
(1) 若 工 是 [a,5] 的 一 个 分 割 ,使 得 SCT) -ss(T)<5 一 a, 则 在 本 中 存在 茶 个 小 区 间 
A, ,使 of< 1. 
(2) 存在 区 间 站 =[ali,pijC(Ga,2) ,使 得 
w7 (五 ) = sup {(7) ~ inf f(x) < | 


(3) 存在 人 区间 J =[a2,6b2]CC(al,6b1), 使 得 
wi(L) = supf(x) — inf f(x) < 本 
rE 了 rel, 
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(4) 继续 以 上 方法 , 求 出 一 区 间 序 列 [= [a,,b,]C(a,_1;,6,_1) ,使 得 
wf ) = sap f(x) - inf f(x) < +. 
re AED n 


说 明 1 | 为 一 区 间 套 ,从 而 存在 X00E 1 ,n 二 |] ,2,…*: 则 且 在 点 xo 连续 . 
(5) 上 面 求 得 的 f 的 连续 点 在 La,6 .内 处 处 向 密 . 


"A 
Re 练 习 题 


1. 证 明 : 若 9 在 [0,a] 上 连续 ,f 二 阶 可 导 , 且 /"(z) 之 0, 则 有 


上 | pc) =/(d) pd). 


2. 证 明 下 列 命 题 . 
(1) 若 f 在 [a,51 上 连续 增 ， 


pe 2) | rod 7TE(a, bj] 


fla), r= a,， 
则 下 为 [a ,bj] 上 的 增 明 数 . 
(2) 若 f 在 [0, + co) 上 连续 , 且 Az)>0, 风 
pz) = | fa/ | fid 
为 (0, + oo) 上 的 严格 增 函 数 .如 果 要 使 9 在 10,+ oo) 上 为 严格 增 , 试 问 应 补充 定义 pg(0)= : 
3. 设 f 在 [0,+ co) 上 连续 , 且 lm A(z)= A, 证 明 
lim 工 | jC)d = A. 
7T-m+o 小 JO 
4. 设 和 是 定义 在 (一 co ,+ oo) 上 的 一 个 连续 周期 函数 ,周期 为 户 ,证 明 
， 上 | 1 17 
Tim 4 f(t)dt = 了 | Fode 
5. 证 明 .连续 的 奇 函 数 的 一 切 原 函数 稍为 偶 函 数 ;连续 的 偶 函 数 的 原 函 数 中 只 有 一 个 古 


奇 函 数 . 
6. 证 明 施 瓦 蕊 (Schwarz) 不 等 式 :车 / 和 g 在 [a,5] 上 可 积 , 则 


(| fn)dr ) <| F(z)dz | g(r)az. 


7. 利用 施 瓦 芯 不 等 式 证 明 ， 
(1) 若 f 在 [a,65bj 上 可 积 , 则 
6 2 b 

(| Cr)dz ) < (b— | ?ders 
(2) 若 在 [fa ,5] 上 可 积 , 且 f(x) 之 m>0, 则 

(Wa )dr : | dr>(b-a); 

a Ti d f(z) 
(3) 在 Fg 都 在 [a .5] 上 可 积 , 则 有 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 : 


mi rr eh pli he i 
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ca 十 g(z))zdz | < faz] + eer] 
8. 证 明 : 若 f 在 La,6b; 上 连续 ,日 f(x)>>0, 则 
in i | f(z)dz )> so) flz)dz. 
9. 设 f 为 (0, + co) 上 的 连续 减 函数 ,六 xz) >0; 叉 放 
o = DA) -| fz)dz. 


证 明 ia, | 为 收 伍 数 列 . 
*]0. 证 明 . 车 f 在 [a,5j 上 可 积 , 且 处 处 有 Az) >0, 则 | f(z)dz > 0. (提示 :由 可 积 
的 第 一 充 要 条 件 进 行 反 证 ;也 可 利用 》6 习题 第 7 题 的 结论 .) 


= pp pnd mm 
A 2 ie | 


第 十 章 ” 定 积分 的 应 用 


3 1 平面 图 形 的 面积 


在 上 一 章 开头 讨论 过 由 连续 曲线 y= f(x)( 宇 0), 以 及 直线 t=a,zx=b(a<<5) 
和 x 轴 所 围 曲 边 樟 形 的 面积 为 


A = | Kz)dz 一 | >dz 
如 果 F(z) 在 [a ,5j 上 不 都 是 非 负 的 , 则 所 围 图 形 的 面积 为 
A = | f(z) dz = | lyldz. 


一 般 地 ,由 上 、 下 两 条 连续 曲线 y= f(z) 与 y= 记 (z) 以 及 两 条 直线 过 =a 
与 x=0(a<p) 所 围 的 平面 图 形 (图 10- 1), 它 的 面积 计算 公式 为 


4 = | LP(z)- Ai(z)]dr (1) 


图 10”1 图 ”10 一 2 
例 1 求 由 抛物 线 y=x 与 直线 > 一 2y -3=0 所 围 平面 图 形 的 面积 A. 
解 ” 该 平面 图 形 如 图 10 一 2 所 示 . 先 求 出 抛物 线 与 直线 的 交点 Pll, 一 1) 
Q(9,3). 用 工 =1 把 图 形 分 为 左右 两 部 分 ,应 用 公式 (1) 分 别 求 得 它们 的 面 黎 
为 


A， = | La (Lz) dr = 2| Vzdz = 信 ， 
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所 以 A= Al+ As= 学 ， 四 


本 题 也 可 把 抛物 线 方程 和 直线 方程 改写 成 
r=y = gi(y),r=2y+3= gy),y EL-1,3]. 
并 改 取 积分 变量 为 y, 便 得 


3 
A= | [gz3) 一 gi(y)jJdy 


- | os +3-y)dy= 党 
设 曲 线 C 由 参数 方程 
r= X(t),y = y(t),t ELeo,B] (2) 
给 出 ,在 [a ,B81 上 y(t) 连 续 ,x(t) 连 续 可 微 且 x'(t) 关 0( 对 于 y(z) 连 续 可 微 且 
y (2) 关 0 的 情形 可 类 似 地 讨论 ). 记 a=zr(a),b6=x(B)(a<b 或 5<a), 则 由 
曲线 C 及 直线 zx=a,z=6 和 >z 轴 所 围 的 图 形 , 其 面积 计算 公式 为 


A= | Iya (3) 


例 2 求 由 摆 线 x =alt -sin 1),y=a(l— cos ti )(a >>0) 的 一 拱 与 站 轴 所 
围 平面 图 形 ( 图 10 一 3) 的 面积 . 


10 一 3 


解 ” 摆 线 的 一 拱 可 取 1€10,2xj]. 所 求 面积 为 
A= ja - cost)[a(t — sin 1)| dt 


27 
一 | (1 — cos 1 )?dt = 3ra“. z 目 
0 


如 果 由 参数 方程 (2) 所 表示 的 曲线 是 封闭 的 ,好 有 
r(a) = x(B),y(a) = y(p), 
且 在 (a,8) 内 曲线 自身 不 再 相交 ,那么 由 曲线 自身 所 围 图 形 的 面积 为 


A= fy a 
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(或 | Goycodz|)， (4) 


此 公式 可 由 公式 (1) 和 (3) 推 出 ,绝对 值 内 的 积分 ,其 正 、 负 由 曲线 (2) 的 旋转 方向 
所 确定 . 


2 y” 
例 3 求 椭圆 + z=1 所 围 的 面积 . 
解 ” 化 椭圆 为 参数 方程 


T= acost,y = bsint,t € (0,2r]. 


由 公式 (4), 求 得 椭圆 所 围 面积 为 
A= | osin t(acos 1) dit 


2 
一 ab|- sin*tdi = xab. [L 


显然 , 当 a =65=r 时 ,这 就 等 于 圆 面积 xr“. 
设 曲 线 C 由 极 坐 标 方程 
r= r(0),0 E€ [a,B] 
给 出 ,其 中 x(0) 在 [a,8] 上 连续 ,8 一 a 二 2x. 由 曲线 C 与 两 条 射线 9=a,9=pP 
所 围 成 的 平面 图 形 , 通 常 也 称 为 扇形 (图 10 一 4). 此 扇形 的 面积 计算 公式 为 


A-= $| (8)d6， (5) 


图 ”10 一 4 10-5 


这 仍 可 由 定 积 分 的 基本 思想 而 得 .如 图 10 一 5 所 示 , 对 区 间 [a,pj] 作 任意 分 


制 
T:a=00<0<…<0-1i< = Pp, 


射线 6= 90.(i==1,2,…,n 一 1) 把 扇形 分 成 n 个 小 扇形 .由 于 r(6) 是 连续 的 , 因 
此 当 趾 工 上 很 小 时 ,在 每 一 个 A;=[9;-1,9:] 上 (0) 的 值 变化 也 很 小 . 任 取 点 
A;, 便 有 

r(0) Sr(€),0 EA;,i = 1,2,.",n. 
这 时 ,第 i 个 小 扇形 的 面积 


” ri iheh Hh ee rH EE hi 4 本 mr- -一 -中 一 
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AA; ~ 7 (5)AG., 
于 是 
A > > 广 m2(6)Ab 
由 定 积分 的 定义 和 连续 函数 的 可 积 性 , 当 | 全 1 0 时 ,上 式 右边 的 极限 即 为 公 


式 (5) 中 的 定 积 分 . 
例 4 求 双 纽 线 xr* =a“cos 20 所 围 平面 图 形 的 面积 . 


解 如 图 10 -6 所 示 , 因 为 ?之 0, 所 以 9 的 取 值 范围 是 | -于 ,下 | 与 
六 ,党 |. 由 图 形 的 对 称 性 及 公式 (5), 得 
到 


A=4- 二 | azeos 20d0 
0 


4 
= a’. [| 
0 


= a’“sin 20 


习 起 


1. 求 由 抛物 线 y=x? 与 y=2 一 zx” 所 围 图 形 的 面积 . 
2. 求 由 曲线 y= |jn z| 与 直线 z= 市 ,z=10,y=0 所 围 图形 的 面积 . 
3. 抛物 线 y=2z 把 圆 x?*+ y* 志 8 分 成 两 部 分 , 求 这 两 部 分 面积 之 比 . 
4. 求 内 摆 线 x 二 acost,y 二 asimt (a 之 0) 所 围 图 形 的 


面积 (图 10 一 7). 
5. 求 心 形 线 +=a(1+cos 0)(a >0) 所 围 图 形 的 面积 . 
6. 求 三 叶 形 曲线 ~= asin 30(a >0) 所 围 图形 的 面积 . 


7. 求 由 曲线 \/ 三 /2 =1(a.2>0) 与 坐标 轴 所 转 


图 形 的 面积 . 
8. 求 由 曲线 z=t 一 瞩 ,y=1- zt 所 围 图 形 的 面积. 
9. 求 二 曲线 >= sin 8 与 y=V3cos 9 所 围 公 共 部 分 的 面 图 10-7 
积 . 
10. 求 两 梢 加 也 + 站 =1 与 旦 + 部 =1(a>0,6>0) 所 轩 公 共 部 分 的 面积 
a bp* b a 


和 ,ee thm ke Fe et te et re rn E | 
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3 2 ”由 平行 截面 面积 求 体积 


设 0 为 三 维 空间 中 的 一 立体 , 它 夹 在 垂直 于 x 轴 的 两 平面 x+ =a 与 x=6。 
之 间 (a 达 65). 为 方便 起 见 称 Q 为 位 于 [a,65j] 上 的 立体 .者 在 任意 一 点 XEla,6j 
处 作 垂直 于 z 轴 的 平面 , 它 截 得 2 的 截面 面积 显然 是 zz 的 图 数 , 记 为 A(z),x 
E[a,5], 并 称 之 为 的 截面 面积 函数 ( 见 图 10 -8). 本 节 将 导出 由 截面 面积 天 
数 求 立 体 体 积 的 一 般 计算 会 式 和 旋转 体 的 体积 公式 . 


图 10-8 
设 截面 面积 函数 A(xz) 是 [a,b] 上 的 一 个 连续 函数 .对 [a ,6j 作 分 割 
Ta= To< XI< < rn = 0. 
过 各 个 分 点 作 垂 直 于 x 轴 的 平面 x = zx;,i =1,2,…,n ,它们 把 0 切割 成 2 个 薄 
片 . 设 4(z) 在 每 个 小 区 间 A; = [zi -li,zi] 上 的 最 大 、 小 值 分 别 为 M; 与 m; ,那么 
每 一 薄片 的 体积 AV; 满足 
miAx:<AVSMArit. 


于 是 ,0 的 体积 V >AV; 满足 
> miAri < V 过 > Miari 
因为 4A(z) 为 连续 函数 ， 从 而 在 [a， 5] 上 可 积 ， 所 以 当 i 工 足够 小 时 ,能 使 
> wAr = > ON -ma)az < E， 
其 中 上 为 任意 小 的 正 数 由 此 知道 


@ 严格 地 说 ,这 里 对 0 的 形状 需 作 如 下 假设 :把 0 的 上 述 平行 截面 正 投影 到 某 一 垂直 于 工 轴 的 平 
面 上 ,它们 永远 是 一 个 含 在 另 一 个 的 里 面 (这 时 能 保证 此 处 的 不 等 式 成 立 ). 一 般 还 可 推广 到 0 由 消 丘 这 
种 甬 设 的 若干 个 立体 相 加 或 相 减 而 得 的 情形 . 


人 上 
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V= lim > MAz (或 lm 1 DD miAz,) 


| T=>0 


= lim > A )Az;， 


有 下 -0 
其 中 A(&)= Mi( 或 m;)， 所 以 有 
V = | A(z)dz. (1) 
例 1 求 由 两 个 圆柱 面 zx*+y*= a 与 z*+ 
zx* 二 a* 所 围 立 体 的 体积 . 
解 图 10-9 所 示 为 该 立体 在 第 一 卦 限 部 
分 的 图 象 ( 占 整体 的 八 分 之 一 ). 对 任 一 xo€ 
[0,aj, 平 面 x = zo 与 这 部 分 立体 的 截面 是 一 个 


边 长 为 V a 一 zf 的 正方 形 ,所 以 A(x)=a? 一 
zx*,TE[0,a]. 由 公式 (1) 便 得 
16 


V = 3 ~ xXx’)dzrx = 3 加 


例 2 求 由 酉 球面 开 + 切 + 蕊 =1 所 围 立 图 10-9 
体 ( 椭 球 ) 的 体积 . 

解 以 平面 zx= zo(|zo| 二 a ) 截 椭 球 面 ,得 椭圆 ( 它 在 y Oz 平面 上 的 正 投 
影 ): 


2 2 
7 -- 全 =1 


rh - Xi 
(1) li 
所 以 截面 面积 函数 为 (根据 $1 例 3): 
A(zx) = xbe (1 - 瑟 )， rE€[-a,alj. 
于 是 求 得 椭 球 体积 
a 2 4 
V =] xbc(1- 专 dx = 3 Tabc. z 四 
显然 , 当 a =6 = c= r 时 ,这 就 等 于 球 的 体积 rr 
设 (24 ,Or 为 位 于 同一 区 间 [a ,8] 上 的 两 个 立体 ,其 体积 分 别 为 V4 ,V5 .看 
在 [a ,5] 上 它们 的 截面 面积 函数 A(z) 与 B(z) 皆 连续 , 且 A(x)= B(xz), 则 由 


公式 (1) 推 知 VA = Vs. 这 个 关于 截面 面积 相等 则 体积 也 相等 的 原理 ,早已 为 我 
国 齐 梁 时 代 的 数学 家 祖 量 ( 祖 冲 之 (429 一 500) 之 子 , 生 座 年代 约 在 公元 5 世纪 末 


四 Pt et .FO 0 Hn si a 2 er ee er 
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至 6 世纪 初 ) 在 计算 球 的 体积 时 所 发 现 , 在 
《 九 章 算术 ) 一 书 中 所 记载 的 祖 蜡 原理 是 ,“ 夫 
合 茶 成 立 积 , 绿 帮 势 既 同 则 积 不 容 异 " ,其 中 
每 就 是 截面 面积 , 势 就 是 高 .这 就 是 说 ,等 高 
处 的 截面 面积 既然 相等 , 则 两 立体 的 体积 不 
可 能 不 等 (图 10 - 10).17 世纪 意大利 数学 家 
卡 伐 列 利 (Cavalieri) 也 提出 了 类 似 的 原理 ,但 
要 比 祖 蜡 晚 一 千 一 百 多 年 . 

下 面 讨 论 旋转 体 的 体积 . 

设 f 是 [a,bjj 上 的 连续 哨 数 ,人 2 是 由 平 图 10-10 
面 图 形 


0 过 |y| 志 |f(z)| ,a 二 Zzb 
绕 zx 轴 旋 转 一 周 所 得 的 旋转 体 . 那 么 易 知 截面 面积 函数 为 

4A(z)=rLFz)] zeE[a,p]. 
由 公式 (1) ,得 到 旋转 体 2 的 体积 公式 为 


V = "| [f(z) Pdz. (2) 


例 3 试用 公式 (2) 导 出 圆锥 体 的 体积 公式 . 
解 ” 设 正 圆锥 的 高 为 户 , 底 圆 半径 为 >. 如 图 10- 11 所 示 , 这 圆锥 体 可 由 平 


面 图 形 0 委 |y| 科 rzE[0,)] 绕 z 轴 旋 转 一 周 而 得 .所 以 其 体积 为 
V = | (zz | dz 一 二 rr2， 


这 个 结果 读者 在 中 学 课程 里 便 已 熟知 了 .又 因 同 底 同 高 的 两 个 圆锥 ,在 相同 高 程 
处 的 截面 为 相同 的 圆 , 即 截面 面积 函数 相同 ,所 以 任 一 高 为 h, 底 半径 为 7 的 图 


锥 ( 正 或 斜 ) ,其 体积 便 为 rr? 及 中 
例 4 求 由 圆 z2?+(y 一 R) 志 7r?(0<<r<R) 绕 工 轴 旋 转 一 周 所 得 环 状 立 体 
的 体积 . 


解 ” 如 图 10 一 12 所 示 , 圆 xz*?+(y 一 R)*=r? 的 上 、 下 半圆 分 别 为 
4 一 CCz) 一 R+i+~ j — x’, 
y= fi(rz)=R-vVr -zx’, 


故 圆 环 体 的 截面 面积 函数 是 
A(r)=7«[ fo (x) -x[fi(z) J 


~4xRVr:- x,rE[-r,R|j. 


|rz| 志 rr. 


CT 
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由 此 得 到 圆 环 体 的 体积 为 
V = 8xR|"v rzxdr = 27T72R. 目 


如 果 把 上 述 结果 改写 成 VY=2xR xr ,读者 不 难看 出 这 相当 于 一 个 圆柱 体 
的 体积 . 


习 起 


1. 如 图 10- 13 所 示 , 直 椭圆 柱 体 被 通过 底面 短 轴 的 斜 平 面 所 截 , 试 求 截 得 杭 形体 的 
体积 . 
2. 求 下 列 平面 曲线 绕 轴 旋转 所 围 成 立体 的 体 
积 : 
(1) y==sin z,0O<z 乏 rr, 绕 二 轴 ; 
(2) r=a(t—sin 1),y=a(l— cos t)(a> 
0) ,0 二 二 27, 绕 工 轴 ; 
(3) r= 二 a(1+eos 0)(a 之 0), 绕 极 轴 ; 


2 y* 
4) 沪 + 二 =1， . 
(4) 3 p2 绕 ， 轴 


3. 已 知 球 半径 为 ,验证 高 为 上 的 球 缺 体积 = xh2( r 一 分 ) (<r) 


4. 求 曲 线 x =acost ,y= asin3azt 所 围 平面 图 形 ( 图 10 一 7) 绕 zx 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 . 
5. 导出 曲 边 梯形 0 志 y 太 f(x),a 亿 x 亿 b 绕 y 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 公式 为 


5 
V = 27| rf(x)dx. 


6. 求 0 过 y 才 sin x ,0 过 x 所 示 平 面 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 得 立体 的 体积 . 


es Er tp Ps 0 di ri 
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Y3 平面 曲线 的 级 长 与 曲率 


一 ”平面 曲线 的 弧 长 
先 建立 曲线 弧 长 的 概念 . 
设 平面 曲线 C= AB .如 图 10-14 所 示 , 在 C  y P_ (=t 
上 从 A 到 B 依次 取 分 点 : cc NA 
A = Po,Pi, P,P, 1,P, = B, fm p 


它们 成 为 对 曲线 C 的 一 个 分 割 , 记 为 ,然后 用 线 / 
段 联结 工 中 每 相 邻 两 点 ,得 到 C 的 n 条 纺 P;_1P，; 
(=1,2,…,2), 这 2 条 纺 又 成 为 C 的 一 条 内 接 折 
线 . 记 


PiF=4((=a) B=P,(1-P) 


图 10--14 


再 
| 位 | 一 Iax P-LP ,sr = 2 | PP 


分 别 表示 最 长 弦 的 长 度 和 折线 的 总 长 度 . 

定义 1 对 于 曲线 C 的 无 论 怎样 的 分 割 工 ,如 果 存 在 有 限 极 限 

oT 

则 称 曲 线 C 是 可 求 长 的 ,并 把 极限 ; 定义 作为 曲线 C 的 弧 长 . 

定义 2 设 平面 曲线 C 由 参数 方程 

r= X(t),y = y(t),t € 【a,b (1) 

给 出 .如 果 zx(z) 与 y(1) 在 [a,B8] 上 连续 可 微 , 且 x (i) 与 y(z) 不 同时 为 零 ( 即 
z(t)+ y2(z) 了 0,2z ELa,B]), 则 称 C 为 一 条 光滑 曲线 . 

定理 10.1 设 曲 线 C 由 参数 方程 (1) 给 出 .车 C 为 一 光滑 曲线 和 , 则 C 是 


可 求 长 的 , 且 弧 长 为 | 
,= | vz20) tT ya dz. (2) 
证 ”如 前 所 述 ,对 C 作 任 意 分 割 工 = {Po, Pi1,…,P,1, 并 设 Po 与 P, 分 别 
对 应 t+ =a 与 :=B, 且 
P,(Zx;, y;) 一 (Tt) y(Ei)) ,i 一 ] ,2 7 1. 
于 是 ,与 个 对 应 地 得 到 区 间 [u ,pj 的 一 个 分 割 
Ta=io < < <<ity= pb. 
在 T 所 属 的 每 个 小 区 间 A; = [zt;-1,t] 上 ,由 微分 中 值 定理 得 


@ 这 是 曲线 可 求 长 的 一 个 充分 条 件 , 而 连续 曲线 不 一 定 是 可 求 长 的 . 


bh te pO :Em LA fr A HE, rE Pepi hi eT 
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AZi = rx(t;) 一 T(ti1) 一 Z (6E)Ai 6 € 和 人 ii 
Ay; = y(t;) — y(ti-1) = y (NAL ,Nn 和 A,. 
从 而 曲线 C 的 内 接 折 线 总 长 为 


srT= DV Ar? + Ay? 
i=1 


- > VTE) Fy)AE, 

又 因 C 为 光滑 曲线 , 当 xz (z) 却 0 时 ,在 z 的 某 邻 域内 z =z(t) 有 连续 的 反 
函数 , 故 当 Az 一 0 时 At 一 0; 类 似 地 , 当 > (z) 关 0 时 , 亦 能 由 Ay 一 0 推 需 At 一 
0. 所 以 当 |P;_1P,|=VAzx:+Ayi 一 0 时, 必 有 At 一 0. 反 之 , 当 Ati 一 0 时 ,显然 
有 |P;_1P;| 一 0. 由 此 知道 ; 当 C 为 光滑 曲线 时 , 本 一 0 与 上 工 >0 是 等 价 
的 ， 

由 于 Vz207) +y202) 在 [a,B] 上 连续 从 而 可 积 ,因此 根据 定义 1, 只 需 证 
明 ， 


lim sr = lim » VI (EE) + yy (€)At, (3) 


| Tl=0 | 大 让 -0 


而 后 者 即 为 (2) 式 右边 的 定 积分 . 为 此 记 
ai = V ZE) TY 六) -Vr (三 ) 十 y (有 )， 
则 有 


ST 一 2 Iy Z (全 ) + y (6)+ 0; |At 
利用 三 角形 不 等 式 易 证 
lol ily(y)1-ly (és)1|< |y (mn) — yy (é&)|, 
1 二 1,2,.…,7 
由 y (1) 在 [a, PB] 上 连续 ,从 而 一 致 连续 , 故 对 任 给 的 。>>0, 存 在 6 >>0, 当 
1 中 之 6 时 ,只 要 &、n;EA;, 就 有 


el< 和 2 i 二 1,2,…,n. 


因此 有 


区 - 3 Vr (Eb€) + y (€)A 
< > lolAn<e 
即 (3) 式 得 证 , 亦 即 公式 (2) 成 立 . ] 


一 | 3 GiAti 
i=1 
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若 曲 线 C 由 直角 坐标 方程 
y= f(r),r Ela,b] 
表示 ,把 它 看 作 参 数 方 程 时 , 即 为 
T= zr,y= f(r),rE la,bl|]. 
所 以 当 f(z) 在 [a ,5] 上 连续 可 微 时 ,此 曲线 即 为 一 光滑 曲线 .这 时 弧 长 公式 为 


s = | VI+f zr)dz. (4) 


又 车 曲线 C 由 极 坐 标 方程 
r = r(0),0€ la,B) 
表示 ,把 它 化 为 参数 方程 , 则 为 
t= r(g)cos 0,y = r(0)sin 0,0€ [oa,B]. 
由 于 tT (0) = r (0)cos 0 — r(0)sin 9, 
~y (8) = r' (0)sin 6 + r(0)cos 0， 
zi2(0) + y (0) = r*(0) +r (0)， 
因此 当 (0) 在 tc ,8] 上 连续 , 且 r(9) 与 r (0) 不 同时 为 零 时 ,此 极 坐 标 曲 线 为 
一 光滑 曲线 .这 时 纺 长 公式 为 


s = | VA + 00)d0. (5) 
例 1 求 摆 线 r=alt 一 Sin 1 ),y=Q(L-cos 1 )(a >0) 一 拱 的 弧 长 ( 见 图 


10 — 3). 
解 x (1)=a(l1--cos zt),y (t)=asin t, 由 公式 (2) 得 


s = [Va FT ya) d= [vaaa di 


‘1 
一 2a| sin dt = 8a, 口 
0 


例 2 求 悬 链 线 ,= 呈 二 se 一 从 z=0 到 z=a>0 那 一 段 的 弧 长 ， 
工 _ 一 工 工 ~ 
解 y= 一 ,1+y?=(e+e 一 ,由 公式 (4) 得 


Ira a = 3 
例 3 求 心 形 线 7=a(1l+ cos 0)(a >>0) 的 周 长 . 
解 ” 由 公式 ($5) 得 
s 二 | rr 十 7 dg = 2 2a<(1 + cos 9)d0 


一 4a| cos Sd0 = 8a. 
0 2 z 
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注意 ”者 把 公式 (2) 中 的 积分 上 限 改 为 1 ,就 得 到 曲线 (1) 由 端点 Po 到 动 点 


P(xz(t) ,y(t)) 的 强 长 , 妇 
(0) = | Vi) + yr)dr. 


由 于 被 积 函 数 是 连续 的 ,因此 
和 全) (号 ) 
(6) 


ds =V dz2 + dy 


特别 称 s(t ) 的 微分 ds 为 弧 微 分 . 如 图 10 一 15 所 示 , PR 为 曲线 在 点 P 处 的 切 
线 ,在 直角 三 角形 PQR 中 ,PQ 为 dz ,QR 为 dy,PR 则 为 ds. 这 个 三 角形 称 为 


微分 三 角形 . 


曲率 
曲线 上 各 点 处 的 弯 由 程度 是 描述 曲线 局 部 性 态 的 又 一 重要 标志 . 
考察 图 10 - 16 中 由 参数 方程 (1) 给 出 的 光滑 曲线 C. 我 们 看 到 弧 段 PQ 与 QR 的 长 度 相差 


不 多 而 其 弯曲 程度 却 很 不 一 样 , 这 反映 为 当 动 点 沿 曲线 C 从 点 P 移 人 至 Q 时 ,切线 转 过 的 角度 
Au 比 动 点 从 QQ 移 至 R 时 切线 转 过 的 角度 AB 要 大 得 多 . 
设 az ) 表 示 曲 线 在 点 P(x(i), y(t)) 处 切线 的 倾角 ,A = a(zt+ Ar ) 一 xfgzt) 表 示 动 点 由 


P 沿 曲 线 移 至 Q(x(t+Ax),y(t+At)) 时 切线 倾角 的 增 量 .车 PQ 之 长 为 As, 则 称 


Aa 
人 > 


Ce 


下 = 


Aa 


Ca 


为 弧 段 了 的 平均 曲率 .如 果 存 在 有 限 极 限 


K = 加 让 | 一 lim A, ds 
则 称 此 极限 K 为 曲线 C 在 点 PP 处 的 有 曲率. 
由 于 假设 C 为 光滑 曲线 , 故 总 有 
yz) 加 x (t) 
或 ”a(t) = arccot yt 


a(t) = arctan 7 ) 


叉车 z(1) 与 光 (bt 二 阶 可 导 , 则 由 弧 微分 (6) 可 得 


站 本 和 1 a i pe et Eb eH 二 Hp 
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da _ et) T(t)y (t) -z(t)y (2) 
ds sD) [xz2(0) + yD) 


所 以 曲率 计算 公式 为 
yy 
KT (ry 多 
若 曲 线 由 y= f(x) 表示, 则 相应 的 曲率 公式 为 
|y | 
K = (+ v7) (8) 


例 4 求 椭圆 z= acos t ,y= bsin 上 ,0< 上 魏 2x 上 曲率 最 大 和 最 小 的 点 . 
解 ” 由 于 x = 一 asin t,x 二 一 Qcos t,y = Boos 1,Yy 二 -bsin t, 因 此 按 公 式 (7) 得 椭 回 
上 任意 点 处 的 曲率 为 


Km -aa 
(ac2sin2t + 62cos2t)32 {Ca?— p22)sint + bY 
当 a>5>0 时 ,在 1=0,7( 长 轴 端 点 ) 处 曲率 最 大 ,而 在 上 = 于 法 ( 短 轴 端 点 ) 处 曲率 最 小 , 且 
Ke = p32» Kuin 一 生 [D 
若 在 例 4 中 a=6= 尺 ,椭圆 成 为 贺 时 ,显然 有 
_1 
K = R 
即 在 加 上 各 点 处 的 曲率 相同 ,其 值 为 半径 的 倒数 . 
容易 知道 ,直线 上 处 处 曲率 为 零 
设 曲 线 C 在 其 上 一 点 已 处 的 曲率 开关 0. 若 过 点 已 作 一 个 半径 为 = 天 的 圆 ,使 它 在 点 
P 处 与 曲线 C 有 相同 的 切线 ,并 在 点 P 近 旁 与 曲线 位 于 切线 的 同 侧 (图 10 - 17). 我 们 把 这 个 
同 称 为 曲线 C 在 点 已 处 的 曲率 贺 或 密切 图 .时 率 圆 的 半径 (p= 让 /和 圆心 ( Po) 称 为 曲线 C 
在 点 P 处 的 曲率 半径 和 曲率 中 心 .由 曲率 加 的 定义 可 以 知道 ,曲线 在 点 卫 与 曲率 贺 既 有 相同 


的 切线 ,又 有 相同 的 曲率 和 凸 性 . 
例 5 (铁路 林道 分 析 ) 如 图 10 一 18 所 示 ,火车 轨道 从 直道 进入 到 半径 为 R 的 圆 弧 形 


计 道 时 ,为 了 行车 安全 ,必须 经 过 一 段 缓冲 轨道 (用 虚线 表示 者 ) ,使 得 曲率 由 零 连续 地 增加 到 
所 ,以 保证 火车 的 向 心 加 速度 (4 = 部 ) 不 发 生 孙 中 性 的 突变 


Le 3 En ,hr Pt .a ei dl ee ee 
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图 中 z 轴 (z 志 0) 表 示 直 线 轨 道 ,AB 是 半径 为 R 的 圆 弛 形 轨道 (点 Q 为 其 圆心 ) ,OA 为 
缓冲 轨道 .我 国 一 般 采 用 的 缓冲 曲线 是 三 次 曲线 


zx 


y = 6g? (9) 


多 © 


其 中 ! 是 OA 的 弧 长 . 
对 曲线 (9) 应 用 曲率 公式 (8), 求 得 
KK = 8R’ Lx 
(4 民 272 + 4)312 
当 工 从 0 变 为 zxo 时 ,曲率 天 从 0 连续 地 变 为 


x SR-zo  _ 工 8ixo 
0 二 2 12 4\32 RR 4 \ 3/2: 
(4R“I + x0) (42+ 到) 


当 zo~4, 且 型 很 小 时 ,Ko 心 十 .因此 曲线 段 OA 的 曲率 从 0 逐渐 增加 到 接近 于 到 ,从 而 起 了 
缓冲 作用 ， D 


习 是 


1. 求 下 列 曲 线 的 弧 长 : 
(1) y= x,0 和 SSISA4; 
(2) Yr + y=1; 
(3) r=acodt,y=asinmt(a >0),0< 上 委 2r; 
(4) x =a(oos t+ tsin 1),y=alsin t ~ teos ti)(a>0),0<1&2n; 
(5) + = asin § (a>0),0<0<3n; 


(6) r= ab(a >0),0<0<2x. 
“2. 求 下 列 各 曲线 在 指定 点 处 的 曲率 . 
(1) zxy=4, 在 点 (2,2); 
(2) y=In xz, 在 点 (1,0); 


(3) z=a(t—sint),y=a(1l- eos t)(a>0), 在 上 = 了 的 点 ; 


(4 1) r=acost,y=asimt(a >0), 在 := 才 的 点 


3. 求 <.6 的 值 ,使 椭圆 x =acos t,y= bsint 的 周 长 等 于 正 弱 曲线 y=sin z 在 0 委 z 和 过 


2x 上 一 段 的 长 . 
*4. 设 曲 线 上 负极 坐标 方程 r 二 r《9) 给 出 ,县 二 阶 可 导 , 证 明 它 在 点 (r ,0) 处 的 曲率 为 


xk [r+2r rr | 
(72 + r'2)32 


*5， 用 上 题 公 式 , 求 心 形 线 =a(1+ oos 0)(a>0) 在 9=0 处 的 曲率 .曲率 半径 和 曲率 圆 . 


- HE rr 
PT Hr me na Pp 
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“6. 证 明 抛 物 线 y= ar*+ bzr+c 在 顶点 处 的 曲率 为 最 大 . 
“7. 求 曲 线 y= er 上 曲率 最 大 的 点 . 


34 ”旋转 曲面 的 面积 


定 积分 的 所 有 应 用 问题 ,一般 总 可 按 "分 割 ,近似 求 和 , 取 极 展 三 个 步骤 时 
出 所 求 量 的 积分 形式 .但 为 简便 实用 起 见 ,也 常 采用 下 面 介 绍 的 微 元 法 .本 市 
和 下 一 节 将 采用 此 法 来 处 理 . 


一 ， 微 元 法 
在 上 一 章 我 们 已 经 熟知 , 若 令 B(z) = | 7(z)dt, 则 当 上 为 连续 函数 时 ， 
G(z) = f(r), 或 dB = /zj)dz, 且 
6(o) =0, Bb) = | f(z)dz. 
现在 恰好 要 把 问题 倒 过 来 :如 果 所 求 量 2 是 分 布 在 某 区 间 [a,z] 上 的 ,或 
者 说 它 是 该 区 间 端 点 x 的 函数 , 即 = B(r),zTE[a,bj], 而 且 当 =b 时 ， 


BD(b ) 适 为 最 终 所 求 的 值 . 
在 任意 小 区 间 [xz ,zx+Ax]Cfa,65] 上 ,车 能 把 更 的 微小 增 量 AB 近似 表示 


为 Az 的 线性 形式 


A®D ~ FLz)Az， (1) 
其 中 广 为 某 一 连续 函数 ,而且 当 Ax 一 0 时 ,AB 一 F(z)Az=o(Az) 亦 即 
d® = f(x)dz, (2) 


那么 只 要 把 定 积分 | f(x)dz 计算 出 来 ,就 是 该 问题 所 求 的 结果 


上 述 方法 通常 称 为 微 元 法 .在 采用 微 元 法 时 ,必须 注意 如 下 两 点 : 

1) 所 求 量 BB 关于 分 布 区 间 必 须 是 代数 可 加 的 . 

2) 微 元 法 的 关键 是 正确 给 出 AG 的 近似 表达 式 (1). 在 一 般 情况 下 ,要 严格 
检验 A 一 f(x)Az 是 否 为 Az 的 高 阶 无 穷 小 量 往往 不 是 一 件 容易 的 事 . 因 此 对 
(1) 式 的 合理 性 需 特别 小 心 . 

对 于 前 三 节 所 求 的 平面 图 形 而 积 .立体 体积 和 曲线 弧 长 , 改 用 微 元 法 来 处 
理 , 所 求 量 的 微 元 表达 式 分 别 为 

AAA 一 |ylAz, 并 有 d4 = |yldz; 
AV 之 A(z)Az, 并 有 dV = A(zx)dz; 


As mV1+y-“Azr, 并 有 ds =V1+ y dz. 
82 导出 体积 公式 (1) 和 8$3 导出 弧 长 公式 (2) 的 过 程 ,实际 上 就 是 在 验证 A® - 
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f(z)Ax = o(Az). 如 果 把 弧 长 增 量 的 近似 表达 式 改 取 为 As ~ Ar ,将 导致 * = | dz 
= 5-a 的 明显 错误 .其 根本 原因 就 在 于 As - Az 并 非 是 Az 的 高 阶 无 穷 小 量 , 
二 ”旋转 曲面 的 面积 名 


设 平面 光滑 曲线 C 的 方程 为 
y = f(x),x € La,5b]( 不 妨 设 f(x) 之 0). 

这 段 曲 线 绕 z 轴 旋 转 一 周 得 到 旋转 曲面 (图 10 一 19). 下 面 用 微 元 法 导出 它 的 面 
积 公 式 . 

通过 xz 轴 上 点 x 与 T+ Az 分 别 作 垂直 于 > 
轴 的 平面 ,它们 在 旋转 曲面 上 截 下 一 条 狭 市 . 当 
Az 很 小 时 ,此 狭 带 的 面积 近似 于 一 圆 台 的 侧面 
积 , 印 

AS=r[F(z)+F(z+Az)]vVAzr-+Ay- 

Av 2 
= x[2f(z) + AyJ,/1t+ Fd AZ， 

其 中 Ay= f(x+Axr) 一 f(x). 由 于 


yg 
lim Ay = 0, limy 1 十 (人 2] yl] + f(z), 
Az-=0 Ar->0 和 人工 
因此 由 f(z ) 的 连续 性 可 以 保证 
2 
x[2f(x) + Ay],/ 1+ (站 Ax 2nf(x) VIt fA = o(Az)， 


所 以 得 到 


dS = 2xf(x)v!1 + f(r)dz, 
S = ?2z| f(z) VT+ f(z) dx. (3) 
如 果 光 滑 曲 线 C 由 参数 方程 
z= x(t),y = y(t),t € La,p) 
给 出 , 且 y(t) 宇 0, 那 么 由 红 微 分 知识 椎 知 曲线 C 绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 


面积 为 
S = 2x| y() Vr (tit) + y(t)dt. (4) 


例 1 计算 贺 xz?+ y=R? 在 [x1,zx2]CCl 一 R,R1I 上 的 绝 段 绕 z 轴 旋 转 所 


Q) 关于 曲面 面积 的 严格 定义 和 一 般 计算 公式 要 在 下 册 重 积分 章节 里 给 出 . 
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得 球 市 的 面积 . 
解 ”对 曲线 y==vV R* 一 xz“ 在 区 间 [xz) ,zy] 上 应 用 公式 (3) ,得 到 


S= 2r| VR?2- zx? 1+» 


六 < 


一 jeg dz = 2rR(z， — zr1). 


特别 当 x! = 一 尺 ,z= R 时 , 则 得 球 的 表面 积 S 球 二 47xR. D 
例 2 计算 由 内 氛 线 > = acost,y= asinz( 见 图 10-7) 绕 并 轴 旋 转 所 得 
旋转 曲面 的 面积 . 
解 ”由 曲线 关于 y 轴 的 对 称 性 及 公式 (4), 得 


S= dr| asinz， VY (一 3acos’tsin t )* 十 (3a sin’ tcos t )*di 


= 12ra "| sine tcos tdrt = ra?. 四 


习 帅 


1. 求 下 列 平 面 曲 线 绕 指 定 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 面积 : 
(1) y= sin zz 0 和 xz 委 r, 绕 工 轴 ; 
(2) r=a(t—sin 1), y= al(l— oos 1) (a >>0) ,0 过 1 世 2x, 绕 工 轴 ) 
(3) 区 + 革 =1, 绕 y 轴 ; 
a 6 l 


(4) zz+(y-a)= rr<a), 绕 zz 轴 . 
2. 设 平面 光滑 曲线 由 极 坐 标 方 程 
;=r(0),a ORP (a,Bl CTO,nl,r(0) 之 0 
给 出 , 试 求 它 绕 极 轴 旋转 所 得 旋转 曲面 的 面积 计算 公式 ， 
3. 试 求 下 列 极 坐 标 曲线 绕 极 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 面积 : 
(1) 心 形 线 + =a(1+ cos 0)(a>0); 
(2) 双 纽 线 r*=2a?cos 20(a >0). 


$ 5 ” 定 积分 在 物理 中 的 某 些 应 用 


定 积分 在 物理 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 这 里 介绍 几 个 较 有 代表 性 的 例子 . 
一 ”液体 静 压 力 
例 1 如 图 10- 20 所 示 为 一 管道 的 圆 形 闸 门 (半径 为 3 米 ). 问 水 平面 齐 及 
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直径 时 , 闻 门 所 受到 的 水 的 静 压 力 为 多 大 ? 

解 ” 为 方便 起 见 , 取 xz 轴 和 yy 轴 如 图 ,此 时 间 的 方 
程 为 

x 十 多 一 9. 

由 于 在 相同 深度 处 水 的 静 压 强 相 同 ,其 值 等 于 水 
的 比重 (v) 与 深度 (z ) 的 乘积 , 故 当 Ax 很 小 时 ,闸门 上 
从 深度 过 到 z+Azr 这 一 狭 条 AA 上 所 受 的 静 压 力 为 

AP dP=2xrv9-zdz. 

从 而 闻 门 上 所 受 的 总 压力 为 


3 
P= | 2 V9— rdzr 
= 18yv. 门 


二 引力 


例 2 一 根 长 为 7 的 均匀 细 杆 ,质量 为 M ,在 其 中 垂 线 上 相距 细 杆 为 a 处 
有 一 质量 为 m 的 质点 . 试 求 细 杆 对 质点 的 万 有 引力 . 
解 ” 如 图 10 一 21 所 示 , 细 杆 位 于 zx 轴 上 的 


| -去 , 生 | ,质点 位 于 y 轴 上 的 点 a. 任 取 [z， 


攻 , 亏 | , 当 Az 很 小 时 可 把 这 一 
小 段 网 杆 看 作 一 质点 ,其 质量 为 4M = dz .于 
是 它 对 质点 m 的 引力 为 


r+Az]C| - 


由 于 细 杆 上 各 点 对 质点 m 的 引力 方向 各 不 相同 ,因此 不 能 直接 对 dF 进行 积分 
(不 符合 代数 可 加 的 条 件 ). 为 此 ,将 dF 分 解 到 z 轴 和 >y 轴 两 个 方向 上 ,得 

dF, = dF . sin 0,dF, =— dF . cos 0. 
由 于 质点 m 位 于 细 杆 的 中 垂 线 上 , 必 使 水 平 合力 为 零 , 即 


/2 
F.=| dF.=0. 
-i112 


— 0 .i 和 会 
又 由 cos 6 二 二 "得 要 直方 风 合力 为 


12 £ : 
F = | dF = 一 ?| kmMa (2 十 zx) -dr 
?了 JJ- > 0 I 
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__ 2pme . 上. 并 和 
a” Vaz+ 好 | 
2krmM 
a V 4a? 十 8 
负 号 表示 合力 方向 与 y 轴 方 向 相反 . 品 
例 3 设 有 一 半径 为 r 的 圆 弧 形 导 线 , 均 匀 带 电 , 电 和 荷 密度 为 6, 在 圆心 正 
上 方 距 圆 弧 所 在 平面 为 a 的 地 方 有 一 电量 为 g 的 点 电荷 . 试 求 圆 弧 形 导线 洁 反 
电荷 之 间作 用 力 (引力 或 斥 力 ) 的 大 小 . 
解 ” 如 图 10 一 22 所 示 , 把 点 电荷 置 于 原点 ,z 轴 
垂直 向 下 , 圆 弧 形 导 线 置 于 水 平平 面 x=a 上 . 
根据 库仑 定律 ,电量 为 g1,92 的 两 个 点 电价 之 间 
的 作用 力 (引力 或 斥 力 ) 的 大 小 为 
“4192 


F = 


其 中 o 是 两 点 电荷 之 加 的 距离 ,& 是 库仑 常数 . 图 10-2 
把 中 心 角 为 de 的 小段 导 线 圆 弧 看 作 一 点 电荷 ,其 电量 为 
dQ = 6ds = 0rdop. 
它 对 点 电荷 g 的 作用 力 为 
qdQ pm 


dF = 有 .一 一 
0 + rr 


把 dF 分 解 为 z 轴 方 向 的 垂直 分 力 dF. 和 水 平方 向 的 分 力 dF .由 于 点 电筒 
位 于 圆 弧 导 线 的 对 称 轴 Oz 上 , 且 导 线 上 的 电荷 密度 恒 为 常数 ,因此 水 平分 力 
dF 各 向 抵消 .而 


dF, = dF :cos0= dF.: < 一 kdrag (a™ + /2) dy, 


于 是 垂直 方向 的 合力 为 
F = | 2 2nkorag 


0 (a2 + r2)312 


这 就 是 圆 弧 形 导线 与 点 电荷 之 间作 用 力 的 大 小 . 口 
三 ” 功 与 平均 功率 
例 4 一 圆锥 形 水 池 , 池 口 直径 30 米 , 浆 10 米 , 池 中 盛 满 了 水 . 试 求 将 全 部 


池水 抽出 池 外 需 作 的 功 . 
解 ” 为 方便 起 见 , 取 坐标 轴 如 图 10 一 23 所 示 . 由 于 抽出 相同 深度 处 单位 体 


积 的 水 需 作 相同 的 功 (等 于 水 的 比重 x 深度 ) ,因此 首先 考虑 将 池 中 深度 为 z 到 
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7 十 Ax 的 一 薄 层 水 AQ 抽 至 江口 需 作 的 功 AW. 当 Ar 很 小 时 ,把 这 一 薄 层 水 的 
深度 都 看 作 x ,并 取 Af 的 体积 


AV ~ rl15(! - 茵 )] Az， 


10 
这 时 有 
AW 二 dW = ruzl 15 (1 一 大)] dz: 
从 而 将 全 部 池水 抽出 池 外 需 作 的 功 为 
10 x 2 
W = 225ry| zl 一 若 ) dz 
= 1 873ryv， UD 


例 5 在 纯 电 阻 电 路 (图 10 一 24) 中 ,已 知 交 流 电 压 为 


V = VS wt. 


图 10 一 23 图 ”10 一 24 
CD 


求 在 一 个 周期 [0,T]{ 了 = 季 | 内 消耗 在 电阻 有 上 的 能 量 W ,并 求 与 之 相当 的 直 


流 电压 
2 
解 “ 在 直流 电压 (= Vo) 下 ,功率 尸 = -名 ,那么 在 时 间 了 内 所 作 的 功 为 本 


| 


PT= -一 现在 V 为 交流 电压 ,瞬时 功率 为 


V2 
P(t) = RR sin wt . 


广 相 当 于 .在 任意 一 小 段 时 间 区 间 [z,t+Azt]CE0,T] 上 , 当 At 很 小 时 ,可 把 V 
近似 看 作 恒 为 V,sin wt 的 情形 .于 是 取 功 的 微 元 为 

dW = P(i)dt. 
并 由 此 求 得 


Tt Ve 


TT pi Ve 
W = | P(i)di = | Bsin wtdt = 


而 平均 功率 则 为 


i 
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Pp 二 | CO TV 
I ,PYd | 27 Kw 
_V% (Va/V2) 
2R R 


上 述 结果 的 最 未 形式 .表示 交流 电压 V = V sin wt 在 一 个 周期 上 的 平均 功率 与 
直流 电压 六 = 名 功率 是 相等 的 . 故 称 立 为 该 交流 电压 的 有 效 值 .通常 所 说 的 


220 伏 交 流 电 ,其 实 是 V =220Y2sin wt 的 有 效 值 . 品 
习 题 


1. 有 一 等 腰 梯形 闹 门 , 它 的 上 \ 下 两 条 底 边 各 长 为 10 米 和 6 米 ,高 为 20 米 .计算 当 水 而 
与 上 底 边 相 齐 时 闻 门 一 侧 所 受 的 善 压力 . 

2. 边 长 为 a 和 6。 的 矩形 薄板 ,与 液 面 成 a(0<a<90') 角 斜 沉 于 液体 中 . 设 a >65, 长 边 于 
行 于 液 面 ,上 沿 位 于 深 h 处 ,液体 的 比重 为 v. 试 求 薄板 每 侧 所 受 的 静 压 力 ， 

3. 直径 为 6 米 的 一 球 漫 人 水 中 ,其 球 心 在 水 平面 下 10 米 处 , 求 球面 上 所 受 静 压力 

4、 设 在 坐标 轴 的 原点 有 一 质量 为 m 的 质点 ,在 区 间 [a,a +1](a >0) 上 有 一 质量 为 M 
的 均匀 细 杆 . 试 求 质点 与 细 杆 之 间 的 万 有 引力 . 

5 设 有 两 条 各 长 为 1 的 均匀 细 杆 在 同一 直线 上 ,中 间 离 开 既 离 c, 每 根 细 杆 的 质量 为 
M. 试 求 它们 之 间 的 万 有 引力 . (提示: 在 第 4 题 的 基础 上 再 作 一 次 积分 .) 

6 设 有 半径 为 + 的 半 图 形 导线 ,均匀 带电 ,电荷 密度 为 9 ,在 圆心 处 有 一 单位 正 电荷 . 斌 
求 它们 之 间作 用 力 的 大 小 ， 

7， 一 个 半球 形 (直径 为 20 米 ) 的 容器 内 盛 满 了 水 .试问 把 水 抽 尽 需 作 多 少 功 ? 

gs、 长 10 米 的 铁 索 下 垂 于 矿井 中 ,已 知 铁 索 每 米 的 质量 为 8 千克 , 问 将 此 铁 索 提 出 地 面 
需 作 多 少 功 ? 

9，_ 物 体 在 某 介质 中 按 z= cet? 作 直线 运动 ,介质 的 阻力 与 速度 他 的 平方 成 正比 .计算 


物体 由 x+ 二 0 移 至 x =a 时 克服 介质 阻力 所 作 的 功 . 
10. 半径 为 的 球体 沉 人 水 中 ,其 比重 与 水 相同 .试问 将 球体 从 水 中 捞 出 需 作 多 少 功 : 
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利用 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 虽然 可 以 精确 地 计算 定 积分 的 值 , 但 它 仅 适 用 于 
被 积 函 数 的 原 函数 能 够 求 得 的 情形 . 如果 这 点 办 不 到 或 者 不 容易 办 到 ,这 就 要 考 
虑 近似 计算 的 方法 .在 定 积分 的 很 多 应 用 问题 中 ,被 积 函 数 其 至 没有 解析 表达 式 
(只 是 一 条 实验 记录 曲线 ,或 者 是 一 组 离散 的 采样 值 )， 这 时 只 能 采用 近似 方法 去 
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计算 相应 的 定 积分 . 
其 实 ,根据 定 积 分 的 定义 ,每 一 个 积分 和 都 可 看 做 是 定 积分 的 一 个 近似 值 ， 
例如 


, n n 
| f(r)dr ~ 2 f(zi)Azi( 或 2 f(zii)Azi). (1) 


在 几何 意义 上 ,这 是 用 一 系列 小 矩形 面积 来 近似 小 曲 边 梯形 面积 的 结 琳 .所 以 把 
这 个 近似 算法 称 为 矩形 法 .不 过 ,只 有 当 积 分 区 间 被 分 割 得 很 细 很 细 时 , 窍 形 法 
才 有 一 定 的 精确 度 . 

如 果 在 分 割 的 每 个 小 区 间 上 采用 一 次 或 二 次 多 项 式 来 近似 苦 代 被 积 晴 数 ， 
那么 可 以 期 望 获得 比 矩 形 法 效果 好 得 多 的 近似 计算 公式 .下 面 的 梯形 法 和 抛物 
线 法 就 是 这 一 想法 的 产物 . 


一 ” 柳 形 法 
将 积分 区 间 [a ,bj] 作 等 分 ,分 点 依次 为 


a= XXII<X < r= bp ,Ax; = 人 一 人 
相应 的 被 积 函 数值 记 为 ~ 
VO yi，y2， yn (yy 一 f(ri), i 一 0,1,2,.…,n). 


并 记 曲 线 y= f(x ) 上 相应 的 点 为 
Po, Pi, P,P, (P(xz;,y;),i = 0,1,2,. n ). 


将 曲线 上 每 一 段 弧 了 1 户 用 弦 -1P; 来 替代 ， 这 使 得 每 个 小 区 间 [ x- -1 
zi] 上 的 曲 边 梯形 换 成 了 真正 的 梯形 (图 10- 25) ,其 面积 为 


PA, = 1,2,.…,n 
于 是 ， 各 个 小 如 形 面积 之 和 就是 身边 各 于 , BP 
| f(z)az 人 » 2 lA， 


亦 即 
pe (2) 
称 此 近似 式 为 定 积分 的 梯形 法 公式 . 
二 抛物 线 法 


由 梯形 法 求 定 积分 的 近似 值 , 当 y= F(z) 为 凸 曲线 时 偏 大 ,为止 曲 线 时 侦 
小 .如果 每 段 曲线 改 用 与 它 的 凸 性 相 接近 的 抛物 线 来 近似 时 ,就 可 减少 上 述 缺 


al ie 
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点 .下 面 介绍 抛物 线 法 . 


10-25 图 10-26 
将 积分 区 间 [a ,5] 作 2n 等 分 (图 10 一 26) ,分 后 依次 为 
A= XA Lr = OAzri= ea 
对 应 的 被 积 范 数值 为 


y0，y1 V2 V2n(Y; = f(xi),i = 0,1,2,…,2n). 
曲线 y= F(z) 上 的 相应 点 为 
P， ,Pi ,PP2(Pi(ziyyi) = 0,1,2,…,7). 
现 把 区 间 [ xo,z2] 上 的 曲线 y= f(x ) 用 通过 三 扩 
Po(zo, yo0), PiCx1,y1), P22, 2) 
的 抛物 线 p(x)=aix ”+Bixt+7i 来 近似 替代 , 便 有 


| f(r)dr~ | pi(z)dz 一 | (a + BIT 十 Yi)dz 


pi 


a 
i(x3 — rd) 十 7 (72 — zx) + Yi(x2 — Xo0) 


元， 一式 
= [ze + Bixzo t+ Y1) + (ari + Bix2 + Y1) + 
ai(Z0 + zr2)” + 2B1(xo + ZX2) + 471 | 


b 


5 ”网 一 
二 "(yo + y2 + 4y1) = Gn (yo + 4y1 + y2). 


加 6 
最 未 第 二 步 的 得 来 是 利用 了 zo+ zz 三 2Z1. 
同样 地 ,在 [zx _2,x2;] 上 用 pi(x)=aix +Bxt+Y; 替代 曲线 y= f(x), 将 


得 到 


| 用 f(x)dr ~ | p;(x)dx 一 (yi 十 4y2;-1 十 y21 ). 
最 后 , 按 i 二 1,2,…,n 把 这 些 近 似 式 相 加 ,得 到 
p n 了 ， n 
| f(x)dz = > | F(z)dz ~ oe > (yoi-2 + 4y2171 + y2;), 
a i=1* 7:_2 i=1 


即 
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D 一 0 
| f(z)az on [yo + yant 4Cy1 + y3 + + yn1) + 
2(y2 + ya t+ + y2n 2)]. (3) 
这 就 是 抛物 线 法 公式 ,也 称 为 弟 普 森 (Simpson) 公 式 . 
作为 例子 ,我 们 计算 定 积分 | 一 =- 的 近似 值 


1+ wx” 
将 区 间 [0,1j 十 等 分 ,各 分 点 上 被 积 匡 数 的 值 列 表 如 下 ( 取 七 位 小 数 ). 
YC - 


了 


y: 0.733 294 1 0.671 1409 0Q.609 7350 1 0.332 486 2 


1) 用 和 矩形 法 公式 (1) 去 计算 ;( 取 四 位 小 数 ) 


! dz 1 
| Co+o 十 + yg ) = 0.8099 


(或 后 (yi + y2 + + yi0) = 0.760 0). 


2) 用 梯形 法 公式 (2) 去 计算 :( 取 四 位 小 数 ) 


dz (加 .. >0)- 
| 一 2 + yt yt +t y+ = 0.783 0. 


3) 用 抛物 线 法 公式 (3) 去 计算 :( 取 七 位 小 数 ) 


1 
| ] ~ 36[ + yi + 4(y1 + 3 十 十 yo) + 2(y2 十 4 十 十 yg) 
=— 0.785 398 2. 
用 准确 值 儿 
! dr x 和 
| 二 = arctg 1 = 4 一 0.783 398 16 


与 上 述 近似 值 相 比较 ,矩形 法 的 结果 只 有 一 位 有 效 数 字 是 准确 的 ,梯形 法 的 结 示 
有 三 位 有 效 数 字 是 准确 的 ,抛物 线 法 的 结果 则 有 六 位 有 效 数字 是 准确 的 . 可见 公 


式 (3) 明 显 地 优 于 公式 (2) ,更 优 于 公 却 (1)， 
关于 定 积 分 近似 计算 的 误差 估计 ,在 《数值 分 析 》 一 类 课程 中 必 有 详 述 ,这 生 


不 再 讨论 . 


q 这 里 用 一 个 很 容易 求 得 准确 值 的 定 积分 作为 近似 计算 的 例子 ,主要 的 理由 就 是 有 准确 值 可 以 与 
近似 值 相 比较 .实际 使 用 中 不 会 有 这 样 的 事 . 


. or fir i Pt rt eh de Mr- pr eh re 
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习 是 


1. 分 别 用 梯形 法 和 抛物 线 法 近似 计算 | 上 (将 积分 区 间 十 等 分 ) 


用 


2. 用 抛物 线 法 近似 计算 | sm dz( 分 别 将 积分 区 间 二 等 分 .四 等 分 ,六 等 分 ) 
3. 图 10 - 27 所 示 为 河道 某 一 截面 图 . 试 由 测 得 数据 用 抛物 线 法 求 截面 面积 


(单位 :m) 


图 10 一 27 
4. 下 表 所 列 为 夏季 某 一 天 每 隔 两 小 时 测 得 的 气温 ; 


TE 
(1) 按 积分 平均 二 f(z)dt 求 这 一 天 的 平均 气温 ,其 中 定 积分 值 由 三 种 近似 法 分 别 
计算 ; 
(2) 车 按 算术 平均 十 > C1 或 十 >)C; 求 得 平均 气温 ,那么 它们 与 矩形 法 积分 平均 和 
漳 形 法 积分 平均 各 有 什么 联系 ? 简 述 理由 
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$1 反 钊 积分 概念 


一 ”问题 提出 


在 讨论 定 积分 时 有 两 个 最 基本 的 限制 :积分 区 间 的 有 穷 性 和 被 积 函 数 的 有 
界 性 . 但 在 很 多 实际 问题 中 往往 需要 突破 这 些 限制 ,考虑 无 穷 区 间 上 的 “积分 ”， 
或 是 无 界 函 数 的 “积分 ”, 这 便 是 本 章 的 主题 . 

例 1 (第 二 宇宙 速度 问题 ) 在 地 球 表 面 垂 直 发 射 火 箭 ( 图 11 - 1) ,要 使 火 
箭 克服 地 球 引 力 无 限 远离 地 球 ,试问 初速 度 vo 至 少 要 多 大 ? x 

设 地 球 半 径 为 尺 , 火 箭 质量 为 m, 地 面 上 的 重力 加 速度 为 
g. 按 万 有 引力 定律 ,在 距 地 心 x( 之 R) 处 火箭 所 受 的 引力 为 | 

mgR’ 
x 


F = 


于 是 火 生 从 地 面 上 升 到 距离 地 心 为 r(>>R) 处 需 作 的 功 为 


[ mgR” 1 1 


一 21 一 -一 
R 2 dz = mgR?(R 站 


当 r-> + co 时 ,其 极限 mgR 就 是 火箭 无 限 远离 地 球 需 作 的 
功 .我 们 很 自然 地 会 把 这 极限 写作 上 限 为 + 的 “积分 : 图 11-1 


oo 2 也 < 
| maT dz = lim | 下 dz = megpR. 
本 


R x r+ood RE 


最 后 ,由 机 械 能 守恒 定律 可 求 得 初速 度 vo 至 少 应 使 


mo? = megk. 


用 g=9.81(m/s),R=6.371X10*(m) 代 入 , 便 得 
vo = V2gR ~ 11.2(km/s). 星 
例 2 圆柱 形 桶 的 内 壁 高 为 h ,内 半径 为 R, 桶 底 有 一 半径 为 7 的 小 孔 ( 图 
11 -2). 试 问 从 盛 满 水 开始 打开 小 孔 直 至 流 完 桶 中 的 水 , 共 需 多 少时 间 ? 


bi 
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从 物理 学 知道 ,在 不 计 摩擦 力 的 情形 下 , 当 桶 内 水 位 
高 度 为 (<) 时 ,水 从 孔 中 流出 的 流速 (单位 时 间 内 流 过 。 > 
单位 截面 积 的 流量 ) 为 2 


v= V2g(h -zr), = 
其 中 g 为 重力 加 速度 . -市 、 
设 在 很 小 一 段 时 间 dz 内 , 桶 中 液 面 降低 的 微小 量 为 


dz ,它们 之 间 应 满足 
TrR2dz = vnr’dt, 


由 此 则 有 


d dr,x E10,h|. 


RE 
一 rV2pg( 疡 一 工 ) 
所 以 流 完 一 桶 水 所 需 时 间 在 形式 上 亦 可 写成 积分 ， 


h 2 
t -| -人 dz. 
/ 0r*V2g(h— xz) 
但 是 在 这 里 因为 被 积 函 数 是 [0,h) 上 的 无 界 函 数 ,所 以 它 的 确切 含义 应 该 是 
4 R” 
4 | VI i) 
2 
lim A/ 二 :5(CV —Vh—u) 


取 - 生 及 


_ V 一 (县 | 
g\ri 
相对 于 以 前 所 讲 的 定 积分 (不 妨 称 之 为 正常 积分 ) 而 言 , 例 1 和 例 2 分 别提 
出 了 两 类 反常 积分 . 


二 两 类 反常 积分 的 定义 


定义 1 设 函 数 f 定义 在 无 穷 区 间 [a, + %) 上 , 且 在 任何 有 限 区 间 [La,w] 
上 可 积 . 如 果 存 在 极限 


j 


lim | f(z)dz = J， (1) 
则 称 此 极限 为 函数 了 在 [a ,+ co ) 上 的 无 穷 限 反常 积分 (简称 无 穷 积 分 ), 记 作 
J = | f(z)az, (1] ) 


并 称 | “f(z)dz 收敛 . 如 果 极限 (1) 不 存在 ,为 方便 起 见 , 亦 称 | 。7(z)dz 


发 散 . 
类 似 地 ,可 定义 在 (一 ,5b 上 的 无 穷 积分 : 


Te gi 1 ir i nt ori i rm 
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b pb 
| Hz)dx = lim| f(z)dz. (2 ) 
对 于 ff 在 (一 ,+ %) 上 的 无 穷 积 分 , 它 用 前 面 两 种 无 穷 积分 来 定义 ， 
| Hz)dz 二 | fz)de +| f(z)dz, (3) 


其 中 a 为 任 一 实数 , 当 且 仅 当 右边 两 个 无 穷 积分 都 收敛 时 它 才 是 收敛 的 . 

注 1 无 穷 积 分 (3) 的 收敛 性 与 收敛 时 的 值 , 都 和 实数 a 的 选取 无 关 . 

注 2 由 于 无 穷 积分 (3) 是 由 (1)、(2) 两 类 无 穷 积 分 来 定义 的 ,因此 ,了 在 任 
何 有 限 区 间 [Lz,xjC(- co,+co) 上 ,首先 必须 是 可 积 的 . 


注 3 | f(z)dz 收敛 的 几何 意义 是 :车 ff 在 ” 


[a, + co) 上 为 非 负 连续 函数 , 则 图 11 一 3 中 介 于 曲线 
y = 了 f(x) ,直线 = a 以 及 zz 轴 之 间 那 一 顽 回 右 无 限 
延伸 的 阴影 区 域 有 面积 J. 


例 3 讨论 无 穷 积 分 图 11-3 
dz 
| (4) 
的 收敛 性 . 
解 由 于 


六 本 上 pz¥1 
jn i, p 一 1 ， 
1 
sn p>]1 
toov 1 学 
十 00 p 1, 
因此 无 穷 积分 (4) 当 p>1 时 收 全 ,其 值 为 了 一 1; 而 当 p<1 时 发 散 于 + ， 口 
从 图 11 -4 看 到 , 例 3 的 结论 是 很 直观 的 :p yh p< 


p=1 


的 值 越 大 ,曲线 y= 疙 当 z>1 时 越 靠近 z 轴 , 从 D> | 
而 曲线 下 方 的 阴影 区 域 存在 有 限 面积 的 可 能 性 也 ?x 
就 越 大 . 
例 4 讨论 下 列 无 穷 积 分 的 收 钱 性 ; rh Dl 
1) | Tr 一 2) | dx. ID >1 
2 Zzx(ln x)? wl+i+r O | x 
解 1) 由 于 无 穷 积 分 是 通过 变 限定 积分 的 11 -4 


极限 来 定义 的 ,因此 有 关 定 积分 的 换 元 积分 法 和 


mi rm rr 1 
i re 
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分 部 积分 法 一 般 虱 可 引用 到 无 穷 积分 中 来 .对 于 本 例 来 说 , 吻 有 


[ny 
2 Zn) n2 .17 
从 例 3 知道 ,该 无 穷 积 分 当 p>>1 时 收 伏 , 当 p 二 1 时 发 散 . 
2) 任 取 实数 a ,讨论 如 下 两 个 无 穷 积 分 : 
| dz 和 | dz 


-oo T 工 十 了 1+x” 
由 于 
. | dz | 
lim ;= lim (arctan a — arctan x ) 
一 一 OO Hu 1 十 证 到 一 一 Oo 


所 
二 arctan a 十 3， 


. "dz , 
lim 7 一 lim (arctan v ~ arctan a) 
vrt+ooJa 十 并 vrto 


nT 
一 2 — arctan a,， 


因此 这 两 个 无 穷 积分 都 收敛 .由 定义 1， 
+:™® dx | dz +™ dx 
| = | s+] 1+z2 
注 “ 由 于 上 述 结果 与 a 无 关 , 因 此 若 取 a =0, 则 可 使 计算 过 程 更 简洁 些 . 口 


定义 2 设 函 数 f 定义 在 区 间 (a ,5b5] 上 ,在 点 a 的 任 一 右 邻 域内 无 界 ,但 在 
任何 内 闭 区 间 [a,5]C(la,5b5] 上 有 界 且 可 积 .如 有 果 和 存在 极限 


lim | f(z)az = J， (5) 
则 称 此 极限 为 无 界 函数 f 在 (a ,5] 上 的 反常 积分 , 记 作 
J = | f(z)dz, (5’) 


并 称 反常 积分 | /(z)dz 收敛. 如 果 极 限 (5) 不 存在 , 这 时 也 说 反常 积分 


| f(z)dz 发 散 . 
在 定义 2 中 ,被 积 函数 /在 点 a 近 旁 是 无 界 的 ,这 时 点 a 称 为 / 的 现 点 ,而 无 
界 函 数 反常 积分 | (zx)dx 又 称 为 甫 积分 
类 似 地 ,可 定义 瑕 点 为 6 时 的 现 积 分 : 
| rz)dz = lim | rz)dz 
其 中 /在 [a,6) 有 定义 ,在 点 5 的 任 一 左 令 域内 无 界 ,但 在 任何 [a ,u ]C-[a ,6) 


ee AP rm | ~ EE rle -eh MiP i pd i NT 的 痢 
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上 可 积 . 
而 太 的 甫 点 cE(a,p), 则 定义 瑕 积分 
| faz)dz=- | rz)dz 十 | rz)dz 


u b 
= lim | f(z)dz + lim | f(z)dz. (6) 


其 中 f 在 [a,c)U(c,b] 上 有 定义 ,在 点 c 的 任 一 领域 内 无 界 , 但 在 任何 [a ,zx j 
Cla,c) 和 [v,pjC(Gc,pj 上 都 可 积 . 当 且 仅 当 (6) 式 右边 两 个 环 积 分 都 收敛 时 ， 
左边 的 瑕 积分 才 是 收 钱 的 . 

又 若 cb 两 点 都 是 了 的 瑕 点 ,而 f 在 任何 [ ,vjC(a,5) 上 可 积 ,这 时 定义 
瑕 积分 


| f(z)dz 一 | rz)dz 十 | f(z)az 


= lim | f(z)dz + lim | f(x)dz, (7) 
其 中 c 为 (a ,6) 内 任 一 实数 .同样 地 , 当 且 仅 当 (7) 式 右边 两 个 瑕 积分 都 收 合 时， 
左边 的 瑕 积分 才 是 收 第 的 . 
例 5 计算 到 积分 | -天 -的 值 


V1l—x’ 
1 | 
解 ”被 积 函 数 f(x ) = 二 二 在 [0,1) 上 连续 ,从 而 在 任何 [0,w .0,1) 
上 可 积 ,x =1 为 其 瑕 点 . 依 定 义 2 求 得 
| dz [mp | dz 
OV1l— x wi “0V1-x’ 
= lm arcsin u = 了. [| 
例 6 讨论 瑕 积分 
| 至 (4 > 0) (8) 
0x 
的 收敛 性 ， 


解 ”被 积 函数 在 (0,1] 上 连续 ,z=0 为 其 瑕 点 .由 于 


1 _ ，1L-9 
本- 2 9 (0<w < 


， 79 
一 In x， dg 二] 


故 当 0<g<<1 时 , 瑕 积分 (8) 收 征 , 且 
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而 当 g 之 1 时 , 瑕 积分 (8) 发 散 于 + oo. 0 
上 上述 绪论 在 图 11 一 4 中 同样 能 获得 直观 的 反映 . 
如 果 把 例 3 与 例 6 联系 起 来 ,考察 反常 积分 


) Fp > 0). (9) 


我 们 定义 

‘dz fidz, [dz 

| Xp J0O 7 +| Xp 
它 当 且 仅 当 右 边 的 下 积分 和 无 穷 积 分 都 收敛 时 才 收 人 往 . 但 由 例 3 与 例 6 的 结果 
可 知 , 这 两 个 反常 积分 不 能 同时 收敛 , 故 反 常 积 分 (9) 对 任何 实数 p 痢 是 


发 散 的 . 


习 是 
1. 讨论 下 列 无穷 积 分 是 否 收 全 ?车 收 伍 , 则 求 其 值 ， 
(1) | ze dr: (2) | ze dz: 
十 oo 1 二 oo dr 
(3) | /a (4) | rl+ xz) 
+ oo dr 十 ce 本 | 
(5) | A drt (6) | e "sin rdr:; 
to '™ _d 
(7) | sin zdx; (8) | a 
2. 讨论 下 列 形 积 分 是 否 收敛 ? 若 收敛, 则 求 其 值 : 
ob dz dz 
| (x — a)? 02) | Te 
“ dx ! 七 
一 一 一 一 ; 4 dx; 
AET: 0 
(5) | rdz; (6) | dz; 
! dx | dz 
(7) |， Vi (8) | Tr? 


3 举例 说 明 : 币 积 分 | 7(z)dz 收敛 时 ,| /7(z)dz 不 一 定 收敛 
4 举例 说 明 ; |“/(z)dz 收 俩 且 太 在 [a， + co) 上 连续 时 ,不 一 定 有 lim,/() = 0 


5. 证 明 : 若 | “7(z)dz 收敛 , 且 存 在 极限 lim f(z) = A, 则 A =0. 
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6. 证 明 . 奋 ff 在 [a,++%) 上 可 导 , 且 | f(z)dz 与 | (zjdz 部 收敛 , 则 lim f(z) = 0. 
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一 无穷 积分 的 性 质 
由 定义 知道 , 无穷 积 分 | ”f(z)dz 收敛 与 否 , 取决 于 函数 F(z) = 


| rr)az 在 4 一 + 时 是 否 存 在 极限 .因此 可 由 函数 极限 的 柯 西 准则 导出 无 
积分 收敛 的 柯 西 准则 

定理 11.1 无 穷 积分 | “7(z)dz 收 伍 的 充 要 条 件 是 : 任 给 。 > 0, 存 在 G 
之 a, 只 要 ul、u2 > G, 便 有 
| (x)dz -| rz)dz = WAC 


此 外 ,还 可 根据 函数 极限 的 性 质 与 定 积分 的 性 质 ,导出 无 穷 积分 的 一 些 相应 
性 质 
性 质 1 若 | fi(z)dz 与 | 户 (z)dz 都 收 仇 ,el va 为 任意 常数 , 风 


< 人 E . 


| [afilz) +&2P(z)]dz 也 收敛 , 且 
[aA +t plo = |) f(r)dr + ka) APGz)dz 0 
性 质 2 若 /在 任何 有 限 区 间 [a,w] 上 可 积 ,a <5, 则 | f(z)dz 与 
[cz)ar 同 仇 态 ( 即 同时 收 敏 或 同时 发 散 ), 且 有 


站 readaz = | f(z)dz + | fr)dz, (2) 
其 中 右边 第 一 项 是 定 积分 
性 质 2 相当 于 定 积分 的 积分 区 间 可 加 性 ,由 它 又 可 导出 | f(z)dx 收敛 的 
另 一 充 要 条 件 : 任 给 s > 0, 存 在 G 之 a, 当 w>>G 时 ,总 有 
三 rz)dz|< e. 
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事实 上 ,这 可 由 
三 roadz = | radz+| f(z)de 
结合 无 穷 积分 的 收敛 定义 而 得 . 
性 质 3 车 /在 任何 有 限 区 间 [a,u] 上 可 积 , 且 有 | ”1 f(z) |dz 收 伍 , 风 
| 7(z)az 亦 必 收 化 ,并 有 
[feazl<) zldz (3) 


证 “由 | ”|/(z)1az 收 全 ,根据 柯 西 准则 (必要 性 ), 任 给 。 > 0, 存 在 G >> 
a, 当 Ww) > wl > G 时 ,总 有 
CE: 


二 | ”Gez)ldz < e， 


利用 定 积分 的 绝对 值 不 等 式 ,又 有 
rz)dz <| f(z) dz < Ee. 


再 由 柯 西 准则 (充分 性 ), 证 得 | f(z)dz 收 全 
又 办 | f(z)dz | 过 | f(z)1dz(u > a), 令 w+o 取 极限 ,立刻 得 到 不 
等 式 (3). l 
当 | ”17(z)1dz 收敛 时 , 称 | ”f(z)dz 为 绝对 收 伍 .性 质 3 指出 :绝对 收 和 


的 无 穷 积分 , 它 自 身 也 一 定 收敛 .但 是 它 的 逆 命 题 一 般 不 成 立 ， 今后 将 举例 说 明 
收敛 的 无 穷 积 分 不 一 定 绝对 收敛， 
我 们 称 收敛 而 不 绝对 收敛 者 为 条 件 收 和合 


二 比较 判别 法 

首先 给 出 无 穷 积分 的 绝对 收敛 判别 法 ， 

由 于 ”1 f(z) 1dz 关于 上 限 w 是 单调 递增 的 ,因此 | 。 1 f(z) 1 dz 收 全 的 
充 要 条 件 是 | 1 f(z) 1 dz 存在 上 界 .根据 这 一 分 析 , 便 立即 导出 下 述 比较 判别 


法 (请 读者 自己 写 出 证 明 ): 
定理 11.2( 比 较 法 则 ) 设 定义 在 [a, + co ) 上 的 两 个 函数 了 和 8 都 在 任何 
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有 限 区 间 [a ,wu] 上 可 积 , 且 满 足 
|f(zr)|< g(rz),r € La, +oo)， 
则 当 | “g(z)dz 收 合 时 | ”1 f(x) 1 dz 必 收敛 (或 者 , 当 | ”1 f(x) 1dz 发 


时 ,| sg(z)dz 必 发 散 ). 


例 1 讨论 | -到 ;dz 的 收 伍 性 
SIn x | + dd 

解 ” 由 于 | 区 | 坟 一 ,zeE [0,+co), 以 及 | 。 一-5 = 至 为 收 全 

($1 例 4) ,根据 比较 法 则 ,| -am 25dz 为 绝对 收 伍 ， 0 
0 1+z 

上 述 比较 法 则 的 极限 形式 如 下 

推论 1 阁 f 和 gg 部 在 任何 [a ,u] 上 可 积 ,g(z) >0, 且 lim {02 = C ， 
则 有 : 


(i)} 当 0O < ce <+% 时 ,| | f(x) 1 dz 与 | sg(z)dz 同 伍 态 ; 

(ii) 当 c = 0 时 ,由 | ”sg(z)dz 收 合 可 推 知 | 1/(z)1dz 也 收 全 

(ii) 当 c = + oo 时 ,由 | “g(xz)dz 发 散 可 推 知 17(z) |dz 也 发 散 
当选 用 | ”时 作为 比较 对 象 | g(z)dz 时 ,比较 判别 法 及 其 极限 形式 成 


为 如 下 两 个 推论 ( 称 为 柯 西 判别 法 ). 
推论 2 设 /定义 于 [a,+ oo)(a>0), 且 在 任何 有 限 区 间 [a,u] 上 可 积 ， 
则 有 : 
(GD 当 |/(z)|< 古 ,xEla,+m), 且 p>1 时 | 1/(z)1dz 收 全 


(ii) 当 | (x) | 之 证 ,x E [a,+%), 且 pp 之 1 时 | [f(z)ldz 发 散 
推论 3 设 了 定义 于 la,+ co ) ,在 任何 有 限 区 间 [a,u14} 上 可 积 , 且 


lim xz? |/(zx)| 一 A. 
则 有 : 
(i) 当 p>1,0<A< + 时 ,| F(z)|ldz 收 化; 


(iD 当 p 过 1,0 <4<+m 时 ,| IF(z)1dz 发 散 
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例 2 讨论 下 列 无 穷 限 积分 的 收 钱 性 . 

D)| zedz; 2) | x d 六. 

解 ”本 例 中 两 个 被 积 函 数 都 是 非 负 的 , 故 收 和 敛 与 绝对 收敛 是 同一 回 事 . 
1) 由 于 对 任何 实数 a 都 有 


2 x + 
im x ze = lim = 0, 
T+ Too 己 


因此 根据 上 述 推论 3(p =2,4==0), 推 知 1) 对 任何 实数 a 都 是 收 伍 的 . 
2) 由 于 


lim x2 .x 
sl 
因此 根据 上 述 推论 3(p= 六,) 一 1) , 推 知 2) 是 发 散 的 ] 


1, 


b — 
对 于 | 1/(z)1dx 的 比较 判别 亦 可 类 似 地 进行 


三 ” 狄 利克 雷 判别 法 与 阿 贝尔 判别 法 
这 里 来 介绍 两 个 判别 一 般 无 穷 积分 收敛 的 判别 法 ， 
定理 11.3( 儿 利克 雷 判别 法 ) 若 F(z) = | 7(z)dz 在 [a,+ oo) 上 有 界 ， 
g(z) 在 [a, + oo) 上 当 x->+ co 时 单调 趋 于 0, 则 | f(z)g(z)dz 收敛 
证 由 条 件 设 || rz)dz|< M,u e [ea, + oo) 任 给 s > 0, 由 于 
lim g(z) = 0, 因 此 存在 G 之 a, 当 zx > G 时 ,有 
g(r) < 


又 因 g 为 单调 函数 ,利用 积分 第 二 中 值 定理 (定理 9.10 的 推论 ) ,对 于 任何 
uw2>>u1>G ,存在 EE[ui, uzj ,使 得 


| ”APGz)g(z)dz 一 gu)| f(x)dz 十 g(za)| f(r)dz. 


于 是 有 


7(z)g(z)dz + |g(u2)!: fc)ar| 


<|g(u)l: | f(r)dr 


= gad | roaz -J (a)dr 
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+ |g(us)): fC)az -| fz)dz| 


< A 2M + 2 2M = e. 


根据 柯 西 准则 ,证 得 | /f(z)g(z)dz 收敛 D 
定理 11.4( 阿 贝尔 (Abel) 判别 法 ) 若 | ”7(zjdz 收 敛 ,sg(z) 在 [a,+ oo) 


上 单调 有 界 , 则 | ”7(z)g(z)dz 收 全 


这 征 理 同 样 可 用 积分 第 二 中 值 定 理 来 证 明 ,但 又 可 利用 狄 利 死 雷 判 别 法 更 
方便 地 获得 证 明 ( 留 作 习 题 ). 


例 3 讨论 | ”dz 与 |” 3dz(p > 0) 的 收敛 性 ， 
1 代 l 
解 。 这 里 只 讨论 前 一 个 无 穷 积分 ,后 者 有 完全 相同 的 结论 . 下面 分 两 种 情 
形 来 讨论 ， 
(1) 当 户 > 工时 | 。 天 dz 绝对 收敛 .这 是 因为 


nz ol, € [1, + %), 
i 


ZP | 


而 | ” 笃 当 p > 1 时 收 化 , 故 由 比较 法 则 推 知 | 
! Xx? | 


sin 说 


dx 收敛 . 


(i) 当 0 < 过 1 时 | 到 jdz 条 件 收 敏 . 这 是 因为 对 任意 u 之 1, 有 


= |oos 1 - cos u| 之 2, 而 方 当 p > 0 时 单调 趋 于 0(z 一 + co), 故 


ru 
| sn dx 
vv] 


由 狄 利克 雷 判别 法 推 知 | ”p<dx 当 p > 0 时 总 是 收敛 的 


另 一 方面 ,由 于 
Sin x sin x 1 cos2x wo 
sb ,T € [1, + %), 
其 中 | 哆 刀 dz = 省 吕 edr 满足 狱 利克 雷 判别 条 件 ,是 收 化 的 ,而 


| 2 dz 是 发 散 的 ,因此 当 0 < p 志 1 时 该 无 穷 积 分 不 是 绝对 收 化 的 .所 以 它 
[ 


件 收 全 的 . 品 
例 4 证 明 下 列 无 穷 积 分 都 是 条 件 收 合 的 : 
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+ oo + oo 十 oo 
| sin xX dx | cos Xx“dz | Sin x dz. 
证 ”前 两 个 无 穷 积 分 经 换 元 1 = x 得 到 


| sin “dx = | tt 


十 Ge 十 Co 
COS 
| cos rdx -| —— dr 
1 


1 2Vi 
由 例 3 已 知 它们 是 条 件 收 剑 的 ， 
对 于 第 三 个 无 穷 积 分 ,经 换 元 上 = 而 得 


四 4 1 | 人” 
TSN XTX dz = 7 sin t“dt, 
1 1 


它 也 是 条 件 收 伍 的 . 有 
从 例 4 中 三 个 无 穷 积 分 的 收敛 性 可 以 看 到 , 当 z 一 + co 时 被 积 果 数 即使 不 
趋 于 零 ,甚至 是 无 界 的 ,无穷 积分 仍 有 可 能 收 伍 . 


习 题 
1. 证 明定 理 11.2 及 其 推论 1. 
2. 设 f 与 g 是 定义 在 [a ,+ ce) 上 的 函数 ,对 任何 uu >a, 它 们 在 [a,w] 上 都 可 积 , 证 明 ， 


着 | “Cz)dz 与 | sz(z)dz 收 合 , 则 | f(z)g(z)dz 与 | [f(z) + g(z)]dz 也 都 


收敛 . 
3. 设 f.g .hh 是 定义 在 [a, + co) 上 的 三 个 连续 函数 ,县 成 立 不 等 式 / (z) 委 FGz) 和 


g(x) 证明 : 
(CD 车 |“h(z)dz 与 | g(z)dz 都 收敛 , 则 | ”f(z)dx 也 收敛 ; 
(2) 又 若 | hlz)dz = sg(z)dz = A, 则 | f(z)dz = 4 
4. 讨论 下 列 无 穷 积分 的 收 全 性 : 


十 29 dz t+ 20 元 
; 2) | -dz; 
CD | 4 十 1 i 1l—e 
t+™ dr . He 
(3) | 5-; (4) | Ted 


-dr(n、m 之 0). 


Df Pg 0) 


0 Tr 


5. 讨论 下 列 无 穷 积分 为 绝对 收敛 还 是 条 件 收 全 : 
Vx, +% sgn(sin x) | 
| Eq (2) | dr; 


1 十 工 
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(| az; (4) 


sin Xdz. 


| in(ln x) ， 
In x 


6. 举例 说 明 :| 7(z)dz 收 伊 时 | ”fACz)dz 不 一 定 收 化;| f(x)dz 绝对 收敛 时 ， 
| PP(z)dz 也 不 一 定 收 全 

7. 证 明 : 荐 | “7(z)dz 绝对 收 化 , 且 lim_/(z) = 0, 则 | (zx)dz 必定 收 全 

8. 证 明 ; 若 /是 [a, + co) 上 的 单调 函数 , 目 | 7(z)dz 收 敏 , 则 lim,f(z) = 0, 且 /(z) 
- oT) rto 

9. 证 明 :车 /在 [a,+ co) 上 一 至 连续 , 且 | f(x)dx 收敛 , 则 lim_ /(x) = 0 

10. 利用 狄 利克 雷 判别 法 证 明 阿 贝尔 判别 法 
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类 似 于 无 穷 积分 的 柯 西 收敛 准则 以 及 其 后 的 三 个 性 质 , 丽 积 分 同样 可 由 了 
数 极限 lim | f(z)dz = | F(z)dz 的 原意 写 出 相应 的 命题 


定理 11.5” 环 积分 | 7(z)dz( 惠 点 为 a) 收敛 的 充 要 条 件 是 : 任 给 s > 0, 存 

在 6 >0, 只 要 wl.u2€ (a,a + 6), 总 有 
| f(x)dz -| flr)dr| = [Ara 
性 质 1 设 函 数 /与 记 的 正点 同 为 = = a, 和、 为 常数 , 则 当 瑕 积分 
[adz 与 | Pa(z)dz 都 收 策 时 , 惠 积 分 | [hfi(z) + 已 P(z)]dz 必定 收 


敛 ,并 有 
b b 
| [filz) 十 kfo( rx) 1dr 一 | Ai(z)dz 十 ka| PP(z)dz (1) 
性 质 2 设 函 数 f 的 瑕 点 为 z+ = a,c€E (a,6b) 为 任 一 常数 . 则 环 积 分 


| rz)dz 与 | f(z)dz 同 敛 态 ,并 有 


< EE. 


| rz)dz 一 | rz)dz 十 | f(z)dz, (2) 
其 中 | /(z)dz 为 定 积分 


$3 瑕 积分 的 性 质 与 收 伍 判 别 277 


性 质 3 。 设 函数 /的 惠 点 为 x = a, 太 在 (a ,的 任 一 内 闭 区 间 [w ,b] 上 本 
b 
积 . 则 当 | |/(z)1dz 收 伊 时 ,| 7(z)dz 也 必定 收敛 ,并 有 


| rr)ar < lar (3) 


b 
同样 地 , 当 | |7(z)1dz 收敛 时 , 称 | f(x)dz 为 绝对 收敛 . 又 称 收敛 而 不 绝 


对 收敛 的 甫 积分 是 条 件 收敛 的 . 
判别 甫 积分 绝对 收敛 的 比较 法 则 及 其 推论 如 下 : 
定理 11.6( 比 较 法 则 )” 设 定义 在 (a ,5b] 上 的 两 个 果 数 太 与 g , 瑕 点 同 为 工 
= 4 在 任何 Lv ,5 C (aa,pj 上 都 可 积 , 且 满 足 
f(x)| g(r),rE (a,b]. 


则 当 | g(x)dz 收敛 时 ,| 17(z)1dz 必定 收 化 (或 者 , 当 | 17(z)1dz 发 散 时 ， 


| g(x )dz 亦 必 发 散 ). 


推论 1 又 夺 g(x) > 0, 且 jlim A 二 cc, 则 有 : 
rvar f(A 


0) 当 0 < c<+ 吕 时 ,| LA(z)ldz 与 | g(x)dz 同 仇 态 


(让 当 c = 0 时 ,由 | g(xz)dz 收敛 可 推 知 | |/(z)| dz 也 收 全 


(iii) 当 c 三 + oo ee 发 散 可 推 知 | 17(z) [dz 也 发 散 . 


当选 用 | 7 开 ;作为 比较 对 象 | .5(z)dz 时 ,比较 法 则 及 其 推论 1 成 为 


如 下 的 推论 : 
推论 2 设 f 定 义 于 (a ,6b],a 为 其 瑕 点 , 且 在 任何 [u,bj] 忆 (a,6b」] 上 可 积 ， 
则 有 : 


6 当 1D) [< 二 ,上 且 0 < <1 时 ,| LA(z)1dz 收敛 


(Tt —a)? 
(i) 当 | f(z7) 1 之 人 0) 人 f(z)|l dz 发散 . 


推论 3 设 /定义 于 (a ,5],a 为 其 瑕 点 , 且 在 任何 [u,5]CC(a,65j] 上 可 积 . 


如 来 
lim (x -a)?lf(rx)|= 7, 


则 有 : 


本 1 hire eT poh 7 “Np Fr Pt ir er 
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(i) 当 0< pp<1,0<A< + co 时 | | f(z)1dz 收 伍 ; 


(ii) 当 p 宇 1,0 之 4+ oo 时 | | f(z)| dz 发 散 . 
例 1 判别 下 列 甫 积分 的 收敛 性 : 
L In zx 
1) oO di 2) | 训 一 dz， 
解 ”本 例 两 个 瑕 积分 的 被 积 郴 数 在 各 自 的 积分 区 间 上 分 别 保 持 同 号 一 一 


四 过 在 (0,1] 上 便 为 负 ,过 在 (1,2] 上 恒 为 正 -一 所 以 它们 的 下 积分 收 钱 与 绝 


对 收敛 是 同一 回 事 ， 
1) 此 瑕 积分 的 瑕 点 为 z=0. 由 上 述 推论 3, 当 取 p= 子 <1 时 ,有 
A 二 lim zy nz = 一 lim n 全 
工人 z-0- TT 4 
= lim (4z4) = 0， 
Xx—{ 
所 以 瑕 积分 1) 收 敛 ， 
2) 此 瑕 积分 的 环 点 为 z=1. 当 取 尹 =1 时 ,由 
A 二 lim (z -1) .Ye = lim 和 一 = 1,， 
推 知 该 瑕 积分 发 散 . ] 


最 后 举 一 个 既是 无 穷 积 分 又 是 甫 积分 的 例子 . 
例 2 讨论 反常 积分 
Co a—1 


人 
oa) = | 1 + dT 


的 收 伍 性 . 
解 ” 把 反常 积分 B(a) 写 成 
+ oo a—1 


| 6 一 上 
5(w= | 到 dz+| 1 + 人 并 


= J(a)+ J(a). 
(i) 先 讨论 1(a). 当 a 一 1 宇 0, 即 a 之 1 时 它 是 定 积分 ; 当 a<1 时 它 是 瑕 积 


分 ,也 点 为 x =0, 由 于 


Te 一 ] 四 


: l-a .1 


根据 定理 11.6 推论 3, 当 0<p=1-a<1, 即 a>0 且 4=1 时 , 刷 积 分 Fa ) 收 


3 TT iE no er Cr eh Hr 
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化 ; 当 =1-ae 之 1, 即 a 二 0 是 A==1 时 ,I(a) 发 散 . 
(ii) 再 讨论 J(a), 它 是 无 穷 积分 .由 于 
zr 
lim x “1+Zz 十 工 
根据 定理 11.2 推论 3, 当 如 =2-awx>1i, 即 xx<1 且 =1 时 ,J(c) 收 敛 ; 而 当 户 = 
2 一 ag 过 1, 即 a 之 1 且 A=1 时 ,J (ea) 发 敌 . 


综 上 所 述 ,把 讨论 结果 列 如 下 表 : 


J(a) 收 全 发 


由 此 可 见 , 反 常 积分 B(a) 只 有 当 0<a<1 时 才 是 收 钱 的 . 品 


一 了， 


= lim 
Tr 二 CO 


习 起 


1. 写 出 性 质 3 的 证 明 . 
2. 写 出 定理 11.6 及 其 推论 1 的 证 明 . 
3. 讨论 下 列 限 积分 的 收 伍 性 ， 


和 dz | sinx, 
(1) | (x — 1)° (2) 0 工 314 Ci 
! dz _ | Inzx , 
3) | A (4) | jesdz; 
1 m2 1 
(05) | eens (60) qz 
01—-—x 0 苞 
1 +ca 
(7) | 二 sin 二 dz (8) | e “ln rdx. 


4. 计算 下 列 瑕 积分 的 值 (其 中 ”为 正 整数 )， 
1 1 人 
(1) | dn z)rdzi 2 | -天 一 dz: 
才 2 加 mij2 
5. 证 明 瑕 积分 ] = | In(sin z)dz 收 敏 , 且 ] = 一 到 In2 (提示 :利用 | ”In(sin zx)dx = 


上 nes z)dz ,并 将 它们 相 加 . ) 
6. 利用 上 题 结果 ,证 明 ， 
(1) | omésin 8)d9 三 一 In 2; 


™ oOsn 1 
(2) | TcosD 5d0 = 2rln 2. 
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总 练习 题 


1. 证 明 下 列 等 式 ， 
1 十 oo 
oj 汪汪 dz 沁 > 0 
| 2 dz = ) Edr,0<p<l. 
2. 证 明 下 列 不 等 式 : 
1D) -75 < < 二; 
(7 | A 、 2， 
工 工 aa 1 
(ee dr <1+73.. 
3. 计算 下 列 反 常 积 分 的 值 : 
(1) | ”eu brdr(a > 0); (2) | esin ardz(a > 0); 


+® nz 2 
(3) | Tdz; (4) | InCtan 9)d6 


4. 讨论 反常 积分 | ” 严 如 dz(6 关 0) ,4 取 何 值 时 绝对 收 伍 或 条 件 收 生 


5. 证 明 :; 设 /在 [0, + co) 上 连续 ,0< a < 0. 
( 若 lim fx) = 上 &, 则 


flar)— fbr) | 一 ( f(0) Rn 之， 
个 a 


0 
(2) 若 | ”人 22qz 收 伊 , 则 
做 flar)— f(bx) 
dz = 
yr 


0 


f(O)In 2 


6. 证 明 下 述 命题 
(1) 设 为 [a, + co) 上 的 非 负 连 续 函 数 . 若 | “zf(z)dz 收 伍 , 则 | ”f(z)dz 也 收 全 
(2) 设 /为 [a, + om) 上 的 连续 可 微 函 数 , 且 当 x 一 + co 时 ,f(z) 递减 地 趋 于 0, 则 
[A(z)az 收 全 的 充 要 条 件 为 | ”zy “(z)dz 收 全 


mrreaire GE 


附录 工 微 积 分 学 简 史 


微 积分 学 是 徽 分 学 (Differential Calculs) 和 积分 学 (integral Calculs) 的 统称 ， 
英文 简称 Cajculs, 意 为 计算 .这 是 因为 早期 微 积 分 主要 用 于 天 文 、 力 学 ,几何 中 
的 计算 问题 .后 来 人 们 也 将 微 积分 学 称 为 分 析 学 (Analysis) ,或 称 无 穷 小 分 析 , 专 
指 运 用 无 穷 小 或 无 穷 大 等 极限 过 程 分 析 处 理 计算 问题 的 学 问 . 

微 积 分 的 萌芽 、 发 生 与 发 展 ,经 历 了 一 个 漫长 的 时 期 ， 

(1) 早 在 古 和 希腊 时 期 , 欧 多 元 斯 (Eudoxus, 约 公元 前 408 一 355 ) 就 提出 了 穷 
竭 法 .这 是 极限 理论 的 先驱 . 它 指出 “一 个 量 如 减 去 大 于 其 一 半 的 量 , 青 从 余下 
的 量 中 减 去 大 于 该 余 量 一 半 的 量 , 这 样 一 直下 去 ,总 可 使 某 一 余下 的 量 小 于 已 知 
的 任何 量 .”( 见 《几何 原本 ) 卷 X,1). 这 个 定义 使 得 上 古 希腊 数学 家 在 了 所 有 论证 中 
都 不 用 “无 穷 小 量 ” 这 个 词 ,仅仅 使 用 只 需 有 限 步 可 做 到 的 穷竭 法 就 够 了 .我国 庄 
子 ( 公 元 前 355 一 275)《 天 下 篇 ) 中 说 :“ 一 尺 之 梭 , 日 取 其 半 , 万 世 不 竭 ", 也 具有 
极限 的 思想 . 

真正 成 为 积分 学 萌芽 的 当 推 阿 基 米 德 (公元 前 
287 一 212) 的 工作 . 他 在 《抛物 线 求 积 法 /中 用 穷 况 法 求 
出 抛物 线 弓 形 的 面积 . 其 方法 是 .逐次 作出 与 该 与 形 同 
底 等 高 的 三 角形 (如 图 -1), 然 后 将 这 些 三 角形 面积 
加 起 来 . 阿 基 米 德 给 出 ,第 n 步 时 ,这 些 三 角形 面积 之 
和 为 


Al 十 机 十 六 十 十 rl 
(A 为 第 一 个 三 角形 之 面积 ). 
然后 他 又 指出 
] ， 1 1 1 4 


A 人 (1+ 玫 二 下 + 二 本 和 = 全 


阿 基 米 德 对 了 75-i 用 穷竭 法 和 反 证 法 证 明 , 抽 物 线 忆 形 面积 不 能 大 于 、 也 不 能 


小 于 入 A .证 明 是 严格 的 ,但 未 用 极限 和 无 穷 小 量 , 而 是 用 "有 限 "形式 的 穷竭 法 


应 该 指出 ,尽管 古 希 腊 数学 家 未 使 用 无 穷 小 与 无 穷 大 ,但 古 希 腊 哲 学 家 却 对 
“无 限 "” 作 过 许多 研究 .例如 亚 里 士 多 德 ( Aristotle 公元 前 384 一 332 ) 就 严格 区 分 


“ 由 -机 同人 
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eee er 
aa 


实 无 限 和 潜 无 限 , 且 只 承认 港 无 限 . 

公元 前 146 年 ,罗马 带 国 灭亡 古 希 腊 , 西 方 数 学 的 发 展 渐渐 停止 .在 以 后 漫 
长 的 中 世纪 里 , 微 积分 思想 更 完全 束之高阁 .这 时 阿拉 伯 .印度 和 中 国 的 数学 有 
长 足 进 展 .公元 263 年 , 刘 徽 为 《 九 章 算术 / 作 注 时 提出 “ 割 圆 术 ” 用 正 多 边 形 逼近 
圆周 . 他 说 “ 割 之 弥 细 ,所 失 弥 少 , 割 之 又 割 ,以 至 于 不 可 割 , 则 与 圆周 合体 而 无 所 
失 侨 .这 是 极限 论 思 想 的 成 功 运用 ， 

欧洲 的 数学 从 12 世纪 到 13 世纪 开始 出 现 转机 .希腊 的 数学 著作 此 时 陆续 
出 现 拉 丁 文本 . 当时 的 经 院 哲学 又 开始 讨论 无 限 , 诸 如实 无 限 、 湾 无限、 自 成 无 
限 、 合 成 无 限 \ 完 全 无 限 等 .1328 年 美国 大 主教 布 兰 德 瓦 了 了 (Bradwardine,1290 一 
1349) 在 牛津 发 表 的 著作 中 曾 有 类 似 于 均匀 变化 率 和 非 均 匀 变 化 率 的 概念 . 

(2) 从 16 捞 纪 中 叶 开 始 , 微 积分 正式 进入 了 酝酿 阶段 . 这 时 陆续 出 版 了 阿 
基 米 德 的 一 些 著作 .研究 行星 运动 的 开 普 勒 (Kepler,1571 一 1630) 发 展 了 阿 基 米 
德 求 面积 和 体积 的 方法 .他 在 1615 年 出 版 《新 空间 几何 ), 给 出 了 92 个 阿 基 米 德 
未 讨论 过 的 体积 问题 ,并 研究 了 酒 桶 的 最 佳 比例 . 开 普 竭 在 天 文学 研究 中 已 得 到 
公式 ; | singdg = 1 一 cos6 .1635 年 卡 伐 列 利 (Cavalieri,1598 一 1647) 出 版 了 《不 
可 分 量 几 何 学 》, 影 响 巨大 .他 将 面积 的 不 可 分 量 比 作 织 成 一 块 布 的 线 ,体积 的 不 
可 分 量 比 作 一 册 书 的 各 页 ,当然 不 可 分 量 的 个 数 为 无 穷 多 , 且 没 有 厚薄 和 视 罕 . 


a nt+l 
这 已 到 达 积 分 学 的 边缘 , 且 卡 伐 列 利 已 发 现 公式 | x"dx = 卫 了 ,7 为 正 整 


数 . 

17 氨 纪 上 半 叶 , 微 积分 的 黄 基 工作 在 紧锣密鼓 地 进行 着 .最 重要 的 匈 豫 有 
法 国 的 帕斯卡 (Pascal ,1623 一 1662) 和 费 马 (1601 一 1665) ,类 国 的 沃 利 期 (Wallis， 
1616 一 1703) 和 巴 罗 (Barrow ,1630 一 1677). 

帕斯卡 在 证 明 体 积 公式 时 ,主要 借助 于 略 去 高 次 项 ( 即 略 去 高 阶 无 穷 小 ). 他 
也 注意 到 很 小 的 弧 和 切线 是 可 以 相互 代替 的 . 费 马 是 17 世纪 的 大 数学 家 ,成 就 
广泛 ,数论 中 费 马 定理 尤 著称 于 世 . 他 在 求 极 大 极 小 值 上 的 成 功 , 为 微 积分 开辟 
了 道路 .他 注意 到 :在 长 为 a 的 线段 上 取 一 段 z ,由 x 和 a 一 xz 所 成 矩形 面积 为 
A=zx(a 一 t+). 对 一 般 的 A,z 可 以 有 两 个 值 , 当 A 为 极 大 值 时 ,x 只 有 一 个 值 


是 费 马 于 是 论证 如 下 : 


设 A=x(a 一 Xz). 今 取 工 十 玉 , 则 A’=(x+E)(zr-a—F). 作 
A’-A=E(a-27r)+E:’. (1) 
因 极 大 值 面积 只 有 一 个 , 故 可 认为 A 一 A=0, 在 (1) 中 约 去 玉 , 即 得 0= (a 一 


27 ) 十 玉 , 然 后 令 下 为 0, 得 2zx= 二 a, 即 t=. 
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这 套 做 法 好 人 象 变 魔术 一 样 ,但 其 中 蕴涵 着 导数 为 0 的 意思 ,EE 相当 于 今天 
的 Ar , 费 马 正 是 从 全 二 全 =0 解 出 了 工 = 名 ， 

活 利 斯 从 1649 年 起 任 英国 牛津 大 学 教授 , 他 实际 上 已 完成 了 相当 于 
六 G - "dz 的 积分 (n 是正 整数 ) ,并 给 出 x 的 无 穷 乘积 的 表示 . 活 利 斯 的 业 


绩 是 大 胆 地 将 有 限 推 向 无 限 ,例如 他 从 
OQ+1 1 0+1+2 1 0+1+2+3 ] 


mr si. oo me— 一 一 re PI 者 中 音 


断言 ,这 个 比 对 无 限 项 也 成 立 ,这 将 导致 积分 . 

巴 罗 是 英国 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 教授 和 副 校长 ,是 牛顿 的 老师 .他 的 主要 页 
卖 是 给 出 求 切线 的 方法 , 即 相当 于 现代 以 dz ,dy,ds 为 边 的 直角 三 角形 .在 他 的 
几何 学 讲义 中 有 微分 三 角形 MNR( 如 图 I -2). 他 在 求 PT 之 长 时 洁 去 了 MR 
和 NR 的 高 次 项 . 

现代 数学 史家 波 耶 (Boyer) 认 为 ,在 所 有 微 积分 
的 先导 工作 中 , 费 马 和 巴 罗 最 接近 于 分 析 掌 . 

(3) 牛顿 (1642 一 1727) 和 莱 布 尼 蒋 (1646 一 
1716) 在 17 世纪 下 半 叶 终于 创立 了 微 积 分 学 . 

牛顿 是 那个 时 代 的 科学 巨人 .在 他 之 前 ,已 有 
了 许多 科学 积累 :哥伦布 发 现 新 大 陆 (1492), 哥 日 
尼 创 立 日 心 说 (1$43), 伽 里 略 出 版 (力学 对 话 / 
(1638) , 开 普 勤 发 现行 星 运动 定律 (1619) , 币 卡 儿 图 1 -2 
创设 解析 凡 何 (1637) .航海 的 需要 ,有 山 的 开发 ,火药 枪 炮 的 制作 提出 了 一 系列 
的 力学 和 数学 问题 , 微 积 分 在 这 样 的 条 件 下 诞生 , 乃 是 必然 的 事 . 

牛顿 家 境 贫困 ,1661 年 以 减 费 生 进入 剑桥 大 学 三 一 学 院 读书 ,1664 年 取得 
学 士 学 位 . 16635 年 伦敦 流行 鼠疫 ,牛顿 回 到 乡下 .他 平生 三 大 发 明 : 流 数 术 ( 微 积 
分 ) .万 有 引力 和 光 的 分 析 , 都 发 端 于 1665 一 1666 年 间 , 时 年 23 岁 . 

有 两 个 重要 问题 引起 了 人 们 的 注意 :如 何 求 已 知 曲 线 的 切线 ? 如 何 确定 已 
知 曲线 下 方 图 形 的 面积 ? 牛顿 将 这 两 个 问题 合 起 来 考虑 ,主要 的 工具 是 二 项 式 
展开 .他 观察 一 族 相 关 的 曲线 :y= (1- z2)". 对 固定 的 整数 n(n 之 0), 将 它 作 二 
项 式 展开 就 得 到 有 一 x*,x“， 一 x6,x83,… 各 项 的 多 项 式 .然后 用 那 时 的 知识 已 经 


5 
知道 -za 的 下 方 图 形 面积 是 - 于 ,z4 的 下 方 图 形 面积 是 号 ,等 等 . 牛顿 构造 了 


_ 个 系数 表 ,横向 按 守 次 排列 ,纵向 按 n=1,2,… 排 列 , 表 内 的 值 是 (1 xz?)” 下 
方 图 形 面积 展开 式 中 各 个 震 次 的 系数 . 此 表 是 一 个 巴 斯 卡 方 阵 , 他 再 插入 对 应 于 


= bi = lp HT i rt 
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) 一 的 各 寡 项 的 系数 ,现今 称 之 为 牛顿 二 项 式 定理 这 样 牛顿 就 能 用 这 张 表 求 


出 当时 所 若 的 代数 曲线 下 的 面积 . 这 张 表 把 微分 和 积分 概念 连结 起 来 了 . 

牛顿 仔细 运用 他 的 运算 所 遵循 的 模式 ,把 曲线 看 作 运 动 着 的 点 的 轨迹 ,想象 
用 一 条 运动 的 直线 扫 过 一 个 区 域 ,来 计算 此 曲线 下 的 面积 ,这 就 是 牛顿 用 运动 的 
概念 来 叙述 他 的 发 现 . 

1665 年 5 月 20 日 ,在 牛顿 手写 的 -- 页 文件 中 开始 有 “ 流 数 术 ”的 记载 . 微 积 
分 的 诞生 ,不 妨 以 这 一 天 为 标志 .他 称 连 续 变 量 为 “流动 量 ,流动 量 的 导数 为 “ 流 
动 率 ”. r+ 表示 流动 量 z 的 流动 率 . 我 们 举 下 面 的 例 说 明 牛 顿 的 流动 率 的 求法 . 

设 给 定 函 数 y 一 x =0, 时 间 的 刹那 用 0 表示 ( 即 dt),x,y 的 刹那 ,用 之 0 和 


v0 表示 | 妈 dr= 和 -dt,dy= 凶 dt] 以 十 0 及 y+ v0 替代 工 ,y, 代 和 人 方程 


得 
y+ 0- (rz +2ri0+ 2°0°) = 0. 
因 y 一 x =0, 故 有 
y0 — 2zi0 + £0° = 0. 
全 式 除 以 0, 得 
y—2zi+t 人 0=0. 


略 去 之 <0, 即 得 =2z? 定 . 用 现在 的 记号 就 是 个 = 27. 


牛顿 在 《 流 数 术 》 一 书 中 陈述 了 所 研究 的 基本 问题 是 “已 知 量 的 关系 ,要 算出 
它们 的 流 数 ;以 及 反 过 来 ." 正 是 这 一 点 ,使 牛顿 超过 所 有 的 微 积 分 先驱 者 .牛顿 
完整 地 提出 微分 和 积分 是 -对 逆 运 算 , 并 且 指 出 了 换算 的 公式 ,这 公式 现在 称 为 
牛顿 一 菜 布 尼 蒋 公式 ,或 微 积分 学 基本 定理 ， 

牛顿 关于 微 积分 的 著作 大 多 写 于 1665 一 1676 年 间 ,但 这 些 著 作 发 表 很 迟 ， 
流 数 术 到 1687 年 才 在 《自然 哲学 之 数学 原理 》 中 以 几何 形式 发 表 出 来 《 流 数 术 》 
本 身 直 到 他 去 世 后 9 年 (1736) 才 公开 发 表 . 

莱 布 尼 茨 年 青 时 在 某 比 锡 大 学 学 习 法 律 , 后 来 投身 外 交界 ,在 巴黎 ,伦敦 结 
识 了 法 国 和 英国 的 数学 家 . 他 的 数学 研究 完全 是 在 公 余 进行 的 . 他 和 牛顿 曾 就 微 
积分 进行 多 次 通信 ,但 菜 布 尼 蒋 完全 是 独立 创立 微 积分 理论 的 . 牛顿 从 力学 导致 
流 数 术 ,而 莱 布 尼 芯 则 从 几何 学 上 考察 切线 问题 而 得 出 微分 法 .他 的 第 一 篇 论文 
刊登 于 1684 年 的 (教师 期 刊 ) 上 ,这 比 牛顿 公开 发 表 早 三 年 . 这 篇 文章 给 一 阶 微 
分 以 明确 的 定义 .他 说 模 坐 标 x 的 微分 dz 是 个 任意 量 , 而 纵 坐标 y 的 微分 dy 
则 定义 为 它 与 dz 之 比 等 于 纵 坐 标 与 次 切 距 之 比 的 那个 量 ( 在 前 述 巴 罗 的 微分 
三 角形 的 图 中 ,次 切 距 是 TP , 纵 坐标 是 MP ,它们 之 比 正 是 切线 的 斜率 ) 
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芋 布 尼 世 和 和 牛顿- 一样, 掌握 了 微分 法 和 积分 法 ,并 洞悉 二 者 之 加 的 联系 . 
而 将 他 们 两 人 并 列 为 微 积 分 的 创始 人 是 完全 正确 的 .尽管 牛顿 的 研究 比 莱 布 尼 
茨 早 10 年 ,但 论文 的 发 表 要 上 晚 3 年 .由 于 彼此 都 是 独立 发 现 的 , 兽 经 长 期 争论 谁 
是 最 早 的 发 明 者 并 无 意义 .由 于 莱 布 尼 蒋 的 记号 dz 和 | 较为 便利 ,所 以 现今 的 
微 积 分 似乎 更 接近 莱 布 尼 茨 当年 的 形式 . 

(4) 微 积分 诞生 以 后 , 曾 就 它 的 基础 是 否 稳固 爆发 过 - 场 大 的 争论 . 

1734 年 ,贝克 莱 (Berkeley,1685$ 一 1753 ,爱尔兰 的 主教 ) 出 版 了 一 本 书 : 分 
析 学 家 .或 一 篇 致 不 信和 神 数 学 家 的 论文 ,其 中 审查 -… 下 近代 分 析 学 的 对 象 .原则 
及 论断 是 否 比 宗教 的 神秘 . 教 骨 有 更 清晰 的 陈述 ,或 更 明显 的 推理 》. 书 中 他 哮 笑 
无 穷 小 量 是 “已 死 量 的 幽灵 

确实 ,不管 是 费 马 的 “ 顽 ", 牛 顿 的 “0” ,还 是 莱 布 尼 茨 的 dz ,都 又 是 0, 义 不 是 
0, 呼 之 即 来 , 挥 之 即 去 ,说 它 是 “鬼使神差 ” ,似乎 不 算 过 分 . 因此 贝克 莱 主 教 以 此 
攻击 牛顿 ,荷兰 哲学 家 尼 文 太 (Nieuwentijt， 1654- 一 1718) 也 反对 过 莱 布 尼 奖 的 饥 
阶 微分 和 路 去 无 穷 小 量 . 

当然 ,也 有 很 多 人 企图 弥补 这 -缺陷 .麦克 劳 林 (1698 一 1746) 试 图 从 瞬时 速 
度 的 理解 上 加 以 解释 ,但 成 效 不 大 .泰勒 (1685 一 1731) 曾 用 差分 去 解释 流 数 , 却 
被 说 成 “把 车 子 放 到 了 马 的 前 面 ” 路 子 比 较 对 的 是 达 并 贝尔 (D'Alembert， 
1717 一 1783) , 他 将 微 积 分 的 基础 归结 为 极限 ,并 认为 极限 是 ~ :个 概 量 趋 近 本 
个 固定 量 , 趋 近 的 程度 小 于 任何 给 定 的 量 ” ,不 过 他 并 未 沿 这 条 路 走 到 底 . 

与 此 同时 ,许多 数学 家 在 不 严密 的 基础 上 对 微 积分 创立 了 许多 辉煌 的 成 就 . 
欧 拉 (Euler,1707 一 1783) 以 征 积 分 为 工具 解决 了 大 量 的 天 文 、 物 理 力学 等 问 
题 开创 了 微分 方程 .无 穷 级 数 、. 变 分 学 等 诸多 新 学 科 . 1748 年 的 (无穷 小 分 析 
论 》 是 世界 上 第 -本 完整 的 有 系统 的 分 析 学 . 拉 格 朗 日 (1736 一 1833) . 拉 普 拉 斯 
(Laplace,1749 一 1827) . 勒 让 德 (Legendre,1752 一 1813)、 传 里 叶 ( Fourier,1768 一 - 
1830) 等 许多 大 家 在 分 析 学 方面 都 有 重大 贡献 ,但 在 微 积 分 学 基础 上 却 没有 找到 
合适 的 解决 办 法 .以 致 法 国 启 蒙 哲学 大 师 伏 尔 泰 (Voltaire， 1694 一 1776 ) 把 微 积 
分 称 为 “精确 计算 和 度量 -- 个 其 存在 性 是 无 从 想象 的 东西 的 艺术 ， 

(5) 进入 19 世纪 以 后 ,分 析 学 的 不 严密 性 到 了 非 解决 不 可 的 地 步 . 那 时 还 
没有 变量 .极限 的 严格 定义 .不 知道 什么 是 连续 ,因为 有 解析 式 的 消 数 天 然 地 被 
认为 是 连续 的 .级 数 的 收敛 性 , 定 积 分 的 存在 性 都 是 含糊 不 清 的 . 阿 由 尔 \1802 
1829) 在 1826 年 说 “在 高 等 分 析 中 只 有 很 少 几 个 定理 是 用 逻辑 上 站 得 住 脚 的 形 
趟 证 明 的 . 人 们 到 处 发 现 从 特殊 跳 到 一 般 的 不 可 靠 的 推理 方法 . 

严密 的 分 析 是 从 波 尔 察 诺 (Bolzano, 1781 一 1848) , 阿 贝 尔 和 柯 西 (1789 一 
1857) 等 人 开始 的 .这 和 非 欧 几 何 的 创立 . 群 论 的 发 现 差不多 处 于 同一 时 期 . 1821 
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年 ,法 国 理工 科大 学 教授 柯 西 写 了 《分 析 教 程 ) 一 书 ,其 中 将 极限 定义 为 “ 若 代 表 
某 变量 的 一 串 数值 无 限 地 趋向 于 某 一 数值 ,其 差 可 任意 小 , 则 该 固定 值 称 为 这 -- 
串 数值 的 极限 . "并 由 此 出 发 建立 起 一 个 微 积分 体系 . 柯 西 的 功绩 是 将 分 析 学 葛 
定 在 极限 概念 之 上 ,把 纷乱 的 概念 理 出 了 -- 个 头绪 .但 是 他 的 叙述 仍然 使 用 “无 
限 趋向 "“ 要 多 小 有 多 小 "之 类 的 语言 ,仍然 是 不 严格 的 . 他 的 一 些 重要 思想 , 例 


如 ,导数 是 人 的 极限 , 定 积分 是 和 式 极限 ,连续 的 F(z) 的 活动 上 限 积分 的 导数 


是 F(xzr) 自 身 等 ,尽管 十 分 深刻 ,但 离开 真正 的 严密 化 还 有 一 段 距 离 . 

德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 (181$ 一 1897) 在 当中 学 数学 教师 时 ,将 分 析 做 到 
“算术 化 ”. 他 反对 “变量 无 限 趋向 于 "之 类 的 说 法 ,认为 变量 无 非 是 一 个 字母 ,用 
来 表示 某 区 间 内 的 数 . 这 一 想法 导致 了 变量 z 在 (xo 一 ,xo+6) 取 值 时 , f(z) 
在 (f(zxo) 一 e ,f(zxo)+e) 取 值 这 样 的 表示 方法 .这 样 ,在 他 手 里 ,终于 得 到 了 现 
今 广泛 采用 的 e 一 6 定义 ,完全 摆脱 了 几何 直观 所 市 来 的 含糊 观念. 

最 后 一 块 难 哺 的 骨头 是 实数 理论 . 柯 西 认识 到 “无 理 数 是 有 理 数 迫近 的 极 
限 ”, 但 极限 又 要 用 到 实数 ,这 是 一 个 循环 论证 . 1872 年 梅 羔 ( Meray, 1835— 
1911) 海 涅 (1821 一 1881) 、 康 托 尔 (Cantor,184S 一 1918) 用 现在 称 为 柯 西 收 伍 准 
则 的 想法 将 无 理 数 看 成 柯 西 列 , 戴 德 金 (Dedekind 1831 一 1916) 则 不 依赖 极限 ， 
而 用 有 理 数 的 分 划 定 义 所 有 实数 .这 两 条 路 线 殊途同归 ,都 为 建立 实数 理论 打下 
了 基础 . 戴 德 金 的 想法 更 为 深刻 ,被 人 誉 为 “不 依赖 于 空间 与 时 间 直 观 的 人 类 入 
堪 的 创造 物 ”, 它 最 终 使 无 理 数 摆脱 了 “不 可 公 度 线段 ”之 类 的 几何 直观 . 

分 析 学 在 19 世纪 的 最 后 几 十 年 中 有 许多 理论 上 的 进展 . 海 涅 在 1870 年 提 
由 一 致 连续 性 . 1895 年 博 雷 尔 (1871 一 1956) 运 用 海 涅 的 一 个 性 质 ,将 它 上 升 为 
有 限 覆 盖 定 理 . 1872 年 魏 尔 斯 特 拉 斯 给 出 了 处 处 连续 而 不 可 微 的 函数 例子 . 黎 
昌 (1826 一 1866) 和 达 布 (1842 一 1917) 给 出 了 有 界 函 数 可 积 性 的 定义 和 充 要 条 件 
(1854 和 1885 年 ). 这 些 , 构 成 了 现今 数学 分 析 教 科 书 的 主要 内 容 , 微 积分 严密 
化 的 任务 终于 在 他 们 手中 和 完成 了 了. 

马克 思 曾 经 写 过 一 些 阅 读 微 积分 著作 的 笔记 ,没有 正式 发 表 , 他 从 哲学 的 商 


度 分 析 了 微 积分 学 中 的 矛盾 ,对 无 穷 小 量 既 是 0, 又 不 是 0, 微 分 学 中 站 的 意义 等 


作 了 解剖 .后 人 以 《马克 思 数 学 手稿 ) 将 这 些 笔记 公开 发 表 . 据 研 究 ,马克 思 并 没 
有 看 到 柯 西 等 人 的 著作 ,对 微 积 分 基础 严密 化 的 数学 进程 并 不 了 解 . 

(6) 牛顿 和 莱 布 尼 芯 大 约 与 清朝 的 康 巾 皇 帝 处 于 同一 时 期 . 康 早 虽 育 欢 西 
方 数学 ,向 传教 士 学 过 欧 氏 几何 ,三 角 测 量 等 ,但 从 未 接触 过 微 积分 ,那些 传教 士 
耿 怕 也 不 懂 . 第 一 部 徽 积 分 著作 的 中 译本 退 至 1859 年 ,这 就 是 李 善 兰 (1811 一 
18827 和 伟 烈 亚 力 (Alexande Wyle， 1815 一 1887) 合 译 的 《代数 积 拾级 / , 原 书 为 美 
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国 罗 密 士 (Eliao Loomis) 所 写 的 《$Analytical Geometry and Calculs》 ,译名 中 的 “ 代 ” 
指 代 数 几 何 ,即今 之 解析 几何 . 序 中 说 " 康 巾 时 ,西国 来 本 之 ( 即 莱 布 尼 深 )、 东 端 
( 即 牛 顿 ) 二 家 又 创 微分 积分 二 术 .…… 其 理 大 要 . 凡 线 面体 销 设 由 小 到 大 ,一 刹 
那 中 所 增 之 积 即 微分 也 ,其 全 积 即 积分 也 .” 此 书 于 1859 年 5 月 10 日 由 上 海 墨 
海 书馆 印行 . 那 时 上 海 还 没有 发 电厂 ,是 用 牛市 动 印刷 机 印 成 的 ， 

微分 ,积分 等 名 词 由 李 善 兰 首 译 , 十 分 恰当 ,这 些 译 法 传 至 东 邻 日 本 ,以 至 中 
日 的 微 积分 名 词 多 所 相同 . 李 善 兰 是 京师 同文 馆 的 首 任 算 学 总 教习 ,是 晚 清 我 国 
最 杰出 的 数学 家 . 

我 国 普 及 西 算 , 约 在 辛 交 革命 前 后 . 五 四 运动 之 后 ,全 国 各 地 纷纷 创办 数学 
系 , 微 积 分 才 作 为 大 学 课程 普遍 开设 .中 国 现代 数学 的 研究 起 步 很 晚 ,落后 于 西 
方 两 百 余年 ,但 是 从 20 世纪 20 年 代 起 ,研究 水 平 提高 很 快 .我 国 第 一 个 数学 博 
十 胡 明 复 (1891 一 1927) ,以 《线性 微 积分 方程 ) 的 论文 ,1917 年 在 哈佛 大 学 通过 
博 十 论文 答 辨 . 又 如 陈 建 功 (1893 一 1970) 在 《东京 帝国 学 士 院 进展 》(Proc. Imp. 
Acad. Tokyo. 1928) 上 发 表 论 文 4 关 于 具有 绝对 收敛 传 里 叶 级 数 的 函数 类 /其 结 
果 与 英国 大 数学 家 哈代 (Hardy) , 李 德 伍德 (Littewood) 的 结果 相同 ,是 为 国际 水 
平 的 分 析 学 研究 之 始 . 熊 庆 来 (1893 一 1969) 在 亚 纯 函 数论 的 研究 上 有 杰出 成 就 ， 
被 欧洲 数学 家 誉 为 能 氏 无 穷 级 理论 .解放 以 后 , 微 积 分 更 加 普及 ,研究 水 平 也 不 
上 断 提 高 .在 若干 项 目 上 ,已 居 领 先 地 位 .当然 ,在 整体 上 ,我们 与 国际 先进 水 平 还 
有 很 大 差距 ,有待 进 一 步 努 力 . 

(7) 20 世纪 的 分 析 学 仍 在 大 步 前 进 .20 世纪 初 年 勒 贝 格 (Lebesgne,1875 一 
1941) 开 创 了 可 列 可 加 测度 的 积分 论 , 即 实 变 函数 论 ,也 称 实 分 析 . 在 此 基础 上 的 
概率 论 和 随机 过 程 论 被 称 为 现代 分 析 . 复 变 函 数论 继续 向 纵深 发 展 ,形成 复 分 
析 . 以 函数 空间 为 背景 的 泛 函 和 算 子 理论 ,开始 了 泛 函 分 析 的 历程 .三 角 级 数论 
发 展 成 羽毛 丰盛 的 各 种 各 样 的 傅 里 叶 分 析 .20 世纪 分 析 学 的 另 一 特征 是 处 理 融 
维 空间 中 曲线 曲面 ,多 变量 函数 的 整体 性 质 . 这 需 用 拓扑 学 知识 及 代数 工具 , 形 
成 流 形 上 的 分 析 . 它 使 微分 几何 学 . 偏 微分 方程 .多 复 变 函数 论 等 学 科 相 结 从 , 形 
成 当代 数学 中 的 主流 方向 . 与 此 同时 ,研究 多 元 函数 的 反 函 数 ,多 元 积分 的 外 微 
分 形式 ,逐渐 成 为 分 析 学 的 基础 知 认 . 

20 世纪 的 分 析 学 基本 上 解决 了 线性 空间 上 的 线性 算 子 (线性 微分 方程 ) 的 
课题 ,日 前 非 线性 分 析 已 成 为 最 活跃 的 数学 分 支 之 一 . 微 积 分 的 基础 虽 已 严密 
化 ,但 无 穷 小 量 却 不 再 是 一 个 量 , 而 是 一 种 变化 过 程 .为 了 使 无 穷 小 和 无 穷 大 作 
为 一 个 量 重 返 数 坛 , 罗 宾 撑 (Robinson 1918 一 1974) 在 1960 年 将 实数 系 R 扩 欧 
为 超 实数 系 R* ,无 穷 小 量 作 为 R 中 的 数 ,使 极限 过 程 的 表示 显得 更 为 简单 ,这 
称 为 非 标 准 分 析 ， 

泡 函 分 析 的 产生 使 分 析 学 路 上 新 的 高 度 .和 希 尔 伯 特 空间 ， 巴 拿 赤 空间， 广义 
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函数 论 已 成 为 数学 家 和 物理 学 家 的 常识 .无 限 维 空间 上 的 微 积 分 学 尚未 诞生 ,这 
也 许 是 21 世纪 的 任务 .此 外 ,积分 论 仍 在 发 展 , 黎 曼 积分 的 推广 仍 不 能 说 已 经 完 
成 了 . 

微 积分 从 20 世纪 初 开始 进入 中 学 . 它 作为 人 类 文化 的 宝贵 财富 ,正在 武装 
一 代 又 一 代 的 新 人 , 终 将 成 为 世人 皆 知 的 常识 . 它 那 闪耀 着 智慧 光芒 的 深刻 思 
想 ，- 定 会 哺育 人 类 走向 更 高 的 历史 阶段 . 


. se re ph de ri 


附录 中 实数 理论 


在 中 学 数学 中 ,我 们 已 经 知道 实数 包括 有 理 数 和 无 理 数 .从 历史 上 看 ,人 们 
先 认识 有 理 数 .不 过 在 公元 前 古 希 腊 时 期 就 已 发 现 不 可 公 度 线段 ,指出 “无 理 数 ， 
的 存在 .但 有 关 实 数 的 理论 却 直 到 十 九 世 纪 末 ,为 黄 定 微 积 分 基础 的 需要 才 完 整 
地 建立 起 来 . 


一 ”建立 实数 的 原则 


有 理 数 全 体 组 成 的 集合 Q, 构 成 一 个 阿 基 米 德 有 序 域 , 我 们 希望 上 月 理 数 扩充 
到 实数 之 后 ,全体 实数 的 集合 也 构成 阿 基 米 德 有 友 域 . 

所 谓 集合 下 构成 一 个 阿 基 米 德 有 序 域 ,是 说 它 满足 以 下 三 个 条 件 : 

1. 下 是 域 在 下 中 定义 了 加 法 “+ ”与 乘法 “…” 两 个 运算 ,使 得 对 于 下 中 任 
意 元 素 a ,b,c 成 立 : 

加 法 的 结合 律 :(a + 5b)+c=a+t+(6b+c); 

加 法 的 交换 律 :e 十 0= 已 十 Qi 

乘法 的 结合 律 :(a 6)c=a (003c); 

乘法 的 交换 律 :a 三 已 "ai; 

乘法 关于 加 法 的 分 配 律 :e (+c)=a pa"c. 

在 下 中 存在 零 元 素 和 反 元 素 :在 中 存在 一 个 元 素 “0” ,使 得 对 下 中 任 一 
元 素 a ,有 a +0=a, 则 称 “0 "为 零 元 素 ; 对 每 一 个 元 素 aE 下 ,有 一 个 元 素 ( 一 a) 
EF, 使 得 a +( 一 a)=0, 则 称 一 a 为 a 的 反 元 素 . 

在 下 中 存在 单位 元 素 与 逆 元 素 :在 下 中 存在 一 个 元 素 e, 使 得 对 下 中 任 一 
元 素 a ,有 ae =a, 则 称 。 为 单位 元 素 ;对 每 一 个 非 零 元 素 aE€ 下 ,有 一 个 元 宁 
a 1EF 下 ,使 得 a'a !=e, 则 称 a ' 为 a 的 这 元 素 . 

2. 下 是 有 序 域 在 下 中 定义 了 序 关 系 "“< "具有 如 下 (全 序 ) 性 质 : 

传递 性 :对 下 中 的 元 素 a、b\c, 若 a<6%,b<c, 则 a<ce; 

三 歧 性 ;下 中 任意 两 个 元 素 a 与 5 之 间 ,关系 

a<b,a=b,a>b 
三 者 必 居 其 一 ,也 只 居 其 一 (这 里 a >5 ,就 是 5<a). 


DD 关系 式 <c< 8 称谓 c 小 于 5b, 或 5 大 于 4a. 
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当 序 与 加 法 、 率 法 运算 缮 合 起 来 进行 时 , 则 有 如 下 性 质 . 

加 法 保 序 性 ; 独 a<5, 则 对 任何 cEF, 有 a+c<bt+e; 

乘法 保 序 性 :车 a<65 及 c>04, 则 ac< tc. 

3. 下 中 元 素 满足 阿 基 米 德 性 ”对 下 中 任意 两 个 正 元 素 4,b, 必 存在 自然 数 
n ,使 得 na >6b%. 

有 理 数 系 Q 满足 上 述 所 有 条 件 ,所 以 它 是 一 个 阿 基 米 德 有 序 域 . 我们 现在 
的 目标 是 :利用 有 理 数 作 材 料 , 构 造 出 一 个 新 的 有 序 域 , 它 不 仅 具 有 阿 基 米 德 性 ， 
而 且 能 使 确 界 原理 得 以 成 立 ,并 把 有 理 数 作为 它 的 一 部 分 .特别 当 有 理 数 作为 新 
数 进行 运算 时 , 仍 保 持 其 原来 的 运算 规律 ,我 们 称 这 种 新 数 为 实数 .用 有 理 数 构 
造 新 数 的 方法 很 多 ,如 戴 德 金 的 分 划 说 , 康 托 尔 的 基本 列 说 ,区 间 套 说 等 等 .本 附 
录 将 向 大 家 详细 介绍 戴 德 金 分 划 说 ， 

二 分 析 

我 们 称 能 使 确 界 原 理 得 以 成 立 的 有 序 域 为 具有 完备 性 的 有 序 域 .读者 已 知 
有 理 数 域 Q 不 是 完备 的 有 序 域 ,现在 要 把 它 扩 充 成 一 个 具有 完备 性 的 有 订 域 
R. 

不 妨 先 假定 这 种 R 是 存在 的 ,然后 看 它 应 具有 什么 特性 ,尤其 是 新 数 与 旧 
数 ( 有 理 数 ) 之 间 的 关系 如 何 ? 

先 介绍 两 个 引 理 (证 明 可 以 暂时 不 看 ). 

引 理 1 一 个 有 序 域 如 果 具 有 完备 性 , 则 必 具 有 阿 基 米 德 性 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 ,8 为 域 中 正 元 素 ,倘若 序列 | ac} 中 没有 一 项 大 于 B8, 则 
序列 有 上 界 (8 就 是 一 个 ). 因 而 由 完备 性 假设 ,存在 {na1 的 上 确 界 人 ,对 一 切 自 
然 数 n 有 4 宇 na， 同时 存在 某 个 自然 数 no, 使 noa4 一 a. 从 而 有 

(no + 2)a A< (not+ 1)a 
或 a 之 0, 这 与 假设 >0 矛盾 .所 以 完备 的 有 序 域 必 具 有 阿 基 米 德 性 . 吕 

引 理 2 ”一 个 有 序 域 ,如 果 具 有 阿 基 米 德 性 , 则 它 的 有 理 元 素 @ 必 在 该 域 中 

稠密 . 即 对 有 序 域 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 a、B, 在 a 与 8 之 间 必 存在 一 个 有 理 元 


素 ( 从 而 存在 无 穷 多 个 有 理 元 素 ). 
证 ” 设 w,8 为 有 序 域 中 两 个 不 同 的 元 素 , 且 a< 8p. 由 阿 基 米 德 性 ,存在 正 


若 元 素 c 满足 关系 式 c >0, 则 称 c 为 正 元 素 . 若 满足 关系 式 c<0, 则 称 c 为 负 元 素 . 
n( 自 然 数 ) 个 元 素 a 相 加 , 记 作 ma(=a+ae+… 十 G@) 
一 一 一 一 


关系 式 a 志 5 表示 元 素 a ,8 之 间 有 关系 式 a<b 或 a=6. 
任 一 阿 基 米 德 有 序 域 都 有 一 个 与 有 理 数 域 同 构 的 子 域 ,其 元 素 称 为 有 理 元 素 . 为 此 ， 今后 为 叙述 
方便 ,将 对 “有 理 元 素 ” 与 “有 理 数 ”两 种 说 法 看 作 有 相同 会 义 而 不 加 以 区 别 .如 有 理 元 素 d 也 说 有 理 数 d. 
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i 一 


整数 N 使 得 N(8 一 a) >1 或 访 <B-a. 和, 已 年 一 个 有 理 数 ,再 任 取 一 个 


有 理 数 yo< ua ,在 等 差 序 列 | yo + nd | 中 ,出 阿 基 米 德 性 总 有 菜 项 大 于 a , 设 在 该 
序列 中 第 一 个 大 于 a 的 项 为 yo + nod， 则 该 数 就 是 所 求 的 有 理 数 , 即 a 过 yo 十 
nod <<B. 因 为 由 no 的 选择 有 Yo+ (no 一 1)d 二 a, 倘 着 Yo + nod 之 8, 则 这 两 个 
不 等 式 相 减 将 有 4d 宇 8B 一 a, 这 与 4 的 定义 矛盾 ,从 和 而 得 证 . 
由 这 两 个 引 理 看 到 , 若 存 在 完备 的 有 序 域 RR, 则 有 理 数 必 在 其 中 稠密 . 
接 下 来 分 析 ,R 中 新 数 ( 非 有 理 数 ) 与 旧 数 (有 理 数 ) 之 间 的 关系 . 设 aER, 但 


gEQ. 那 么 任 一 YEQ, 或 者 7Y<a, 或 者 7>a, 二 者 必 居 其 一 . 令 
A=17YEQI7Y<al,A’={7YEQIY>al. (1) 
这 时 A 与 A 满足 下 述 三 个 条 件 : 
1” A 和 A' 篆 不 空 ; 
2” AUA =Q:; 
3” 基 aE€A,a EEA, 则 a<a (从 而 A[1A =). 
-- 般 地 我 们 引入 下 面 的 定义 : 
定义 1 若 A,4* 是 满足 上 述 三 个 条 件 的 有 理 数 集 Q 的 子 集 , 则 称 序 对 (A， 
A ) 为 Q 的 一 个 分 划 , 并 分 别称 A 和 A 为 该 分 划 的 下 类 和 上 类 . 
例如 ,对 任 一 YEQ, 令 
A=Ir€EQlzxr<7Yi,A =Q\A-= zcEQlz 二 zu 
则 (A ,A 人 显然 是 一 个 分 划 ( 我 们 称 它 为 第 一 种 分 划 ) 在 令 
A=fzeEQlzr 委 yjA4 =QNA4=jzEQ@lz>yih 
这 里 (A, A’) 显然 也 是 一 个 分 划 ( 我 们 称 它 为 第 二 种 分 划 ). 这 两 个 分 划 的 特 后 
是 .第 一 种 分 划 的 上 类 有 最 小 数 , 第 二 种 分 划 的 下 类 有 最 大 数 .此 外 还 有 第 三 种 
分 划 , 它 的 上 类 无 最 小 数 , 下 类 无 最 大 数 吕 .例如 : 
A’={:xE€QIlIr>0,8xr’ >21, 
A=QONA4A = irzEQlz 和 0 或 (x >0,8 x’ < 2)1. 
这 也 是 一 个 分 划 , 而 且 在 这 个 分 划 里 ,A PE A 中 无 最 小 数 . 这 是 因为 ， 


当 交 >1 且 z<2 时 ,对 任何 满足 0<j 
(zr +h) = x +2rh+h < rr’ 人 +2—x = 2. 


2 _ 
可 见 A 中 无 最 大 数 .类 似 地 , 设 x >0 且 zx? >2, 则 到 一 


2r 
有 ,有 


由 由 有 理 数 本 身 的 称 密 性 ,不 可 能 存在 上 类 有 最 小 数 ,同时 下 类 有 最 大 数 的 分 划 . 


rr rh PE mie ee eh pr 一 rr nt 
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(zr—~-h)y= x-xzh+h > rr- 2h >2. 

可 见 4 中 无 最 小 数 . 

第 三 种 分 划 的 存在 说 明 有 理 数 集 尽 管 秽 密 ,但 仍 有 空 际 . 容易 看 出 ,填补 上 
例 中 空隙 的 正 是 无 理 数 V2. 

现在 回头 来 看 上 面 由 新 数 a 所 产生 的 分 划 (1), 究 竟 属 于 哪 一 种 .很 清楚 ， 
如 果 A 有 最 大 数 或 A 有 最 小 数 , 则 该 最 大 数 或 最 小 数 与 a 之 间 将 不 存在 任何 
有 理 数 , 从 而 与 引 理 2 矛盾 ,所 以 由 a 所 产生 的 分 划 (A ,A ) 必 为 第 三 种 分 刘 . 
反之 , 设 (A ,A ) 是 QQ 的 任 一 第 三 种 分 划 , 它 是 否 必 由 菜 一 新 数 a 产生 呢 7 首先 
A 与 A 之 间 必 至 少 有 一 新 数 存 在 ,否则 A 作为 R 的 有 上 界 的 子 集 将 没有 上 确 
界 ( 最 小 上 界 ) ,这 与 R 的 完备 性 相 了 矛盾 . 其次, A 与 A' 之 间 也 只 能 有 一 个 新 数 ， 
倘若 有 两 个 新 数 , 则 在 这 两 个 数 之 间 又 将 不 存在 任何 有 理 数 ,这 又 与 引 理 2 相 巴 
盾 . 设 这 唯一 的 新 数 为 a , 则 分 划 (A,A') 只 能 由 a 所 产生 而 且 也 是 反 过 来 确定 
a 的 . 这样 就 获得 如 下 重要 结果 :如 果 Q 能 扩充 成 完备 的 有 序 域 及 , 则 R 中 的 新 
数 与 Q 中 的 第 三 种 分 划 必 一 一 对 应 . 

这 样 一 来 ,只 要 知道 Q 的 所 有 第 三 种 分 划 , 就 可 以 知道 R 上 的 序 ,这 契 因 为 
不 仅 新 数 与 旧 数 可 比较 大 小 ,新 数 与 新 数 也 可 以 比较 大 小 . 一旦 知道 了 尺 上 的 
序 ,就 可 进而 从 Q 内 已 知 的 四 则 运算 推 知 R 上 的 四 则 运算 .这 是 因为 在 有 厅 域 
上 序 与 加 法 .乘法 运算 是 协调 的 .此 外 ,也 不 难看 到 : 若 存 在 Q 的 完备 扩充 的 语 ， 
则 这 种 扩充 基本 上 ( 即 在 序 同 构 意 义 下 ) 是 唯一 的 .所 有 这 些 虽然 我 们 不 打算 作 
深入 的 讨论 ,但 必须 认识 到 有 上 述 事实 , 才 有 助 于 对 以 下 内 容 的 理解 . 


三 ”分 划 全 体 所 成 的 有 序 集 


现在 不 再 假设 R 的 存在 ,而 是 要 把 它 真 正 地 构造 出 来 .我 们 设想 ,对 每 一 个 
可 能 的 Q 的 第 三 种 分 划 ,都 定义 一 个 新 数 来 填补 空隙 . 由 于 这 种 分 划 与 新 数 征 
一 对 应 的 ,因此 ,不 妨 干脆 就 把 分 划 本 身 用 来 充当 新 数 ,这 是 允许 的 .因为 归根 
到 底数 学 对 象 本 身 究 竟 是 什么 并 不 重要 ,重要 的 是 它们 之 间 的 关系 和 运 民 .而 且 
为 统一 起 见 ,我 们 也 用 分 划 形 式 来 表示 相应 的 旧 数 (正如 把 整数 扩充 到 有 理 数 
时 ,也 可 用 假 分 数 来 表示 整数 那样 ). 于 是 我 们 就 把 注意 力 转 到 Q 的 分 划 的 全 体 
上 去 . 

定义 2 Q 的 分 划 的 全 体 称 为 分 划 集 ,以 R 表示 ,其 中 第 一 种 分 划 和 第 二 种 
分 划 看 作 是 同一 种 分 划 , 即 由 同一 个 > 产生 的 第 一 种 分 划 和 第 二 种 分 划 不 加 区 
别 地 看 作 同 一 分 划 , 称 为 有 端 分 划 人 了 ,并 用 r* 记 这 个 分 划 . 第 三 种 分 划 称 为 无 端 
分 划 . 今后 凡 分 划 不 论 有 端 还 是 无 端 都 用 小 写 希腊 字母 来 表示 ,如 a=(A,A )， 


@ 这里“ 端 "是 指 上 类 的 最 小 数 或 下 类 的 最 大 数 . 
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p8=(B,B ) 等 (小 写 拉 丁字 母 则 用 来 表示 有 理 数 ). 

由 于 任 一 分 划 均 由 它 的 上 、 下 两 类 中 的 任何 一 类 完全 确定 ,因此 ,给 定 了 分 
划 的 一 个 类 ,也 就 完全 确定 了 该 分 划 . Q 的 怎样 的 子 集 才能 成 为 一 个 分 划 的 类 
呢 ? 对 此 有 如 下 命题 : 

定理 1( 类 的 标志 ) @ 的 非 空 子 集 M 能 成 为 一 个 分 划 的 上 (下 ) 类 的 充 要 

1” AM 天 Qi 

2” 若 zEM, 且 >y>zCy<z), 则 >yE RM. 

证 ”只 须 证 充分 性 . 设 M 满足 条 件 , 则 M 与 Q\ M 不 空 . 令 4A=M,A4A = 
Q\ M, 则 (A ,47) 满 足 分 划 的 前 两 个 条 件 . 设 zEA4A,ycEA4 ,由 A 的 定义 不 可 
能 有 >y= z. 再 由 2" 它 也 不 可 能 有 v<z, 因 而 必 有 y> 工 , 即 分 划 的 第 三 个 条 件 也 
满足 . D 

推论 。 不论 是 上 类 还 是 下 类 ,车 a ,6b 属于 它 , 则 a,6b 之 间 的 有 理 数 都 属于 
它 . 

定义 3 设 a=(A,A'),8=(B,B ) 为 任意 两 个 分 划 , 我 们 说 :在 A、B 巨 
端 (通过 调整 总 可 以 办 到 ) 的 情形 下 ,车 ACB, 则 有 a<B; 若 A=B, 则 有 a= 
B; 夺 A 汪 B, 则 有 a>pB. 

定理 2 定义 3 中 的 关系 “< "是 全 序 的 , 即 满足 下 述 条 件 : 

1” 若 a<B,B<Y, 则 a<7Y( 传 递 性 )， 

2° ac<pb,a=p,a>8 三 者 必 居 其 一 , 且 仅 居 其 一 (三 攻 性 ) 

证 1 是 显然 的 .现在 证 明 2*( 三 歧 性 ). 如果 A 径 B, 且 ACB, 则 必 存 在 东 
个 a€h, 同 时 a€B’. 由 后 一 关系 及 分 划 定 义 ,对 任何 bE€B 都 有 a>8. 再 由 是 
理 1 得 BCA. J 

注意 ”如 果 不 限制 下 类 无 端 , 则 对 同一 个 有 端 分 划 将 出 现 第 一 种 分 划 < 第 
二 种 分 划 的 不 合理 现象 . 

读者 容易 证 明 如 下 命题 : 

定理 3 1° 设 a=(A,A’), 对 任何 a€A,a 对 应 的 分 划 记 为 a , 则 有 a 
之 a ,对 任何 5EA ,有 65* 之 a. 反 之 ,由 a <a 有 aEhA, 由 56*>a 有 4bEA. 

2” 对 任意 a,B, 当 a<p 时 ,存在 rEQ, 使 得 a 雪 r<8( 这 说 明 有 上 端 分 划 在 
R 中 稠密 ). 

定理 4( 戴 德 金 定理 ,或 称 实数 的 连续 性 定理 ) 设 人 与 4 为 及 的 子 集 , 瑟 
满足 如 下 条 件 ， 

1” 4 与 4 均 不 空 ; 

2” 4UA4 =R; 

3"” 车 acE4,acE4 , 则 ac<a . 
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( 称 序 对 (A ,A ) 为 R 的 一 个 分 划 ), 则 或 者 A 有 最 大 元 ,或 者 A 有 最 小 元 . 

证 令 A=irEQ|r"*E4h1,A =1rEQIr*EA4' 1, 则 a=(A,A') 为 0 
的 一 个 分 划 . 设 B<a, 由 定理 3 的 2 ,存在 rEQ 使 p<r*<a. 由 rr*< 之 a 及 定 
理 3 的 1 有 rEA. 又 由 Bp<r* ,根据 类 的 标志 4 知道 8E A .同样 由 8>a, 可 得 
BE A .但 a 本身 作为 Q 的 一 个 分 划 , 也 是 RR 的 元 素 , 故 不 属于 A , 必 属 于 A.. 
若 aEA, 则 a 为 A 的 最 大 元 ,否则 为 A 的 最 小 元 . 0 

因为 以 后 将 把 R 看 作 是 实数 集 , 所 以 本 定理 是 说 ;实数 集 无 空 际 , 或 更 通俗 
地 说 :如 果 将 实数 集 看 作 一 条 直线 ,并 用 一 把 没有 厚度 的 理想 的 刀 来 砍 它 ,那么 
不 论 丰 在 哪里 ,总 要 碰 着 直线 上 的 一 点 . 戴 德 金 称 实数 的 这 个 性 质 为 连续 性 ,但 
有 的 书 也 称 它 为 实数 的 连通 性 . 

定理 5( 实 数 的 完备 性 定理 ) 设 M 为 R 中 有 上 和 界 的 子 集 , 则 M 在 R 中 有 
上 确 界 . 即 M 在 R 中 全 体 上 界 所 组 成 的 集合 有 最 小 元 . 

证 令 M 在 R 中 全 体 上 界 组 成 的 集合 为 A', 令 A=R\A . 则 (A,A ) 为 
R 的 一 个 分 划 . 由 戴 德 金 定理 ,或 者 A 有 最 大 元 ,或 者 A 有 最 小 元 .因为 A 中 任 
一 元 素 a 都 不 是 M 的 上 界 , 故 存在 M 中 某 一 元 素 m ,使 a<m. 由 定理 3 的 2， 
存在 al 使 4<ai<m, 即 a1€Ah, 于 是 A 无 最 大 元 .因而 A 一 定 有 最 小 元 . 吊 


四 ”R 中 的 加 法 


在 定义 R 中 的 加 法 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 3 ”对 任何 Q 的 分 划 (A,A’) 及 任何 有 理 数 上 >0, 存 在 a€ A,a € 
A ,使 得 a 一 a = 上 . 

证 设 c€EA,c EA’. 由 阿 基 米 德 性 ,在 等 差 序列 c+ nk} 中 必 有 大 于 c 的 
项 , 设 co+ nok 是 该 序列 中 第 一 个 大 于 c 的 项 , 则 c+nokEA ,而 c+(no-1) 
kE A, 故 分 别 取 它们 为 a 与 a 时 ,其 差 正 是 上 . 口 

设 X.Y 为 两 个 数 集 ,我 们 用 X+Y,X.Y 和 -和 X 分别 表示 lz+ylzEX， 
yEY}), {zy| rEX,yE YI 和 | -zx|r€EXI. 

定义 4 设 a=(A,A’),B8=(B,B’ ), 我 们 定义 a+B=(C,C'), 其 中 C= 
A+B, 从 而 C =Q\C. 

这 里 必须 指出 ,定义 4 中 的 (C,C ) 确 是 Q 的 一 个 分 划 , 因 为 C 非 空 ,C 却 
OQ, 设 fiEA,yEB,z<z+y. 这 时 令 1 
ri€EA,yEB 且 z=zxi+yi, 故 C 确 是 这 一 分 划 的 下 类 . 

当然 ,我 们 也 可 以 从 定义 C' = A’+B 人手 .读者 可 以 验证 这 两 个 定义 的 一 


@ 在 定理 1 中 如 果 将 Q@ 改 为 及 ,其 结论 仍然 成 立 . 当然 这 里 只 用 到 它 的 必要 条 件 部 分 ， 
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致 性 , 即 它 们 至 多 相差 一 个 站. 

定理 6 R 中 的 加 法 具有 下 列 性 质 ; 对 任何 a ,fp,YER 

1” a+pB=B+a( 交 换 律 ),(a + B)+Y=a+(B+7Y 儿 结合 律 ). 

2 存在 零 元 0 中 ,对 任何 a€ER 有 a+0 =a. 

3” 对 任何 a€ER, 存 在 反 元 一 a ER, 使 得 a+ (一 a)=0. 

4” 若 a<B, 则 a+Y<B+7Y( 加 法 的 单调 性 ). 

证 1” 显然 . 

2” 以 一 切 负 有 理 数 为 下 类 的 0* 满足 零 元 要 求 . 事实 上 , 设 A 为 a 的 下 类 ， 
则 对 任 一 xzEA 及 y<0 都 有 z+ycz, 故 过 +yEA, 从 而 ec+0 过 au. 另 一 方 
面 . 若 A 无 端 , 则 对 任何 zEA4A, 存 在 zl1>z, 且 xiEA. 从 而 z=zi+(Zz 一 
zl1), 其 中 z-ziK0. 于 是 又 有 af+0 之 a. 这 就 得 到 a+0 =a， 由 于 零 元 的 唯 
一 性 多 ,今后 将 一 直 把 0* 写作 0. 

3” 设 a=(A,A'), 现 在 证 明 ( 一 A’, 一 A) 满 足 要 求 , 易 见 (一 A ,一 A) 是 
一 个 分 划 . 暂 将 它 写作 -a. 由 于 A+(~A’)=A 一 A' 中 的 元 素 恒 为 负 有 理 数 ， 
故 g++( 一 a) 志 0. 另 一 方面 ,由 引 理 3 对 任 给 s >0, 总 存在 4 中 的 数 a 与 A 中 
的 数 a ,使 得 0 之 a -<c<e, 故 有 ac+(-a) 志 0. 从 而 得 cc+(-w)=0. 由 于 凤 元 
的 唯一 性 .今后 将 一 直 把 (一 A', 一 A) 写作 一 a. 

4” 设 a 达 8, 由 定义 ACB. 于 是 有 A+CSCB+C, 所 以 a+ 了 7B+7. 为 
一 方面 ,倘若 a+ Y= B+ 了 7, 则 两 边 各 加 一 7 将 有 w=B8. 这 与 假设 相交 届 , 故 应 有 
at+y<p+7Y. UD 


五 R 中 的 乘法 


在 定义 R 中 乘法 之 前 先 介绍 一 个 与 引 理 3 相 类 似 的 定理 . 
定理 7 对 任何 分 划 a = (A,A')>0 及 任何 有 理 数 >>1, 存 在 a€EA,a € 


A' 使 和 =. 
证 与 引 理 3 的 证 明 相仿 ,只 须 将 那里 的 等 差 序 列 改 用 等 比 序列 |ok"| 就 可 
以 了 . 0 
定义 5 设 a=(A,A”), 则 在 A,A’ 两 类 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 不 包含 0, 也 


就 是 说 该 类 中 元 素 丝 同 号 ,我 们 称 这 个 类 为 分 划 a 的 同 号 类 , 记 作 A. 
由 定义 5 可 见 , 当 a>0 时 ,其 同 号 类 是 上 类 , 当 a<0 时, 则 下 类 为 其 同 号 


这 里 0 表示 耻 中 零 元 ,以 区 别 Q 中 零 元 0, 当 把 RR 中 均 元 等 同 于 Q 中 零 元 后 ,就 统一 用 0 表示 和 零 
元 ,下 -- 段 R 中 单位 元 也 用 同样 的 表示 方式 . 
(2 设 0 和 四: 为 两 个 零 元 ,由 于 0 二 机 +0,=0+ 0 = 和 ,所 以 零 元 是 唯一 的 . 用 同样 的 方法 读者 可 


证 反 元 和 下 一 段 讲 到 的 逆 元 也 具有 唯一 性 . 
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类 ,各 wx=0, 则 不 定 . 

定理 &( 同 与 类 的 标志 ) Q 的 不 空 于 集 M 成 为 某 分 划 的 同 号 类 的 充 要 条 
件 是 : 

1” M 中 只 含 同 号 的 数 ; 

2” 若 zEM, 则 对 任何 正 有 理 数 户 ,z(1+A)EGM. 

这 个 定理 的 证 明 读 者 容易 是 行 推 得 . 

定义 6 设 v 的 同 号 类 为 A,8B 的 同 号 类 为 B, 我 们 定义 a.B 为 {zx*y|xE 
A,yE ,也 就 是 4 .了 为 其 同 号 类 的 分 划 . 

注意 定义 6 中 的 A…B 确实 是 某 个 分 划 的 同 号 类 .因为 由 定理 7( 同 号 类 的 


标志 ) 知 满足 1" 是 显然 的 .又 若 zy € A…B， 则 由 于 (1+4)= (1 zs 
h 
1+) 有 


zy(1+h) = z(1+ 下 y(1+2): 
由 同 号 类 标志 右边 属于 A 'B , 故 左边 亦 属于 它 , 即 2 也 满足 . 
定理 9 R 中 的 乘法 具有 下 列 性 质 , 对 任何 a,B8,7Y€R 
1” a*B= B'a( 交 换 律 ),(a'B)Y=a(B'Y)( 结 合 律 ). 
2" 同 号 相生 得 正 , 蜡 号 相 乘 得 负 出 , 乘 0 得 0. 
3” (e+B)7=ay+ BY( 分 配 律 ). 
4” 存在 单位 元 1, 它 对 任何 a 都 有 a*1 = a. 
5” 对 任何 a 关 0, 存 在 逆 元 a '! 使 a*a =1. 
6” 若 a<8B 且 7Y>0, 则 ay< BY. 
证 1 显然. 
2” 易 见 当 a,B 同 号 时 ,有 a' B00, 当 a,P 异 号 时 , 则 有 a:B0. 现 在 只 
须 证 明 a ,8 均 不 为 0 时 ,a*B 关 0. 事 实 上 ,如 果 wx, 8 天 0, 则 在 0 与 A 之 间 必 存 
在 某 有 理 数 & ,同样 在 0 与 BB 之 间 也 必 存 在 菜 有 理 数 5. 因而 ab 必 在 0 与 A 
B 之 间 , 也 就 是 说 ac .8 天 0. 
3 (i) 先 假定 a,8 同 号 , 且 y 冯 0. 我 们 只 须 证 明 (a + B)Y = ay + BY 两 边 
有 相等 的 同 号 类 即 可 . 由 于 两 个 同 号 分 划 的 和 的 同 号 类 等 于 它们 的 同 号 类 的 和 ， 
因此 有 下 列 一 连 串 的 等 式 : 
(ATBIC= (A+B):C=(A+B):.C=A:C+B:C 
= AC+BC = ACt+ BC. 


QD 同 有 理 数 一 样 , 若 >0, 则 称 a 为 正 元 ;车 a 之 0, 则 称 a 为 负 元 . 


呈 浊 mp phe th 
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这 里 只 有 中 间 那 个 等 式 需 要 说 明 一 下 ,等 式 左边 和 右边 的 一 般 项 分 别 为 
(e+p)c 和 acl+p, 其 中 ao E A,bE€EB,c,c,c, EC. 

显然 前 者 是 后 者 的 特例 .但 由 于 a 与 5 同 号 , aci+epcz 必 然 在 (e+ejcl 与 
(a+6)cs 之 间 , 故 后 者 也 是 前 者 的 特例 .从 而 等 式 成 立 . 

(ii) 对 于 一 般 情况 , 当 a,B,Y 和 a + 8 皆 不 为 0 时 ,可 如 下 证 明 . 设 a,B 不 
是 同 号 . 对 等 式 a +B=(a+P) 作 移 项 得 (a+B)+( 一 a)=B 或 (a+B)+( 一 B) 
= ag. 这 两 个 式 子 中 总 有 一 个 左边 有 两 个 同 号 的 被 加 项 ,不 妨 设 是 其 中 第 一 式 ， 
那么 对 该 式 应 用 (i) 并 利用 关系 (一 a)yY= - ay 中 再 作 一 次 移 项 就 行 了 . 若 ap 中 
有 一 个 为 0, 那 就 更 不 成 问题 了 . 

4” 1* 满足 作为 单位 元 的 要 求 .事实 上 1* 的 同 号 类 为 {1+hlh€EQ 且 h> 
0i . 设 A 为 a 的 同 号 类 ,x 为 A 中 任 一 数 ,h >0, 则 A:1’ 之 一 般 项 为 x(1+ hh). 
又 由 A 为 同 号 类 ,所 以 zx(1+h)EAh, 从 而 A*1* CA. 另 一 方面 ,假设 A 无 端 ， 


则 对 任何 xEA, 存 在 x EA 使 沪 >1, 从 而 z=x 二 ,这 里 zzE1 , 故 又 有 AA 


CA.1* ,这 就 推 得 a'1* = a. 由 于 单位 元 的 唯一 性 ,今后 将 1 写作 上 

5” 设 a 关 0, 且 a 的 同 号 类 为 A .现在 证 明 以 

A1= fy!ly 在 0 与 A 之 间 | 

为 同 号 类 的 分 划 满 足 逆 元 的 要 求 . 首先 易 见 它 是 一 个 分 划 , 暂 把 它 写 作 a .对 
rEA,y 1!€EA 1 有 zy '>1, 故 ga*a -1=1. 又 由 引 理 4 知 存 在 TEA,y 和 
A-1, 使 xy-! 和 1 可 接近 到 事先 指定 的 任何 程度 . 故 aa “1, 从 而 等 式 成 立 . 
我 们 今后 将 a 的 逆 元 写作 a 一. 

6” 设 c<<8p8, 由 加 法 性 质 4" 两 边 各 加 一 a 得 8B-a>~0. 由 于 过 程 可 逆 知 道 : 
a<B 当 且 仅 当 8 一 a >0. 因 分 配 律 对 差 也 成 立 @, 有 (B 一 a)7= PY 一 a7. 骨 由 正 
乘 正 得 正 , 故 By 一 aY >0. 从 而 又 有 ay< opY. 目 


六 R 作为 Q 的 扩充 


通过 对 应 rx” ,Q 与 R 的 子 集 Q* 之 间 建 立 了 一 对 一 的 映射 . 
定理 10 对 于 Q 与 RR 的 子 集 Q" 之 间 的 映射 rr" 具有 如 下 性 质 : 
1” 保 序 性 ” 即 a<b(a==5) 当 目 仅 当 a* <b*(a*=6b"); 
2” 保持 加 法 和 乘法 两 个 运算 , 即 

(a+b)* =a"+b’,(a.b) ”=a 'b. 


四 这 实际 上 是 a+B=0 时 的 特例 , 它 可 由 比较 两 边 同 号 类 而 得 到 . 
© (a-8)Y+By=[(a-B)+ BJ"Y=a*Y, 等 式 两 边 加 (BY) 即 得 (a B)Y=aY BY. 


和 ri， Tehri a 六 Di -和 夫 1 和 玫 王 汪 人 莉 irEPU 生 和 和 pli Ht 
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证 关于 保 序 性 是 显然 的 , 故 只 证 后 一 结论 . 
关于 加 法 ,我们 比较 下 类 .由 于 


(ea+pb) ”的 下 类 = lz|z<a+6bj， 

a “+p8” 的 下 类 = lz+ylz<ay<pi 
因 z<a,y<pb 时 有 z+yCa+p; 故 oa + Ca+p) . 另 一 方面 , 因 任 一 > 
<a+6 但 可 表示 为 == (一 4 和) + [06 一 2 一 |, 故 相反 的 包含 关系 
也 成 立 . | 

关于 乘法 ,比较 它们 的 同 号 类 . 由 于 
(a .0) ”的 同 号 类 = {fab(1+h)l1h>0}. 
a* .8* 的 同 号 类 = je 人 (1+s)1s>0 jo(1+t)1t>01. 

因 (1+s)(C1+z)>1, 故 

a* .pb * 的 同 号 类 C(a .5)” 的 同 号 类 . 


另 一 方面 , 因 (1+h)= (1+ 9) 人 (1 十 分 外 故 相反 的 包含 关系 也 成 立 ， 0 


这 个 定理 说 明 ,在 这 个 映射 下 Q@ 与 Q* 具 有 同 构 关 系 , 从 而 可 以 把 它们 等 同 
起 来 ,把 及 看 作 是 Q 的 扩充 ,把 无 端 分 划 称 为 无 理 数 , 称 R 为 实数 集 . 

最 后 一 项 工作 是 必须 指出 R 中 运算 的 唯一 性 ， 

定理 11 在 R 中 的 加 、 乘 、 求 反 元 、 求 逆 元 等 运算 是 唯一 的 , 即 从 等 价 的 分 
划 出 发 ,得 到 的 结论 也 是 等 价 的 , 且 只 能 在 有 端 分 划 的 情形 下 出 现形 式 上 的 差 
异 . 

证 ” 仅 就 乘法 来 证 明 . 设 和 A,B 分别 为 a,8 的 同 号 类 .为 简便 起 见 设 A 有 端 
为 a,B 无 端 .我 们 证 明 及 "=A'B( 这 里 A* 表 示 去 掉 端 的 AA). 由 于 A*B=a: 
请 UA'B, 所 以 只 需 指出 a.'BCA'B 即 可 .事实 上 ,对 任 一 5€B, 由 于 B 无 端 ， 
故 当 上 h 充分 小 时 ,了 EB. 又 因 a'6b=a(l+ 有 ) 半 二 ,而 a(1+h)EA', 可 见 
2.bEA'B. 因 此 ,只 有 有 ,B 箔 无 端 时 ,AB 才 会 比 A"…B' 多 出 一 个 a'b. 昌 

由 于 每 一 分 划 都 是 由 它 的 下 类 或 上 类 来 确定 的 ,因此 ,完全 可 由 全 体 分 划 的 
下 类 (或 上 类 ) 所 组 成 集合 R 来 代替 原来 的 分 划 集 . 不仅 如 此 , 当 用 下 类 (或 上 
类 ) 来 定义 实数 时 ,也 可 以 硬性 规定 统一 的 形式 . 如 规定 下 类 (或 上 类 ) 一 律 无 端 
来 达到 表示 的 唯一 性 .但 不 管 采用 哪 一 种 方式 ,都 可 以 相应 地 定义 序 和 运算 来 达 
到 相同 的 扩充 目的 . 


附录 耻 实数 理论 299 


七 、 实 数 的 无 限 小 数 表示 


为 了 实用 的 目的 ,人 们 需要 给 实数 一 种 方便 的 表示 形式 ,使 它 既 易于 比较 大 
小 ,又 便于 运算 和 估计 以 至 达到 任意 精确 的 程度 ,无 限 小 数 就 是 这 样 的 一 种 表示 
形式 . 

定理 12 对 任 一 实数 YE [0,1) 都 唯一 地 对 应 着 一 个 整数 数列 | c,1 ,其 中 
c, 为 0,1,…,9 中 的 某 一 数 , 且 有 无 限 个 c, <9 使 得 有 理 数 列 {a,} ,a =0.ci… 
cv 名 满足 不 等 式 : 

ay7y<a+1l0-2 =12…， | (2 ) 

反之 , 任 一 满足 上 述 关 于 c。 条 件 的 整数 数列 | c, | , 必 存 在 唯一 实数 YE [0,1)， 
使 不 等 式 (2) 成 立 . 

证 首先 证 明 , 若 实数 YE [0,1), 则 存在 整数 数列 |c, 1 且 满 足 不 等 式 (2). 
为 此 ,将 闭 区 间 [0,1] 十 等 分 , 令 0. ci 为 分 点 :0,0.1,…,0.9( 不 考虑 右 疹 点) 中 
不 超过 y 的 最 大 数 , 于 是 0.c 志 7Y<0.cit+ 1071. 再 对 区 间 [0.ci,0.cl 十 107 1 | 
十 等 分 , 令 0.cicz 为 分 点 :0.c1,0.c11,…,0.c19( 不 考虑 右 端 点 ) 中 不 超过 7 的 
最 大 数 , 于 是 0.cicSy<0.cicz+10-2. 照 此 无 限 进行 下 去 , 它 的 第 ” 步 便 是 
(2) 式 . 

还 要 证 明 在 所 有 c, 中 , 必 有 无 限 多 个 小 于 9. 事实 上 ,假如 当 n >>r 后 均 有 
c, = 二 9, 则 这 时 出 现 

a», = 0.c1*c,90*.9. 


由 于 7Y 之 a, ,将 有 


1 I 9 1 | 1 
一- 人 一 -一 一 1 一 
y -a 2 10 Io! 1 


这 表明 当 nn 充分 大 时 上 式 右边 可 任意 接近 于 10- ,但 由 (2)7 一 a, 应 为 小 于 
10 -的 定数 ,矛盾 ! 

其 次 证 明 y 的 存在 性 . 设 |c,| 满 足 定理 中 关于 c 的 条 件 ,显然 ia, | 为 递增 
数列 . 置 a, +10 "= 5b, , 则 因 
= 0, 当 c, = 9， 


‘1-6b,=10(" (c+1 0" 
DO bn (c ) > 0, 当 CC < 9 


wu 


中 在 本 段 中 只 用 到 实数 域 的 性 质 ( 主 要 是 阿 基 米 德 信 和 区 间 套 定理 ), 而 与 实数 的 具体 定义 方式 无 
关 . 因 此 本 段 可 独立 阅读 . a 
@ 在 此 采取 了 通常 十 进位 小 数 记 法 ,好 0. ci…c = 2 pp 


ne “ee Tb J dr ee i eit Pe He re 


300 附录 实数 理论 


可 知 [a, ,5, ],n =1,2,… 构 成 区 间 套 .又 因 5, 一 4a,=10 ”一 0(n 一 00), 故 由 区 
间 套 定理 存在 唯一 实数 y ,满足 a, 记 7 二 6b, ,n= 二 1,2,…. 但 因 有 无 限 多 个 cy 和 
9, 从 而 15, | 中 无 最 小 项 .因此 对 任何 mn ,Y 关 5b, ,这 样 就 得 到 (2). 

最 后 证 明 对 应 的 唯一 性 . 先 证 明 不 同 实 数 对 应 不 同 的 数列 . 事实 上 , 若 实 数 
y,6 都 对 应 同一 数列 1c,1 , 则 由 (2) 可 得 不 等 式 |y 一 68110 ?对 任何 2 成立 ,从 
而 有 y = $. 再 证 明 不 同 的 数列 为 不 同 的 实数 所 对 应 . 设 7 对 应 于 lc ,6 对 应 于 
2 如 果 当 <r 时 ,c,=w, 但 cr<d:, 则 由 (2) 有 

yY<0.cicr+10-” 友 6 之 0.c1*crid;, 


故 由 c, < qd, 就 得 到 7y<5. 从 而 不 同 的 数列 对 应 的 实数 也 不 同 . 0D 
现在 利用 定理 11 的 结果 给 [0,1) 内 的 任 一 实数 一 种 方便 的 记 法 ， 
7 三 0.clc7…… 
它 不 外 乎 是 定理 11 中 那 一 列 不 等 式 的 缩写 ,有 了 这 个 记 法 ,任何 实数 都 可 写作 
y=co+0.c1c2*, (3) 


其 中 co 为 整数 . (3) 式 称 为 实数 7 的 无 限 小 数 表示 ,而 有 限 小 数 

co+0.c…e 和 co+0.ccn 二 10“ 
分 别称 为 y 的 (n 阶 ) 不 足 近 似 值 和 过 剩 近 似 值 , 它 们 一 起 构成 足以 确定 7 的 区 
间 套 . 


八 无 限 小 数 四 则 运算 的 定义 


我 们 将 应 用 无 限 小 数 递增 有 界 数 列 必 “ 稳 定 ” 于 某 个 小 数 这 一 重要 性 质 来 建 
立 无 限 小 数 的 四 则 运算 .以 下 讨论 的 都 是 非 负 小 数 . 

设 

Ts TI Tn (1) 

是 小 数 数列 , 若 对 所 有 上 = 1,2,…, 有 zp 过 xi+1, 数 列 (1) 称 为 递增 数列 . 若 存 在 
整数 M ,使 对 于 所 有 上 =1,2,…, 有 zp 夺 M, 则 称 数列 (1) 有 上 午 . 

车 数列 的 项 z 都 是 整数 ,并 能 找到 no, 对 于 所 有 n 之 no, 有 zx, = E, 则 称 数 
列 稳定 于 & 容易 看 出 , 若 整数 数列 递增 ,并 且 有 上 界 M ,那么 这 数列 必 稳定 于 
某 一 整数 EM . 

现在 考虑 小 数 数列 


Qi 三 Cl0.ailCI2C13 


站 “如果 。。 从 某 项 起 均 为 0, 可 将 这 些 0 省 略 而 得 到 有 限 小 数 .又 若 < 320 ,还 可 简单 地 写作 7 = co- 


Cir2 
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Q2 = Q20. Q21Q22Q23 (2) 


蜗 闪电 申 玫 由 蜗 遇 娄 量 向 由 


dn 一 Qn Qn Qn2Qn3 


(2) 的 右边 相当 于 一 个 无 限 和 矩阵 . 
定义 7 若 对 任意 =0,1,2,…,(2) 的 第 列 |awx| 稳定 于 次 , 则 称 数列 
《2) 稳 定 于 a = Yo.717273…, 记 作 
qa, Sa, (3) 
其 中 yo 是 整数 ,办 (&=1,2,…) 是 10,1,2,…,91 中 某 个 数字 
定理 13 若 递 增 数列 (2) 有 上 界 M , 则 数列 必 稳 定 于 满足 下 列 不 等 式 的 某 
个 数 Q: 
a, <a<M (n= 1,2,3,…). (4) 
证 ”由 于 和 矩阵 (2) 的 零 列 也 是 递增 的 ,而 且 有 上 界 M ,因此 零 列 的 整数 稳定 
于 某 一 非 负 整数 yo 志 M . 现 用 归纳 法 来 证 明 . 假 若 已 证 明和 矩阵 (2) 中 下 标 不 大 于 
k 的 各 列 分 别 稳定 于 yo. 71,… ,Ys ,和 而且 
yo. YX MM 《7Y1,…,X 是 数学 ). 
现 需 证 明 (2) 的 第 (k++1) 列 必 稳定 于 某 一 数字 y+1, 而 且 有 不 等 式 
70. YL Yeti 和 AM (5) 
事实 上 , 当 ni 充分 大 时 , 且 n>>ni 时 ,a 的 小 数 表 示 可 与 为 
An, = JJ0.7Y1 Vian,ktldn,kt2 < AM . 
因为 a, 是 递增 的 ,所 以 对 上 述 n ,数字 al( 魏 9) 递增 ,于 是 妆 nn 之 n2(n2 死 
分 大 ) 时 ,fa, e+ 十 将 稳定 于 某 一 数 子 Ye +11, 而 且 
yo: Yi Ye 和 an 入 AM (n > n2), 
这 就 证 明了 不 等 式 (5) 和 a, 福 a = yo.71Y2…, 于 是 可 推出 (4) 中 第 二 个 不 等 式 ， 
现 证 对 所 有 n,a, 志 a. 车 结 论 不 成 立 , 则 可 以 找到 日 然 数 n ,使 得 a 过 a,. 
因此 ,对 某 个 有 
qd, = Yo. YE "Yin,ktldn,kt2 ， 
并 且 y ，<o 141， 当 n 无限 增 大 时 ,as 441 递增 ,并 稳 于 数 X11, 由 此 得 到 
y+1<< X41 的 邓 慎 . [ 
给 定 两 个 小 数 x = ao. aiay… ,y= Bo. Bi1B2… ,用 x(" 表 示 xz 的 nn 位 不 是 近 
似 值 , 则 y(n) 十 yt™) 一 a0.al on + Bo. B1'**B,. 
定理 14 在 上 述 记 号 下 ， 
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(x ， 贡 人 
x (y+10") (zz>y>0)， (6) 


vn) (n) 
(5 本 | (y>0) 


都 是 递增 有 界 数 列 , 所 以 分 别 稳定 于 某 个 数 . 
证 ”由 于 
x +y aotl+t+ph+tl; 
(x yt )™) < (aa 十 1)(p0 + 1).; 
x (y+10 "Aao+l; 
(n) (n) 
EC - < (其 中 * 使 得 R > 0)， 
因此 所 有 数列 都 是 有 界 的 ,因为 当 ” 增 大 时 ,x'" 递 增 ,y(” + 10- "递减 , 易 见 
(6) 中 各 数列 是 递增 的 .由 定理 13, 即 有 (6) 中 各 数列 稳定 于 某 个 数 ， 
定义 8 对 任意 两 个 无 限 小 数 x,y, 我 们 定义 x+y,x'y,x 一 y 为 


(x™) , y(n ) -x.y; 


xn) 一 (人 +10”)3x-y (x>y>0); 
(1) (n) 
x 痢 x 
EC yy (y > 0). 
由 此 可 知 : 当 x>y>0 时 , 必 存 在 n, 使 得 x‘”-(y”+107"*)>0. 


本 ET eh 


附录 下 积 分 表 


一 ”含有 x" 的 形式 


1. [zrdr = 三 - + Cun 区 - 1 
2. | 工 一 dz=jinlzl+(C 


二 含有 a+ bx 的 形式 


(La 


|- Edr = (br -alnla+br1)+C 


4. | dr = pi(a E+tinlat+br1)jtC 


CT 1 -ll 0 
5. | 元 十 prjrd pike ~ 2)(a + br)" 


CC 
十 (n 1)(a pi + C,n -二 12 


2 ~ 
|- dr = (2 br) +alnlat br I+C 


Cn 


7. | z dz = 23 br - a — 2aln | + br 1)+C 
(atbr) | 3 a 十 br Li | Ww 


b 
x 1r aa | a” 
9 | 二 和 dz = Pe jtinlatil)tC 


x LT =-l 
| Gy + br) lke -3)(a + br)”™ 
da 22 
Pe 
(n—-2)(a+br)”™ (nl1)(at |+ C, nl ,2,3 


1 -二 
10. | st = a 二 去 上 + 
1 -1L( 1 + 
并 (+ 
1 ，，_ _ 工 ( 工 + 之 工 
12. | 二 dz 1 (1+ ln |) 二 人 


aa 人 人 
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l 1 rr a+26x 26 
EE 
> x (at+ pr id a Lr(a + br) ' a In 


a | |+c 


三 含有 a’ 土 x*,a >0 的 形式 


14. | = zdz 一 1 rctan 之 + 
Qa 二 六 a a 
15. | | dz --| jdx = ln 


TXT —a Ce 一 人 净 2a 


a 
立 十 人 达 


+ 人 CC 


16. | | < 


1 1 [x 
| 十 znd 2a’(n -1)L(at+ xr )"! 


+ (2n 一 3)| {a7 4 zai dz | ,1 天] 


罗 含有 at bxr+cxr’,b’ 尖 4ac 的 形式 


| 1 2 十 
—arctan -一 一 一 一 一 


一 一 一 一 ”dz = 
at+pbr+cz 万 V 4ac — b* 


十 人， b’*<4ac 


"| 2<CZ 二 一 Y DO 一 4cc V 8 一 4ac 
2cr +b+V b’—4ac 


+ 全， b*>4ac 


17. 


1 
六 一 4ac 


| 
lS. | : 十 bx 十 dz 
一 (In a + bx + cx 一 可 一 一 一 一 dz 
2c a + gr 十 cz 
五 含有 vV a + bx 的 形式 


2 /2 
19. | a + brdr = b (2n + 3) 
. x"(a 十 br )32 一 na | ze Vat Bz dz | 


- 上 ln Yet 
Va Vat+bri+va 


arctana/ 2 二 
| 1 jx = -1 Yat 
.| dz = 一 一 

rr" Vatbr a(n—1) " 


+C,a>0 


1 
20，| 一 = 一 d 
| 一 上 = 


+C,a<0 


池 


pA 
. ri td SrA 
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b = | 1 | 
十 dz | ， 1 
< Xx” tvVa+br n 元 
Y CQ 十 br | 1 
rz 4 Var 
VvV a+br 一 (a 十 br )31 
23. | ~“ 一生 dz = 一 一 人 人 | 
XT” al(n 1) i 
+ 2 56 Vater |,n #1 
ys 
— 2(2a — bx) 
-一 一 一 一 Va+ebrti+cC 
24. | 一 7 3 a T 


n—1 
并 _ 2 | nt ri | 并 
25. | Sd tol" 并 一 na 万 
六 含有 VvV x*+ a’,a>>0 的 形式 
26. | Vitaidr = F(zVrita talnl z+y/ rta 1)+C 


27. |z2v Xx: +a’dz =% [zx(2r! ta? +a” 
—a‘in|x+v z+a’|]j+C 


/2 2 
28. | LVritaidr =Vr ta -an ee |+C 
x 
| 二 2 /2 7 _，， LS 
29. 7 —a’dr=vVz a a ， arccos 
Tx X 
30. | 二 rtaidr= Veta tinlztVr +a [+ (CC 
x 
31. | dr = lr+tVr ta I+ 人 C 
x +a” 
2. | FE I Fort te +o 
TX ”+a 
33. | 一 1 ceos < +C 
2 ,2 过 万 
XV a 
34. | . dx = tin| 2+ XT ta 十 已 
ys x1:+a’ 4 + 
1 x’ +a ，r 
35. | 7 5 了 dr 二 十 了 
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| a 

七 ， 含 有 VV a’ -x:,a 0 的 形式 

37. | a — x dr = z(zVe 一 XxX。 十 ararcsin |+ C 

38. |z2v ca 一 过 dz = |r(27 — a’)va’— r+ adarcsin < |+ C 
/f/f ,2 2 

39. | L Va -zidz =Vaz- 达 -anl2-va 一 并 


40. Ly a* -xdr = 二 Va5 x -arcsin 二 + C 
ya 


+C 


41. -dx 一 arcsin > + 人 C 


/2 
42 dz = ln e+ Ye — Ya +c 
.二 


] 
下- /2 72 


2 _ .2 
| 一 二- 一 dz = 二 95 一 人 +C 


2 2 a i 


43. 


CQ 一 元 


44. [ee 一 3(-z a — x + a7arcsin E )+ C 
45. | 7 Rd = tC 

八 含有 sin x 或 cos x 的 形式 

46. |sin rdz =-eosz+C 


47. | cu zzdz 三 Sn 二 已 


48. | smzdz 一 广 (z — sin zcos 7)+C 


49. | eszdz 一 广 (z + sin zcos 7)+C 


SO. |sin"zdz 一 一 | - sinz lxcos x 十 (nn 一 1) |sin" ?zdz | 


一 | cos” lzsin 之 十 ( 一 1) | coos" ?zdz | 


上 


S1. | cos'zdz 


附录 亚 积 分 表 


和 2 . | zsin zdzr = snz— xcoosr+OC 


53. | zcos zdz = cos 过 十 .Sin 十 已 


44 . | zesin Xdr 一 一 Tcos 并 十 zz-icos Xdr 


S$5. | zeeus Zdz = zsinz 一 n | ztsin xdz 


50 


| 


58. | 一 二 一 
SI TCOS I 


dz = tanx+secxrxt+C 


dx =— cotx+tcscrti+C 


dz 三 Inltanz1+C 


九 含有 tan xr,cot yx,Sec x,Cse x 的 形式 


59. | an zadz = 一 nlecos 过 |1+CL 


60. ju eks 


=In|lsinrxl+C 


61. |sec zdr =inlscz+tanzi+C 


02. |se Zdz 
63. | amzdz 
64. Jorzdz 
05. |sec zdz 
66. |sezdz 
07. jianmzdz 
608 . |corzdz 
69. |sec'zdz 


70. | cerzdz 


= lnicsczxr—-cotxrxit+cC 


二 T+tanar+i+C 


= XTX— cotri+C 


一 tan 之 十 已 


一 一 COt 


n—1 


tan 


cot 


wimg 


n 


xX+C 


一 


Nn 一 2 


SEC 


Ttan cz 


nl 


CSC 


Em 
pp 
mr 


?oot 


nl 


Z - |tan" ?zdz, n 关 1 


2 一 ] 


n-1~ 7 
一 一 -|oe- dr,n 关 1 


十 二 一 | secn-2rdz， 1 天 | 


i 一 


< 十 2 | ese" ?zdz,n 天 | 
7 一 上 
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71. | 一 二 一 dz = (过 二 nlcoszt+tsny1)+C 


1 十 tan 并 


1 
72. | dz = 


73. | 天 二 一 dz = zt+eootzfccz+C 
1 十 sec 并 


1 
2 
F(zFInlsinrtcos zl)+C 


74. | 7 dr=zr-tanztsecr+C 
1 士 csc 工 


十 “含有 反 三 角 郴 数 的 形式 

75. |arcsin rdr = zarcsinz+TV1-z2+C 

70. | aeeus zdz = xarcos zr ~- V1-zxi:+C 

77. |arctan zdz = Zarctan x 一 FIn(1 + xXx)+C 

78, |arceot Zdz = Zarccot 工 十 FIn(1 + x)+C 

79. |arcsec zdz = zarcsecz -lnlz+Vvzz-1iI+C 
80. |arcese zxdz = zarccscz +lnlz+Vz -llI+C 


81. | zarcsin xdrx = 4[x V1- x+ (2r*— 1)arcsin zj+C 


82. | zarcoos 这 dz = 二 [- zt -xz2+(2r2-1tyarccosZji+C 


| 


83. | zarctan xXdz 3[(1 十 x )arctan TC 一 Zz | 二 CC 


3[(1 + xX)arccot T + XI+C 


1i 


84. | zarcoot xdrz 
十 一 ”含有 er 的 形式 
ri. Q 
85. |。 dx = mit 
86. |edz = e+C 
87. |zerdz ~ (x—-l)e+C 


88. | zerdz 一 XE” 一 z| lerdz 


附录 亚 积 分 表 


l -一 证 
89. | dr = + jn(1 + e*)+C 


90. |e=sian pzrdz 3 pi(asin bx — bcos bX)+C 


ua 


91. ee brdx = 3 (acos bx + bsin br)+C 
十 二 含有 jn x 的 形式 


92. |m zdz = x(lInzx-1)+C 


93. | as ~=4vzr(lnvr~1)+C 


2 
94. | za 这 dz = 二 (2ln zx 一 1)+C 
n+l 
rr+l nz-1ltc, n 二 -1 


96. | dr = xl(ln Zz) -2Inx+2|]+C 


94. | ze XZdZz 三 


97. |@a TT)"dr = zx(ln zx)” ~ n |(In x)" dz 


98. |sin(In Tdx > [sin(In xr)—cos(lIn xr)|+C 


99. | oos(In xX)dzr = 7 Lsin(Iln rx)+cos(lIn z)] +C 


100. |in(z + VT+ 22)dr = rin(x+vV1l+x)-vVv1l+r +C 
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$1 实 数 
. 当 z= 二 1 时 等 号 成 立 . 


a+i+pb 


. (1) 当 a<b 时 ,zx<< , 当 a >b 时 ,zx>2+te 


2 9 
(2) 当 a>b 时 ,z > 
(3) 当 a 之 b>0 时 ,VvV a-b<|izxl<vatb;lal<b 时 ,| zl<vVatb. 
32 数 集 : 确 界 原 理 


(1D) xz€E (- ~, |]; 


(2) zE[-3-Y8,-3+Y8]U[3-V8,3+V8]; 

(3) xzE({a,b)Ul(ec, + 0%); 

(4) XE 于 +2kr, nt2kr | ,=0, +1, +2,-…. 

. (1) sup S=V2,infS= -v2;(2) sup S=+%,inf S=1; 


(3) sup S=1,inf S$=0;(4) sup S=1,inf S= 汪 


7 ， 
$3 函数 概念 
] 16x,， 0O<z< 二 ， 
4 工 ， 0< 过 过 二 ， 
] 1 
. fi1(7z)= 1 f(z)=48—16z, 格 <zZS 了 7 ， 
4 一 4 本 入 7S1; | 
4， pp 


. (1) (~—%, + 00);(2) (10,+ %);(3) [1,100);(4) (0,10]. 
. (1) -1,2,2;(2) 2 -2, ~ Az. 


; rE 8. he nr 血 - 
.oir ri = rh- rH aha 
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0. 3+ 7°1HIr’ 1H DTr T+ 


7. (1) y=u ,uu=1+z;(2) y= wu”, u = arcsin U,VU= x; 
(3) y=l]g uuU=li+v,v=vV ww, w=lir ;4) y=2*,u =v ,v=sin xz. 
10. (1) 成 立 ;(2) 不成立， 


$4 具有 某 些 特性 的 函数 
4. (1) 偶 ;(2) 奇 ;(3) 偶 ;(4) 珂 . 
5. (1) x; (2) 3 ;(3) 12x. 
总 练习 题 
2, 是 初等 函数 .( 提 示 :利用 第 1 题 的 纺 林 . ) 


1 十 立 a 2 zr~l1 1+x IT- 到 


AAA 2 
4. LT +e+tl 


x |z| 


5. (1) y= [于 ?| ,5=30,31,…,50;(2) y=[x+0.5|,x>0. 


snZzi+]l, XK>0, sin T+1， Zz 之 0， 
14. (1) (D f(z)=*0, r=0, (i) f(z)= 
snx~l1l, zx<0, li—sinzx, rz<O0; 


Lz， zz 一 1， 3 < 
—X*， XxX<-1,， 
-J+tVvV1i-z, -1 和 xz<0， 
(ii) jo 1~ zx’ 


y [zj 委 1， 
1 一 V 1- wx’, 0 之 zx 三 1， 3 
Xx， >1. 
元 二 >1, 


第 二 章 数列 极限 


(2) (i) f(x)= 


$ 1 数列 极限 概念 


3.(1) 0, 无 穷 小 数列 ;(2) 1;(3) 0, 无 穷 小 数列 ; 
(4) 0, 无 穷 小 数列 ;(5) 0, 无 穷 小 数列 ;(6) 1;(7) 工 


$ 2” 收敛 数列 的 性 质 


1 (1) 十 ;(2) 0;(3) 二;(4) 六 5 (5) 10;(6) 2 
4. (1) 1;(2) 2;(3) 3;(4) 1;(5) 0;(6) 1. 
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ml 3.22-1 1 
8. (1) 0 (提示 : 先 证 明 已 了 < -元 


(2 ) 1 (提示 ;nn! < Dp! <(n—2)(n -2)+(n-1)+n!<2(n— 1)+ n! ); 
p=1 
(3) 0( 提 示 ; 先 证 明 0<(n+1)* 一 nn !); 


(4) 并- (提示 : 记 思 = (1+a)(1+ a)?2…(1+a)?, 则 (1 一 a)p,=1-a2” )， 
$3 数列 极限 存在 的 条 件 
1. (1) 十 ;(2) e (3) es(4) Ye;(5) 1. 
3. (1) 2;(2) 方 (1+ VITA4c);(3) 0 


总 练习 题 


1. (1) 3;(2) 0;(3) 0. 
第 三 和 章 思 数 极限 


$ 1 函数 极限 概念 


6. (1) F(0-0)= -1,f(0+0)=1;(2) f(0-0)= -1,/(0+0)=0; 
(3) f/(0-0)= A(0+0)=1. 


$2 ”函数 极限 的 性 质 


1. {1) 2 于 ;(2) 1; (3) 二 ;(4) — 3;(5) (6) 人 1(7) > (8) 3 


2. (1) 1;(2) 0. 
4. m<n 时 ,0;m=n 时 ,2 
0 


8. (1) -1;(2) 1;(3) (4) 十;(5) 1 
$4 两 个 重要 极限 


1. (1) 2;(2) 0;(3) —1;(4) 1;(5) 方 ;(6) 1; (7) 1;(8) sin 2a;(9) 8;(10) v2. 


2. (1) @;(2) ee;(3) e; (4) @; (5) ©; (6) 时 
4. (1) 0;(2) e. 
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35 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


2. (1) 0;(2) 1. 


4. (1) y=0,7z=0;(2) y= ,y 
(3) y=3z+6,z=0,7=2. 
5. (1) 3;(2) 2;(3) 1;(4) 4 


6. (1) 3;(2) 2;(3) 地 n(n+1). 
总 练习 题 


1. (1) 1;(2) 7;(3) a +b; 

(4) 15(5) 15(6) 祁 ;(7) 坝 (m 一) 
2 . (1) a=16= -1;(2) a= -1,6= 方 ;(3) a=16= 一方 ， 
8. (1) +%;(2)0. 


10.(1) +%;(2) + oo. 


第 四 章 函数 的 连续 性 


$1 连续 性 概念 

2. (1) z=0, 第 二 类 间断 点 ;(2) 工 =0, 彝 路 间断 点 ; 

(3) z= nn(n=0, 圭 1, 寺 2,…), 可 去 间 断 点 ;(4) x ==0, 可 去 间断 点 ; (5) z = 了 + kn( 此 
=0,+1l, 圭 2,…) ,跳跃 间断 点 ;(6) 除 z=0 外 每 -点 都 是 第 二 类 间断 点 ;(7) Z= 一 7 为 第 
二 类 间断 点 ,zx=1 为 跳 取 间断 点 . 

$2 连续 项 数 的 性 质 


1. (1) fog 处 处 连续 ,g*f,z 二 0 为 可 去 间断 点 ; 
(2) frg,z= 一 1,0,1 为 跳跃 间断 点 ,g*f 处 处 连续 . 


8. (1) Yx;(2) 2 
$ 3” 初等 函数 的 连续 性 


1. (1) 6;(2) +;(3) 1;(4) 1;(5) e. 
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LE 
洲 


第 五 章 ”导数 与 微分 


NS1 导数 概念 
1. Ar=1; 二 = 和 SS:Af =0.1,5=50.5;At =0.01; 5=30.03 7 一 0. 
2 在 时 间 /时刻 所 对 应 的 旋转 角 @(t), 则 角速度 为 w(t) = de 


3. 4. 
4. a=6,0= —9. 


5. (1) (1,0);(2) (去 ， -In2). 


6.(1) 切线 方程 ,y= x 一 1, 法 线 方程 :y= 一 工 十 3; 
(2) 切线 方程 :y= 1, 法 线 方程 ;x =0. 


37X°,， 之 0， ] ， Tz>0, 
7. (1) (2) ro-| =0, 
-3z2， zr<0; 0 ， r<0. 
8. (1) m 宇 1; (2) m 宇 2;(3) m 之 3. 
11. 0. 
15. rarctan 和 
$2 求 导 法 则 


1. (1) f (0)=0, f (1)=18; 
(2) f (0)=1,f (7)= -1; (3) f(1)= rE ;三 (4) = -= 有， 


Fr 2 一 四 一 ] 2 一 
2. (1) y =6zx; (2) y -7 (3) y =n(zx" !+1); 


,_1 mm,l] ] (5) 小 一 373] ， 
《4) 7 = 2 y 二 -并 IO 名 3 二 ln 3， 


Vx 
(6) y =e’(cos 工 一 Sin r); (7) y =— 18r5+ 5r4—12x -12x*~2x+3; 


,_ xser rt- tanx, 1 一 cos Xx- xsnz, 


1 
arctan 底 二 


(10) y = (11) 7 tl, 


+ — (x+]1)(cos Xx- sinczx 
(12) y= 2x(sin x cos TX) — (Zz )( ) 


(sin TX + eos ry 


习题 答案 315 


,al+tr) (t+2r-r) ,__1 
(3) » 3 (1~ xz) 多 (4) y ~ rinhxr’ 

“二 。 ;2x5+1 1， 
(5) y = oot x; (Wy z+ m0 
(7) y= 一 二 一 (8) y = 一 一 一: 

V 1+ 六 xvV1l-z’ 


(9) y =3c0s 27z(sin T +c0s T); (10) y = -bcos 4xsin Bz; 


(11) y -a 1+zx*; (12) y =6zxsin’ zx’oos zx’; 
十 工 

zz 一 ] 
IVR {10) y= Tr oren 

, 一 人 , Sin 2X 
(15) y = 一 一 一 ; (16) y 三 一 一 二 一 ; 

1 + 并 V 1— sinix 

(17) 多 一 er (18) y = In 2'2% T0008 x; 


(19)y = zmz( as rin r+); (20) y = = zzz| imz+rmzt+ 士 | 


(21) > =e z[L2cos2z ~ sin2x |; 
4VzYCz+Yz+2Vz+l 
8VXVItVrV rtV rtyr 


(23) y = cos(sin(sin xT))*o0s(sin 工 ) cos 工 ; 
. 区 工 sin TT~ XCOS XI 
sin( ; ) - zoos( ) 玫 研一 闻 co8 工 
并 Sin 廊 
. ( ya ) . 2 ( 
sini{ 一 一 一 Sin | 一 
sin I Sin 并 


(25)y = (Gz -4)° ) (> i): 


(22) y = 


(24) y = cos 


C8 
(26) > = |at+bsin .rc||cos x|: 


4. (1) f (x)=3zr, f(r+1)=3(r+1), f(x-1)=3(r-1); 

(2) f(x)=3(z-1), f (r+1)=37r’, f(z-1)=3(r-2); 

(3) f (x)=3(z+1), f(r+1)=3(r+1), f(xr-1)=3(r-1). 
$. (1) f(zx)=g (rt+g(a)); (2) f (x)=g (rtg(zr))(l+g (rx)); 
(3) f(z)=g (zg(a)) g(a); 

(4) f (x)=g (zxg(zr))(g(r) + re (x)). 


8. (1) y =3sh:xch x; (2) y =sh(sh zich zx; 
”| 1 . 
3)y hz; (4) » sh2z+chez 
9. (1) y= 上 一 (2) y = 一 一 一 ; 
W lt+x’ V x’—!] 


"= hi hh abr Ld spr EE di irs bh mp 机 
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(3) y= 3(z1<D); (0) y = a(|z|>)); 


(5) y =0; (6) y = |sec x|. 


$3 参 变 量 函数 的 导数 


dy|  - | _ 
dy 
(2) 2 
dy _ dy | _ 
2. (1) dX | ,= 天 1， d | ,= 0. 


3.(1) 切线 方程 y= 祖 工 ,法 线 方程 y= -2z; 

(2) 2y - (2-Y3)z= 3-2, 2z+(2-V2)y= 3-1. 
6. 地 (gn). 

$4 高 阶 导数 

1 (YY(D=26，yG)=18，y 4 (1 一 0; 

(2) fF (0) =0， f(D= -7 f(-D)=7: 
3. (D f(z)=1; (2) f(z)=4re " (3-277); 

(3) f(x) = 亲人 (4) Fl0(z)=er(z3+30z2+270z+720). 


4. (1) y=[f (In zr)—f (ln x)j; 


(2) y=n(n- Dr f(x) +t (nr f(x"); 
(3) y= 了 (f(r) (Fx) + FD (x). 
“i(n—1 于 


5. (1) y'™ = 一 (2) yo = arln"a; 


一 工 入 1 


(Dmn!(nz- +) 


(4) y'”! 三 0? 
(nl . 
(5) Vy (1— x)"™+!? 


b 
(6) y=(a+b )2esin( br + ngo), po = arctan 2 


6. 


7 


8. 


3x2, 过 0， Z 之 (0， 
| 1 (7 -1 6 


入 
你 
3 
小 
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1) 多 = 一 一 一 一 
(1)y 3asintcos't 


2 “一 一 一 
(2) 2 etfcos t —sint) 


32“， TX<0, zx<0, 


3， Tz>0, 
一 3， <0. 


J 


— 1 _3 本 “一 本 
(f° 7) (yy) 3 . 


2. (2) yt | -0=0, yn | -0=( —1)”(2m)!. 
10. (2) y2™)| ,0=0, yo”**D| ,0=[(2m- DJ’. 


$5 微 分 


1. 当 Az=0.1, dy=0.2, 当 Az=0.01, dy=0.02. 


心 


‘© 


. (1) dy=(1+4x -zx*+4zx°)dz; (2) dy= ln zdz; 


2 
(3) dy= (2x008 2 —2r’sin 2 这)dzji (4) dy -11 yd 


. dz 
(5) dy=e®(asin br + boos br)dr; (6) dy= -sgn x . 
> W 一 并 


(1 1.007; (2) 1.043 4; (3) 1.005 8; (4)5.1. 
, 0.33%. 
. 弦 长 . 


总 练习 十 


. Pr(a)=ole),F(a)= - 9(a),¥ op(a)=0, 广 (a) 存 在 且 等 于 零 . 
, (1) y =e/I(f (er)er + fle’)f (rx)); 


2) yy =F FF Fr Fz). 
EAL ICSEA ACI II AAC 


. (1) 
Yr) 


0); 

, (Tor) or)y (x 
(2) y 一 p(x) + f(x) 

, Yr)o(r)no(r) -9 (x vr)nyglr 
(3)y= pz) pr) pr) 


. 《1) F(x)=3(zx*+5); (2) F(x)=6x°. 


318 


(1) f(z)=1- 广 z+ 一 
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第 六 章 ”微分 中 值 定理 及 其 应 用 


$2 柯 西 中 值 定理 各 不 定式 极限 
V3 


. (1) 1; (2) 3 (3) 1;(4) 2; 


(5) 1; (6) 六 5 (7) 1; (8) 一 


(9) 1 (10) 0; (11) -< ; (12) si 


. (1) -SS, (2) 0;(3) 1; (4) e-!; 


7 
(5) 方 ; (6) 0;(7) -号 (8) e 1 


$3 泰勒 公式 


3 
7 — 1Y1 
2 x 二 二 (1)” Qe DE 4 (17); 


bE 


上 |. 
2 


(2) f(x)=x— 本 2 十 二 十 of) 


(3) f(x)=z+ 本 妇 十 re t+o(x). 


(1) 二; (2) 址 ; (3) 方 . 
. (1) f(z)=10+11(z—1)+7(xr-1)Y+(z—1); 


四 一 Ta n+l 
(2) f(x)=1— x +x ++(- 1)” rt i001 


GD [Rr) <; (2) |R2(z)|<t. 


25.51? 


. (1) 取 n=12, eS2.718 281 828; (2) 1.041 39. 


8$4 函数 的 极 值 与 最 大 最 小 值 


(1) 极 大 值 F( 立 )= 华 ; (2) 极 小 值 /( -1)= 一 1, 极 大 值 f(1)=1; 


= 


(3) 极 小 值 F(1) =0, 极 大 值 Fe) = 与 | 


1 


(4) 极 大 值 f(1) = 地 -I 2. 


5. 


(1) 最 小 值 f( -1)= -10, 最 大 值 f(1)=2; 


EEE PE 
a Oe hE iii hit 
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(2) 最 大 值 /( 于 )=1, 无 最 小 值 
(3) 最 小 值 F(e-2) = -万 ， 


6. 边 长 为 了 
7. 半径 与 高 之 比 为 1:1. 


CQ 十 Q2 十 十 Cn 
站 . 


8. 取 z= 

9. 取 a=1. 

10. (1) 极 小 值 /(0)=f(+D=0, 极 大 值 /( + 方 }=5 务 ; 
(2) 极 大 值 f(1)=2, 极 小 值 (一 1)= 一 2; 


(3) 极 小 值 f(1) =0, 极 大 值 (二 )=343%. 


11. a= -号 ,5= -下 ,zl 极 小 值 点 ,zz 极 大 值 点 ， 
12. (p, 士 Y2 访 ). 
13. Fa 
$5 函数 的 凸 性 与 拐 后 
1 (1) 四 区 间 ( -om, 士 ) ,西区 间 (去 ,+ oo ) , 规 点 ( 立 ,) 


(2) 四 区 间 (- co ,0) ,西区 间 (0, + %0); 
(3) 叫 区 间 ( -1 .0) , 凸 区 闻 (- co, 一 1),(0,+oo) ,拐点 (一 1,0); 
(4) 四 区 间 ( 一 ,一 1),(1, +co), 凸 区 间 ( 一 1,1)， 拐点 ( 土 1,In 2); 


aaa( 寻 少 ) am( -=,- 吉 )( 吉 =) aa(* 吉 富 


ba Ee ya a RA Hr et ‘一 


渐 近 线 y= 工 一 区 ， y= 二 x; 


(6) 侦 函 数 


s | + 
PE 
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二 
极 大 值 
Z 
/()=4(2) 
(2,+ oo) 
增 四 
| 


极 小 值 


2 


不 存在 
不 存在 
极 小 值 
f(0)=0 
(Zz2 ,2) 
减 凸 
Ss 


抛 点 
(zi , f(x1)) 
工 2 
拐点 
(zz ,f(x2)) 


,| 


3 


7 


2 
二 
十 二- 

减 凹 


3 
| 


Cn 


fp” 
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8 方程 的 近似 解 


， 一 1.20. 
. 1.338. 


总 练习 十 


(1) e; (2) 广 ; (3) 0. 
第 七 章 ”实数 的 完备 .性 ( 续 ) 


$1 关于 实数 集 完备 性 的 基本 定理 
(1) 能 ;(2) (i) 不 能 , (ii) 能 . 
93 上 极限 和 下 极限 


(1) 2,0; (2) 方 ，- 方 ; (3) + oo ,+ocoi(4) 2,—2;(5) rr (6) 1,1. 
第 八 章 不 定 积 分 


$1 不 定 积分 概念 与 基本 积分 公式 


. y= x +1. 
2 4 3 

. (1) z- 字 + 有 -3Yz+tC; (2) 所 +Injzxi- 记 x xi+C; 

[2z 4 9 ,2.6 
(GAME 4) ne 
(5) arcsin z+ CC; (6) 言 (xarctan rr)+ 人 CC; 
(7) tan XT ~ z+C; (8) 二 (2z 一 sin2z)+ Ci 
(9) sin x— co8 Xt+ OC; (10) 一 tan xT~ cot XT+ OC; 
(11) 2 + Ci (12) zB +C; 
(13) 2arcsin z + C; (14) z 一 了 cas 2z+ Ci 


(15) 二 (sin z+ 人 sm3zj)+ Ci (16) Se “一 3e -3e-=+ 计 e- t+. 


2 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


1. (1) Ssin(3z +4)+C; (2) Ler + Ci 
n+] 
(3) 广 In|2zx+1| + Ci (4) (+e + Ci 
2 工 十 “ 
(S) arcsin 二 十 方 arcsin(y3z)+ Ci (6) C; 
(7) -SV (8-37) +C; (8) ~- YO-5rP+C; 
_1 2 六， _ ， 
(9) - 才 cos zz+ Ci (10) -了 cot(2z+ 亚 )+ Ci 
(11) tan 与 + Ci (12) tan x ~sec Xi+C,; 
(13) 一 jnlese x+ cot 工 | 十 C; (14) ~-vV1~-zx+C; 
2 
(15) arctan 到 +C; (16) Inlin zl + Ci 
(17 1- 7x) +C; 18 | 二 Ci 
) 了 了 0 zx) ( ) ln | 4 
(19) ln 于 | + c; (20) ljnjsn x| +C; 
(21 ) sin 2 ee, +C; (22) In|ltan xz|+C; 
rnt . (24) ln|z- 一 3z+8|+Ci 
(25) Inlz +1| + 4- jt (26) mlz+V 雹 二 到 |+ Ci 
27) 一 天- 一 +C; 
) 7 Xx +a” 
(28) (1 二 + 全 (1- 2) 一 (1 -24Ci 
1 6—1 
(29) -Sr -Yrs -2r2 6z6 一 3ln I + Ci 
(30) zz-4vVz+1li+4nlvz+l+li+C. 
. (1) zarcsin T+ 1—x*+C; (2) xIn Xxx-xz+C; 
(3) ze2sin x+2zo08 T -2sin z+C; 
(4) -Cinz+1)+Ci (5) z(ln x):-2xrin r+2r+C; 
(6) 广 (z2+ 1)arctan z -至 +C; (7) zhn(In z)+Ci 


(8) x (arcsin TT) +2vV 1~ xarcsin -2r+C; 
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(9) 方 (sec ztan z+lnlsec x+tan x|)+C:; 


1 
(10) (rvVritaltan|y zz 士 a2 十 元 | ) 十 


3. (D CFD) +tC; (2) arctan (F(z))+Ci 
(3) A +C. 

$5. (1) Ftantr tinloos x| +Ci (2) Stamr -tan z+x+C; 
(3) i ~ 去 cos zsin?z 一 sin4z +C. 

6. (1) 1 [= "ek ph-1; (2) ,= x(n zx) — nl 1; 


(3) I, = zx(arcsin xz) ”+n v1- x(arcsin cr)” 1 一 (2 一 1) 
(4) 1,=— [esin’ lr(asin x ~ noo xX)+n(n~1)T,»]. 
nn +a 


7.(D ez( 村 二- 半 z2+ 二 z- 辣 站 +Ci 


(2) zL(inz)-3(nz)+6nz-6]+C; 
(3) xr(arcsin z) +3vV 1— zx’(arcsin x)*—6zxarcssin x ~6vV1-x*+C; 


(4) joe (sim x — 3sin reos T+ 3sin x ~ 3c08 xz) +C. 


$3 有 理 函 数 和 可 化 为 有 理 呵 数 的 不 定 积 分 


3 2 12 
1 . 人 (2 ) nm 径 二 + Ci 
了 + + <Z 一， 。 
(3 ) cIn re + arctan 万 C; 


五 Vz 


tan + ; 
4 arc 1 一 


/2 


(4) 之 


zyY2z+1 


一 


_2. 1 2 A 
(5) In|z- 1 | g Intz +1) arctan 工 - rr iD) 


$ 工 十 3 S 
一 一 一 -一 -一 一 一 一 2T.+1)+C. 
(6) 732 上 7 二 二) > arctan( zt+1) 
6 V6 


2. (1) Darctan(2tan 到 )+ C; (2 ) Earctan ( WS tan z | +C; 


(3) 了 nlcos z+sin x|+ 子 +C; 


(4) 二 arcsin 和 I - 代 V 1+x-zx*+0C; 


(5) In f+ 方 +V r+x|l+C; 


(6) in 


总 练习 十 


(1) .4 一 24 -和 3 +t; 


5 13 3 
(2) 广 zzarcsin 工 - 二 arcsin zz 二 zx Vv 1-2x*+C; 


(3) 2Vzx -2In(1 +Vx)+C; (4)2e" "(sin x -1)+C; 


(5) 2e4(V 工 -1)+ Ci (6) arcoos 二 + C: 

(7) In|cos 工 +sin 工 | + C; (8) In|z -2|-— 一 - -tC 

(9) tan z + 4 tamr +C; (10) 二 -二 sin2z+35sin4z+Ci 
(11) In 工 一 4 + 一 + Ci 

(12) Sn) tll 2 

(13) 十 zt 一 二 In(z1+2)+ Ci (14) zx 入 aretan( “| + Ci 


(15) 5 55(1- 工 ) 一 一 1- +l-r) "+C; 


1 


(16) 一 一 arcsin 工 一 
万 


(17) 二 


e™ 
(19) 二 二 + Ci 


(20) -pf lv +n(a2b!l — aib;)T, -1]. 


第 九 章 定 积分 


$ 1 定 积分 概念 


2. (1) 工 ; (2) e-1; (3) -er; (9) 二 一方 


$ 2 牛顿 一 莱 布 尼 获 公式 


1. (1) 4; (2) 下 -1; (3) In 2;(4) ee - 1， 


en me eb te Er eh el pi EE 


ln(1tz)+ztC; (18)2Vinz(1t $arz)+C; 
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(5) V3- 皇 ; (6) 他; (7) 4-2In 3; (8) 乞 
2. (1) 才 ; (2) 方 ; (3) 亚 ; (4) 之 ， 


34 定 积 分 的 性 质 


6. a. 
10. 提示 :证 得 存在 第 一 个 零点 zi 后 ,考察 辅助 晃 数 g(xz)= (zx 一 zx1)f(z). 


11. 提示 :j 凸 ,等 价 于 曲线 在 任 一 切线 的 上 方 .(1) 取 zo = nt (2) f(x) 守 f(t)+ 
(2)(xz 一 ), 对 积分 . 


12. 提示 :< l < 过 ,在 [&,k+1] 上 积分 
$5 微 积分 学 基本 定理 . 定 积 分 计算 ( 续 ) 


3. (1) 1; (2) 0. 


3 


4. (1) 亏 ; (2) 了 二 ; (3) -一 1c ; (4) 分; 


(5) arctan e 一 才 ; (6) 于 (7) pt (8) 方 (e+1); 


(9) 2 一 之 ; (10) 2; (11) a? (下 -分 ); (12) 可 
人 1(2m 一 上 ， ET 
8 J (2m, 2 ) = 2 HO 1)!! 至 (= pe | 


10. f(r)~- Fa) 1 工 - cos zx. 
12 ,13. 提示 :使 用 积分 第 二 中 值 定 理 . 


15. 提示 :F(z)= | f(z)dz, 对 | f(z)g(z)dz 进行 分 部 积分 
总 练习 是 
1. 提示 :后 ,f(z) 之 f(z0) + 了 (zo)(z 一 z0),z0= 二 | gp()dt,z=P(b, 并 积分 


I Vz x 
3. 提示 : 工 | "f(z)dt = 十] “f(z)at + 去 | (4)dz ,并 考察 右边 两 项 的 极限 


4. 提示 : 工 一 ?7z 力 十 工 ” ,0<z * 声 轧 ,利用 周期 函数 的 积分 性 质 . 
提示 :与 第 1 题 类 似 , 但 需 注 意 In x 为 由 函数 . 
. 提示 .证明 {a 递减 ,有 下 界 . 


‘DD 
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第 十 草 ” 定 积 分 的 应 用 
》1 平面 图 形 的 面积 
1. 总 2 工 (99n10-81)，3. (3x+2)/(9x-2). 4 了 ro2 5. Sr 
2. 和 3 4. 高 xza2z， 5. 方 ra2， 
1 3 1 16 Sx _Y3 . b 
6. 4 na. 7. 6 20， 8 . 35 9 . 54 一下， 10. 4abarcsin 3t0<6<a). 


3 2 ”由 截面 面积 求 立体 体积 


400 
.3 


2. (1) EE， (2) sma3; (3) a; (4) 4na?b, 


32 ,3 
4. 105r& 6. 2 


$ 3 ”曲线 的 弧 长 与 曲率 


1. (1) 地 (10V D-DD); (2) 1+ nf3+D); (3) 6a; 


(4) 2rwa; (5) ra; (6) arv 1+ dr + In(2x+V Tia ). 


2. (DD) 妇 ，(2) 巡 ，G) 苦 ，() 立 ， 


4; 4 
3. a =1,6=Y2( 或 a=v2,6= 1). 


3 4a 2 Y,2_16， 
5. 证 ,学 ,人 (zx $a) +y Qa 


$4 旋转 曲面 的 面积 


1. (1) 2x(V5+ ln(1+VI)); (2) 多 ra2 


(3) a=656 时 S$S=4xa’,a<b i S =2re [+ 也 > ALCSIN 


六 Vet 
了 . 


S=2re a+ 


(4) 4mar. 
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My 


， S=2x| r(0)sin wVr(D)+7r (0)dp . 


3. (1) xa’? (2) 2ra2(2 一 2) 


$5 定 积分 在 物理 中 的 某 毕 应 用 


lh 


. 14 373.33( 千 牛 )， 2. vab(2h + bsin a). 


kmM kM’, (cec 二 1) 
3. 一 1 108.35( 千 牛 ). 4. a +0 5. 7 In era 


6. 和， 7. 76 969.02( 千 焦 )， 8. 3 920( 千 焦 ) 


2 2 
3 


a 
0. 7 ka 3. 


C 10. Srr’g. 


$6 ” 定 积分 的 近似 计算 


. 0.693 8, 0.693 1. 

. 1.856 9,1.852 2,1.851 9. 

. 8.64( 米 “). 

. 矩形 法 平均 :28.71 或 28.66; 梯 形 法 平均 .28.68; 抛 物 线 法 平均 :28.67. 


信和 


第 十 一 章 反常 积分 


$ 1 反常 积分 概念 


. (1) 土 ; (2) 0; (3) 2; (4) 1- ln2; 


pk 


(5) a; (6) 方 ; (7) 发 散 ; (8) 发 散 . 
2. (1) p<1 时 收 钱 于 把 了 9 一 ,p>1 时 发 散 ; 


(2) 发 散 ; (3) 4; (4) 1; 
(5) -1; (6) 3 ; 《7) x; (8) 发 散 . 


$2 无 穷 积 分 的 性 质 与 收敛 判别 


. (1) 收敛 ; (2) 收敛 ; (3) 发 散 ; 
(4) 收 敏 ; (5) n>1 时 收 伍 ,n 志 1 时 发 散 ; 
(6) n 一 m 之 1 时 收敛 ,2 一 m 志 1 时 发 散 . 
(1) 条 件 收 僵 ; 《2) 绝对 收敛 ; (3) 条 件 收敛 ; 《4) 条 件 收 合 . 


> 


| 


i 4: ， 重 


， er Le rl 
1 rh hi ri rE: 
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3 惠 积 分 的 性 质 与 收敛 判别 


3. (1) 发 散 ; (2) 收敛 ; (3) 发 散 ; (4) 收敛 ; 

($5) 发 散 ; (6) m 达 3 时 收敛 ,m 宇 3 时 发 散 ; z 

(7) 0<a<l 时 绝对 收 敏 ,1 委 c<2 时 条 件 收 第 ,a 宇 2 时 发 敌 ; (8) 收敛 . 
4. (1) CDm!; (2) 2 一 (aa 


(2n+ 1)1 
总 练习 题 
3. (1) 五， (2) pa (3) 0; (4) 0. 


4. 0< us 二 1 时 条 件 收 敏 ;1<A< 2 时 绝对 收敛 尖 委 0 或 和 过 2 时 发 散 . 
6. (2) 提示 .证 明 充 分 性 时 问题 归 为 证 明 lim zf(z) 存在 ,这 可 由 f(x) 的 定 号 性 进而 


(2 足够 大 ) 而 得 . 


估计 | | zf (x)dr 


-3 ri Se ln. TECH PR re HE re eh er hr erp i i . 


= 一 定义 44 
e 一 NN 定义 24 
n 不 足 近 似 2 
n 过 剩 近似 2 
n 除 导 数 106 
n 阶 微分 113 
co 邻 域 5 


一 画 


一 阶 微分 形式 不 变性 113 
一 致 连续 79 
一 致 连续 定理 80,171 


二 阶 可 导 106 
二 阶 导 数 106 
二 阶 微分 113 


三 角形 不 等 式 3 
三 角 阻 数 14 
三 歧 性 289 

上 (下 ) 极 限 173 
上 上 (下 ) 和 208 
上 (下 ) 限 202 
上 (下 ) 界 5 

上 (下 ) 类 291 
(下) 积分 233 
上 (下 ) 确 界 6 
子 列 32 


5 


下 
如 


开 区 间 5 

开 和 覆盖 ”165 

无 上 (下 ) 界 函数 16 
无 旁 大 5 

无 穷 大 量 63 
无 穷 小 数列 27 
无 穷 小 量 59 
盛 穷 有 反常 积分 265 
无 穷 积 分 265 
无 限 开 和 覆盖 165 
无 限 区 间 5 
无 界 随 数 ”16 

无 界 函 数 反 和 积分 267 
无 界 集 6 

无 理 数 1,289 

中 间 变 量 12 

内 了 项 数 12 

不 可 导 88 

不 连续 点 71 

不 定 积分 178 
区 间 5 

区 间 套 161 

区 间 套 定理 161 
分 划 292 
分 段 函 数 11 
分 段 连续 72 
分 部 积分 法 “187,224 
分 割 201 
介 值 性 定理 ”76,169 
有 反 三 角 晃 数 14 
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er 


有 反 晃 数 13 负 无穷 大 5 
双 曲 函数 103 闭 区 间 5 
切线 方程 91 闭 区 间 套 ”161 
心 形 线 106 达 布 上 (下 ) 和 208 
比较 法 则 ”271,277 达 布 定理 ”233 
和 牛 加 切线 法 155 导 函 数 90 
牛顿 一 莱 布 尼 欧 公式 204 导 函 数 的 介 和 值 性 定理 ”94 
五 画 导数 ”88,90 
- 导数 极限 定理 ”122 
半 开 半 闭 区 间 5 因 变 量 10 
正 无 穷 大 5 存在 域 10 
可 去 间断 点 71 收敛 ”23 
可 导 88 有 序 域 ”289 
可 求 长 曲线 ”247 有 限 开 覆盖 165 
可 积 202 有 限 黎 盖 和 定理 165 
可 徽 1li 有 限 区 间 5 
可 徽 函 数 112 有 了 有限 增 量 公 式 89 
屿 (四 ) 函 数 148 有 和 界 中 数 ”16 
外 函数 12 有 界 集 6 
左 ( 右 ) 导 数 89 有 界 数列 28 
左 ( 右 ) 邻 域 5 有 理 ( 分 式 ) 函 数 190 
左 ( 右 ) 连 续 70 有 理 数 1 
左 ( 右 ) 极 限 46 自 变 量 10 
对 数 求 导 法 100 自 变 量 增 量 88 
对 数 函 数 ”14 
对 数 螺 线 105 七 加 
发 散 ”24,265 麦克 劳 林 公式 ”139 
归结 原则 ”52 严格 西 ( 媚 ) 函 数 148 
A 严格 单调 函数 17 
和 利 普 希 蒋 条 件 81 
曲 边 梯形 ”200 阿 中 尔 判 别 法 274 
曲率 ”250 阿 基 米 德 性 3,290 
曲率 半径 251 阿 基 米 德 有 序 域 289 
曲率 圆 ”25] 邻 域 5 
同 阶 无 穷 小 量 60 活 科 斯 公式 ”227 
间 阶 无 穷 大 量 64 完备 性 ”161 
全 序 289 闵可夫 斯 基 不 等 式 237 


光滑 曲线 ”104 间 汤 点 71 


= rnp pi ee Lp si ie 
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$ 1 级 数 的 收敛 性 


谈 者 已 经 在 初等 数学 中 知道 ， 有 限 个 实数 Ul Hs ,Wn 相 加 ,其 绪 果 是 一 
个 实数 .本 章 将 讨论 无 限 个 实数 相 加 所 可 能 出 现 的 情形 及 其 特征 .例如 ,在 第 
二 章 提 到 《庄子 .天 下 篇 儿 一 尺 之 极 ,日 取 甚 半 ,万 世 不 竟 “ 的 例 中 ,把 每 天 截 下 那 
一 部 分 的 长 度 加 起 来 : 


这 就 是 “无 限 个 数 相 加 ”的 一 个 例子 .从 直观 上 可 以 看 到 , 它 的 和 是 1. 再 如 下 面 
由 “无 限 个 数 相 加 的 表达 式 
1+(—1)+1+(—1)+ 
中 ,如果 将 它 写 作 
(1—1)+(1-—-1)+(1 -DD)+.…=0+0+0+… 
其 结果 无 疑 是 0, 如 写作 
1+[(-1)+1j+[(-1)+1j+.…=1+0+0+0+…: 
其 结果 则 是 1, 因 此 两 个 结果 完全 不 同 . 由 此 提出 这 样 的 间 题 ;“ 无 限 个 数 相 加 ” 
是 否 存 在 “和 ”; 如 果 存 在 “和 "等 于 什么 ? 可 见 ， 无 限 个 数 相 加 不 能 简单 地 引 
用 有 限 个 数 相 加 的 概念 ,而 需 建立 它 本 身 严 格 的 理论 . 
定义 1 给 定 一 个 数列 jw, | ,对 它 的 各 项 依次 用 + 号 连接 起 来 的 表达 去 


21 up 十 "十 WU 十 (1) 


称 为 数 项 级 数 或 无 穷 级 数 (也 常 简 称 级 数 ) ,其 中 ww， 称 为 数 项 级 数 (1) 的 通 项 . 
数 项 级 数 (1) 也 常 写作 : 3 或 简单 写作 之 zw，. 
数 项 级 数 (1) 的 前 2 项 之 和 ， 记 为 
,= Du = ut wat “+ wn, (2) 


称 它 为 数 项 级 数 (1) 的 第 n 个 部 分 和 ， 也 简称 部 分 和 。 
定义 2 车 数 项 级 数 (1) 的 部 分 和 数列 |S, | 收敛 于 S( 即 lim S,=S), 则 称 
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数 项 级 数 (1) 收 和 敛 , 称 S 为 数 项 级 数 (1) 的 和 , 记 作 
S=wut+wusy+ +w, + 或 S= >,. 
若 1S,1 是 发 散 数列 , 则 称 数 项 级 数 (1) 发 散 . 
例 1 讨论 等 比 级 数 ( 也 称 为 几何 级 数 ) 


Q 十 ag 十 ag” 十 *…。 十 CO 十 ，*，。 (3 ) 
的 收 合 性 (a 关 0). 
解 gq 关 1 时 ,级 数 (3) 的 第 2 个 部 分 和 
S atagt tag =a..—& 
l1-gqa 
因此 ， 
GD 当 |g1 <1 时 , ia, = lima* 卫 和 = 了 7 此 时 级 数 (3) 收 化 , 其 和 为 
1 一 CI 


(ii) 当 1g| >1 时, lim S, = co ,级 数 (3) 发 散 . 
(ii) 当 g=1 时 ,S,= na ,级 数 发 散 
当 g=-1 时 ,S=0,S2i=a,A=0,1,2,…, 级 数 发 散 ， 


总 之 ,19| 达 1 时 ,级 数 (3) 收 敛 ;| g | 之 1 时 ,级 数 (3) 发 散 . 0 
例 2 讨论 数 项 级 数 
1 1 1 
.十 本 .了 二 二 (4) 
的 收 全 性 . 
解 ” 级 数 (4) 的 第 ”个 部 分 和 
__1 1 . 
Dn =T.212 3 一 nan+1) 
1 1 1 1 1 
=-(1- 立 久 (=- 3 + (二 
1 
一刀 二 


由 于 


因此 级 数 (4) 收 敛 , 且 


1 1 1 ，...- 
1 + 二 二 1 l. I 


由 于 级 数 (1) 的 收敛 或 发 散 (简称 钙 散 性 ), 是 由 它 的 部 分 和 数列 | S, | 来 确 
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定 , 因 而 也 可 把 级 数 (1) 作 为 数列 |S,} 的 男 一 种 表现 形式 .反之 , 任 给 一 个 数列 
1a,1 ,如 果 把 它 看 作 某 一 数 项 级 数 的 部 分 和 数列 , 则 这 个 数 项 级 数 就 是 


2, = 二 a1+ (a —al)+ (a3— a2) 十 … -二 (ay ~ an-1) + 四 (5) 


这 时 数列 | | 与 级 数 (5) 具 有 相同 的 敛 散 性 , 且 当 {a, 1 收敛 时 ,其 极限 值 就 古 级 
数 (5) 的 和 . 
基于 级 数 与 数列 的 这 种 关系 ,读者 不 难 根据 数列 极限 的 性 质 推 出 下 面 有 关 
级 数 的 一 些 定理 . 
定理 12.1( 级 数 收敛 的 柯 西 准则 ) ”级 数 (1) 收 敛 的 充 要 条 件 是 : 任 给 正 数 
e ,总 存在 正 整数 N ,使 得 当 mx > NN 以 及 对 任意 的 正 整 数 p ,都 有 
ut umt2t+ + unip| < e. (6) 
根据 定理 12.1, 我 们 立刻 可 写 出 级 数 (1) 发 散 的 充 要 条 件 : 存 在 某 正 数 so， 
对 任何 正 整 数 N ,总 存在 正 整 数 mo( > NN) 和 po, 有 
| Unt1 十 Um rt2 十 ”十 Wm+po | 之 e0. (7) 
由 定理 12.1 立即 可 得 如 下 推论 , 它 是 级 数 收敛 的 一 个 必要 条 件 . 
推论 ”车 级 数 (1) 收 敛 , 则 


lim wu, = 0. 


例 3 讨论 调和 级 数 
1 十 方 十 二 十 … 十 1 + 
3 77 
的 敏 散 性 . 
解 ”这 里 调和 级 数 显 然 满 足 推论 的 结论 , 即 
lim u, = lim 一 一 0. 
但 令 p=m 时 ,有 
| | al 
Un Unt2 t+ tuml = ritm+i2It Im 
>|; 123m T "2m 


因此 , 取 so= 二 ,对 任何 正 整数 N, 只 要 mw> N 和 p= m 就 有 (7) 式 成 立 .所 以 
调和 级 数 是 发 散 的 . D 
例 4 应 用 级 数 收敛 的 柯 西 准则 证 明 级 数 习 一 收敛 


和 - RE Er or 
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证 由 于 
| 十 MA+2 十 十 Um | 


1 1 1 
二 一 一 一 一 一 ~~ 十 一 一 一 一 一 下 人 一 -一 -一 
(m+1): (m+2)2™ n+ p) 


1 

m(m+1) (m+1)(m 十 2) (m+p-1)(m+p) 
1 
mm m+p 
1 


< 一 ， 
因此 ,对 任 给 正 数 e, 取 N= | 二 |, 使 当 m >N 及 对 任意 正 整数 p, 由 上 式 就 有 


l 
| wt 十 Uw+42 十 … 十 Um+p | < m < Ee. 


依 定 理 12.1 推 得 级 数 光 二 是 收敛 的 ， 0 

定理 12.2 ”车 级 数 避 wu 与 小 wv, 都 收 化, 则 对 任意 常数 c,d ,级 数 汪 (cu + 
dv, ) 亦 收 伍 , 且 

2 (cu, tdv,)=cou, +d2v,- 

由 定理 12.1, 级 数 沁 u, 的 敛 散 性 取决 于 ;对 任 给 正 数 ,是 否 存在 充分 大 的 
正 数 N ,使 得 当 n >N 及 对 任意 正 整 数 p 恒 有 (6) 式 成 立 .由 此 可 见 ,一 个 级 数 
是 否 收 化 与 级 数 前 面 有 限 项 的 取 值 无 关 . 从 而 我 们 可 得 到 以 下 定理 . 

定理 12.3 去 掉 、 增 加 或 改变 级 数 的 有 限 个 项 并 不 改变 级 数 的 钱 散 性 . 


由 此 定理 知道 , 若 级 数 之， u, 收敛 ,其 和 为 S , 则 级 数 
Za+1T 十 Unt2 十 (8) 
也 收敛 , 且 其 和 尺 =S-S,.(8) 式 称 为 级 数 > wx 的 第 n 个 余 项 (或 简称 余 项 )， 
它 表示 以 部 分 和 S, 代 苦 S 时 所 产生 的 误差 . 
定理 12.4 在 收敛 级 数 的 项 中 任意 加 括号 , 既 不 改变 级 数 的 收敛 性 ,也 不 
改变 它 的 和 . 
证 ”设立 为 收敛 级 数 ,其 和 为 S. 记 


VI = Ut 0 nti TT Un 


UV, -一 Un +1 十 由 昌 四 十 Wn 


现在 证 明 3u， 加 括号 后 的 级 数 27 (ws ,41+ … 二 ws,) = 和 wi 也 收 化 ,上 且 其 和 
也 是 S. 事 实 上 , 设 {S,} 为 收敛 级 数 避 wu 的 部 分 和 数列 , 则 级 数 之 ww 的 部 分 和 


dp fl, ; re a mm 
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数列 ;Su | 是 ;So 的 一 个 子 列 . 由 于 [Si 收敛 , 且 lim S, = S. 故 由 子 列 性 质 ， 
(1S, 1 也 收敛 ， HlimS, =5, 即 级 数 >) vw 收敛 , 且 它 的 和 也 等 于 S. 口 


注意 : 从 级 数 加 括号 后 的 收 敏 ,不 能 推断 它 在 未 加 括号 前 也 收 伍 .例如 
(1-1)+(1-1)+…+(1- 切 +…= 一 0+0+0+…=10 
收敛 ,但 级 数 


1-1+1-1+… 
却 是 发 散 的 . 
习 题 
1. 证 明 下 列 级 数 的 收敛 性 ,并 求 其 和 数 : 
1 1 1 
(1 1.6+611 +11.16 -16 +05n ASnt1) , 


1 1 
(2) 全 
(3) 2 zt TD) 
(4) 2 (v n+2-2vV ntl+vVn); 
(5) DS 全 村 
2. 证 明 : 若 级 数 习 zw 发 散 ,c 关 0, 则 避 cu 也 发 散 . 
3. 设 级 数 忆 wu, 与 习 w 都 发 散 ,试问 (w+ 芭 ) 一 定 发 散 吗 ? 又 若 w, 与 v,(n=1,2， 
…) 都 是 非 负 数 , 则 能 得 出 什么 结论 ? 
4. 证 明 ; 若 数列 1a, | 收敛 于 a, 则 级 数 2 (a — a,41)=a1—a. 
5. 证 明 : 若 数 列 16,1 有 lm6, = , 则 
(1) 级 数 汪 (5,+1 一 5,) 发 散 ; 
(2) 当 bz0 时 ,级 数 呈 ( 闫 一 万 一 ) = 去 
有 第 4,5 大 的 结果 来 下列 角 数 的 和 


(1) > ar n)’ 


(2) S-Di; 


2n+1 
3) 2 crn 


7. 了 阳春 下 列 人 的 
n-12 
(1) Sm (2) 2 


Ey ’ 


VY -= 


2 
(3) 了 (4) 2 
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8. 证 明 级 数 2w, 收敛 的 充 要 条 件 是 ; 任 给 正 数 e ,存在 某 正 整 数 NN, 对 一 切 n>N 总 有 
[uy tuvnt+ tu|<e. 

9. 举例 说 明 .车 级 数 纪 w, 对 每 个 固定 的 p 满足 条 件 
lim + + ts) = 0 


此 级 数 仍 可 能 不 收敛 . 


10. 设 级 数 避 u, 满足 :加 括号 后 级 数 >)(w 41 +… + ，) 收敛 (zi = 0), 且 在 同一 括 
号 中 的 Ur + Un +12 ?Un 4 符号 相同 ;证明 2 z， 亦 收 化. 


天 


$2 正 项 级 数 


一 ， 正 项 级 数 收 伍 性 的 一 般 判 别 原则 

若 数 项 级 数 各 项 的 符号 都 相同 , 则 称 它 为 同 号 级 数 . 对 于 同 号 级 数 ,只 须 研 
究 各 项 都 是 由 正 数组 成 的 级 数 一 一 称 为 正 项 级 数 . 如 果 级 数 的 各 项 都 是 负数 , 则 
它 乘 以 -1 后 就 得 到 一 个 正 项 级 数 ,它们 具有 相同 的 人 症 散 性 . 

定理 12.5 正 项 级 数 u, 收敛 的 充 要 条 件 是 :部 分 和 数列 |!S, | 有 界 , 即 存 
在 某 正 数 M ,对 一 切 正 整数 nx 有 S,<M. 

证 由 于 ,>0(i=1,2,…), 所 以 {S| 是 递增 数列 .而 单调 数列 收 合 的 充 
要 条 件 是 该 数列 有 界 ( 单 调 有 界定 理 (定理 2.9)). 这 就 证 得 本 定理 的 结论 . 中 

定理 12.6( 比 较 原 则 ) 设立 xx 和 vw, 是 两 个 正 项 级 数 ,如 果 存 在 某 正 数 
N ,对 一 切 n>>N 都 有 
(1) 
则 

(i) 车 级 数 纪 vw 收 仑 , 则 级 数 沁 wu， 也 收 伍 ; 

(ii) 车 级 数 六 zz， 发 散 , 则 级 数 > wv, 也 发 散 . 

证 因为 改变 级 数 的 有 限 项 并 不 影响 原 有 级 数 的 敛 散 性 ,因此 不 妨 设 不 等 
式 (1) 对 一 切 正 整数 都 成 立 . 

现 分 别 以 S 和 S” 记 级 数 Du, 与 vw 的 部 分 和 .由 (1) 式 推 得 ,对 一 切 正 
整数 n ,都 有 

S'S (2) 

车 忆 un 收敛 , 即 lim S; 存在 , 则 由 (2) 式 对 一 切 x 有 Ss 亿 lim S;, 即 正 现 级 数 
5 ww 的 部 分 和 数列 {S 直 有 界 , 由 定理 12.5 级 数 沁 wus 收敛 .这 就 证 明了 了 (i);(ii) 
为 中 的 逆 否 命题 ,日 然 成 立 . 四 


$2 正 项 级 数 7 


例 1 考察 2 一 ~ 二- 的 收 伊 性 
1 1 1 1 
ntl nn n(n -入 部 
因为 正 项 级 数 > 0 收 化 ($1 例 4)， 故 由 定理 12.6 和 12.3, 级 数 
De 口 
在 实际 使 用 上 ,比较 原则 的 下 述 极限 形式 通常 更 为 方便 . 
推论 设 
MI 十 2 十 + un 十 (3) 
Ut 十 U2 十 ，。 十 UU 十 。.。 (4) 
是 两 个 正 项 级 数 , 乔 
lim — = 1， (5) 
则 
(i) 当 0<L<+% 时 ,级 数 (3)、(4) 同 时 收敛 或 同时 发 散 ; 
(ii) 当 1=0 且 级 数 (4) 收 敛 时 ,级 数 (3) 也 收敛 ; 
(iii) 当 1= + oo 且 级 数 (4) 发 散 时 ,级 数 (3) 也 发 散 . 
证 由 (S$) ,对 任 给 正 数 es ,存在 某 正 数 N, 当 n>>N 时 ,和 恒 有 
7 ,< € 
或 
(1 -ev <u, < (+e)v,. (6) 


由 定理 12.6 及 (6) 式 推 得 , 当 0<l1< + ceo( 这 里 设 e<1) 时 ,级 数 (3) 与 44) 同 时 


收敛 或 同时 发 散 .这 就 证 得 (0). 
对 于 (i), 当 !=0 时 ,由 (6) 式 右 半 部 分 及 比较 原则 可 得 : 若 级 数 (4) 收 敛 , 则 


级 数 (3) 也 收敛 . 
对 于 (证 ) ,和 若 /= + ec , 即 对 任 给 的 正 数 M ,存在 相应 的 正 数 N, 当 nN 


时 ,都 有 


或 


re i 
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于 是 由 比较 原则 知道 , 若 级 数 (4) 发 散 , 则 级 数 (3) 也 发 散 ] 
例 2 级 数 
、1 
7 一 天 
是 收 钱 的 ,因为 
1 
i = a 
I ni 


以 及 等 比 级 数 宗方 收 伊 ,所 以 根据 推论 ,级 数 实 5 一 也 收敛 
例 3 级 数 
2 sin 4 =sin 1 十 Sin 广 + .inl+ a 
4 n 


是 发 散 的 .因为 
. 1 
sin 一 
lim 四 = 1, 


eh 


ni 

根据 推论 以 及 调和 级 数 沁 二 发 散 , 所 以 级 数 卫 sin 一 也 发 散 ， D 

二 比 式 判别 法 和 根 式 判别 法 

根据 比较 原则 ,可 以 利用 已 知 收敛 或 者 发 散 级 数 作为 比较 对 象 来 判别 其 他 
级 数 的 敛 散 性 . 本 段 所 介绍 的 两 个 方法 是 以 等 比 级 数 作为 比较 对 象 而 得 到 的 . 

定理 12.7( 达 朗 贝尔 判别 法 ,或 称 比 式 判别 法 ) 设法 u 为 正 项 级 数 , 且 存 
在 某 正 整数 No 及 常数 g(0<<g 达 1). 

(i) 若 对 一 切 n > No, 成 立 不 等 式 


Un+l 
人 过 gg， (7) 
则 级 数 >)x， 收 皱 . 
(ii) 若 对 一 切 n > No ,成 立 不 等 式 


“tl 1， (8) 
天 7 
则 级 数 > xx 发散. 
证 (〈i) 不 妨 设 不 等 式 (7) 对 一 切 之 1 成 立 , 于 是 有 
U2 3 or ,.. 
nq WS i a 


把 前 n 一 1 个 不 等 式 按 项 相 乘 后 ,得 到 


2 ,#3 Un 1 
u dd 
1 U2 Ul 
或 者 
-1 
二 21d 


由 于 当 0<g<1 时 ,等 比 级 数 >， Y o" 工 收敛 , 根据 比较 原则 及 上 述 不 等 式 可 推 得 


级 数 > zw 收敛 | 
(ii) 由 于 nn 之 No 时 成 立 不 等 式 (8), 即 有 
Url 之 Km 之 UN 
于 是 当 n 一 ww 时 ,wu, 的 极限 不 可 能 为 零 .由 定理 12.1 推论 知 级 数 2 nu 是 发 散 
的 . 口 
推论 1( 比 式 判 别 法 的 极限 形式 ) 若 >x， 为 正 项 级 数 , 且 


Ut+ 
lim ~ = dg， (9) 


er 
nn Wy, 


则 

(i) 当 g<<1 时 ,级 数 >u, 收 化; 

(ii) 当 g>1 或 g=+oco 时 ,级 数 > xn 发 散 . 

证 由 (9) 式 ,对 任意 取 定 的 正 数 e(<|1 一 g|1), 存 在 正 数 N, 当 n>>N 时 ， 
都 有 


当 g<1 时 , 取 e 使 y+e<1, 由 上 述 不 等 式 的 右 半 部 分 及 定理 12.7 的 (让 ), 推 得 
级 数 > zx， 是 收敛 的 . 

若 go>1, 则 取 es 使 g -se>1, 由 上 述 不 等 式 的 左 半 部 分 及 定理 12.7 的 (ii)， 
推 得 级 数 > wx， 是 发 散 的 . 

若 g= +%, 则 存在 N, 当 n>>N 时 有 


Tatl ~、 1], 
并 六 
所 以 这 时 级 数 2z， 是 发 散 的 . HL 
例 4 级 数 
2 2.5 2.5.8 2:5.8…p[2+3(72 一 1 .. 
十 人 4 
由 于 
。 nt+i 2+3n 3 
lim = lim +4n -4<1; 
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根据 推论 1 级 数 是 收敛 的 . 0 
例 5 讨论 级 数 >nr” “(xz>0) 的 敛 散 性 . 
解 ” 因 为 


u + Dr +1 
at 一人 Dz = 工 ， 一 —> x(n— %), 


U, 


根据 推论 1, 当 0<z<i 时 级 数 收 伍 ; 当 过 >1 时 级 数 发 散 ; 而 当 芝 =1 时 ,所 考 
察 的 级 数 是 2? , 它 显然 也 是 发 散 的 . 口 
若 (9) 中 g =1, 这 时 用 比 式 判别 法 不 能 对 级 数 的 钱 散 性 作出 判断 ,因为 它 可 


能 是 收敛 的 ,也 可 能 是 发 散 的 . 例如 级 数 习 -5 和 习 -， ,它们 的 比 式 极限 都 是 


w 
ntl > 


WU, 


(n — co )， 


但 江 古 是 收敛 的 (1 例 4) ,而 忆 志 却 是 发 散 的 ($1 例 3). 


若菜 级 数 的 (9) 式 的 极限 不 存在 , 则 可 应 用 上 、 下 极限 来 判别 
推论 2 设 u, 为 正 项 级 数 . 


1 


(i) 车 jim 一 = q<1, 则 级 数 收敛 ; 
(i) 着 lim 一 = g>1, 则 级 数 发 散 . 
对 本 推论 读者 可 仿照 推论 1 的 方法 证 明 . 
例 6 研究 级 数 z 
/ 1+b+b+ bct bc tt be + bc + (10) 
的 敛 散 性 ,其 中 0<2< <. 
解 由 于 
Unil b,n 为 柯 数 
Un cc, 为 偶数 
故 有 
l atl -| 一 atl 一 用 


托 


干 是 , 当 c<1 时 ,级 数 (10) 收 敛 ; 当 5>1 时 ,级 数 (10) 发 散 ; 但 当 5<1<c 时 , 比 式 判别 法 元 


法 判断 级 数 (10) 的 伍 散 性 . 0 
定理 12.8( 柯 西 判 别 法 ,或 称 根 式 判 别 法 ) 设 之 tr 为 正 项 级 数 , 且 存 在 菏 
正 数 No 及 正常 数 1， 
(i) 若 对 一 切 n> Ni ,成 立 不 等 式 
Vu, <l<1, (11) 


则 级 数 2>)u, 收敛 ; 


no ri i _ ie eh tet 
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(i) 在 对 一 切 n > No, 成 立 不 等 式 


Yun 之 1 (12) 
则 级 数 2,u, 发 散 . 
证 由 (11) 式 有 
u, SL . 


因为 等 比 级 数 盖 亚当 0<7Z<1L 时 收敛 , 故 由 比较 原则 ,这 时 级 数 二 xn 也 收 伍 , 对 
于 情形 (i) ,由 (12) 式 可 推 得 


xz 之 1 = 
当 n 一 co 时 ,显然 不 可 能 以 零 为 极限 ,因而 由 级 数 收敛 的 必要 条 件 可 知 ,级 数 
> xz， 是 发 散 的 . [1 
推论 1( 根 式 判 别 法 的 极限 形式 ) 设 2u， 为 正 项 级 数 , 且 
lim Vu, = 7， (13) 


则 
(i) 当 Z<1 时 ,级 数 > zx 收 伍 ; 
(ii) 当 !/ >1 时 ,级 数 >2 wu 发散. 
证 由 (13) 式 , 当 取 s<11- /| 时 ,存在 某 正 数 NN, 对 一 切 nN ,有 
lI-e<Vu, <l+e. 
于 是 由 定理 12.8 就 能 得 到 这 个 推论 所 要 证 明 的 结论 . 品 


例 7 研究 级 数 习 2 十 5 的 化 散 性 ， 


解 由 于 
lim Yu = lim v2+(- 1 


oo ro 


所 以 级 数 是 收敛 的 . 
基 在 (13) 式 中 ! ==1, 则 根 式 判别 法 仍 无 法 对 级 数 的 敛 散 性 作出 判断 ,例如 ， 
对 习 二 和 了 二 ,都 有 
nl n 
但 交 三 是 收 化 的 ,而 部 却 是 发 散 的 . 


车 (13) 式 的 极限 不 存在 , 则 可 根据 根 式 x ,的 上 极限 来 判断 
推论 2 设 2u, 为 正 项 级 数 , 且 
则 当 
(i) 1<1 时 级 数 收敛 ; 
(i) 71>1 时 级 数 发 散 . 
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本 推论 的 证 明 可 仿照 推论 1 的 证 法 进行 . 
例 8 考察 级 数 
人 
其 中 0<b<ec<1l. 
解 ” 由 于 
Co 
Vu {a 人 
及 


[im Yu, 一 Ye < ] ， 
因此 级 数 是 收敛 的 .但 车 应 用 比 式 判别 法 , 则 由 于 


lim tl 一 lim 人 二 十 co ， 
Non i p 
于 十 下 
lm 2 -lim 元 - =0<1， 
no UW, no © 
则 无 法 应 用 定理 12.7 推论 2 判断 其 收敛 性 . 0 
读者 已 从 第 二 章 总 练习 题 4(7) 知 道 ,和 
。 ntil 
lim 2 ~ 
则 必 有 
lim Vu, = gq. 


这 说 明 凡 能 由 比 式 判别 法 鉴别 收敛 性 的 级 数 , 它 也 能 由 根 式 判 别 法 来 判断 ,而 且 
可 以 说 , 根 式 判 别 法 较 之 比 式 判别 法 更 有 效 .例如 ,级 数 2+ 由 于 


3 
. Uy . 2 3 
lim = lim 二 六， 

em-1 

1 

2m+1 
- 2m+l1 _ 1: 2 工 
lim lim 一 6 和 
mMm— 0 Up WI oo 3 

“了 


故 由 比 式 判 别 法 无 法 鉴别 此 级 数 的 收敛 性 .但 应 用 根 式 判别 法 来 考察 这 个 级 数 
( 例 7) ,可 知 此 级 数 是 收敛 的 . 


三 ”积分 判别 法 
积分 判别 法 是 利用 非 负 函 数 的 单调 性 和 积分 性 质 ,并 以 反常 积分 为 比较 对 
象 来 判断 正 项 级 数 的 敛 散 性 . 


定理 12.9 设 /为 [1, +o0) 上 非 负 减 函 数 ,那么 正 项 级 数 宛 f(n) 与 肥 常 


La eta un. 岂 一 让 是 ，… 恒 
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积分 | f(z)dz 同时 收 全 或 同时 发 散 


证 由 假设 f 为 [1, + co) 上 非 负 减 函数 ,对 任何 正 数 A,f 在 [1, A] 上 可 
积 ,从 而 有 


f(n) < fr)dr< fn -1),n = 2,3,…. 
依次 相 加 可 得 
Pn) S| fr)dr < Pfr -1) = Spen). (14) 


Nn 二 2 


车 反常 积分 收敛 , 则 由 (14) 式 左边 ,对 任何 正 整 数 mx ,有 
SS = Sp(n) < f(1) + | f(x)dz < f(1)+ | Fez)dz 


根据 定理 12.5 ,级 数 卫 F(z ) 收 化. 
反之 , 若 闵 F(z) 为 收敛 级 数 , 则 由 (14) 式 右边 ,对 任 一 正 整数 mm (>1) 有 


| rodazs ss)=sS， (15) 
因为 /(z) 为 非 负 减 函 数 , 故 对 任何 正 数 A ,都 有 
0 和 | fr)dr < s, < S,n 奈 Antt+l1. 

联系 (15) 式 及 定理 11.2 得 反常 积分 | f(z)dz 收 全 

用 同样 方法 ,读者 可 以 证 明 交 f(n) 与 ] f(z)dx 是 同时 发 散 的 。 “0 

例 9 讨论 p 级 数 避 -的 合 散 性 ， 

解 函数 f(z)= 占 , 当 p>0 时 在 [1, + co) 上 是 非 负 减 函数 ,由 第 十 一 章 
$ 2 例 3 知道 反常 积分 ” 竖 在 户 >1 时 收 全,P<1 时 发 散 , 故 由 定理 12.9 得 
5) 二 当 pp>1 时 收 化, 当 0<p<1 时 发 散 .至 于 p<0 的 情形 , 则 可 由 定理 12.1 
推论 知道 它 也 是 发 散 的 ， D 

例 10 讨论 下 列 级 数 

.Ne 1 SS 1 

2 (ln n)? (ii) 2 (ln n) (lnln 1) 


n=2 } n=3 1 


的 敛 散 性 . 
解 研究 反常 积分 | 。 -5, 由 于 


x(n xz)? 


FE ”ae PE ir a mT tl 和 恒 
. pe dh He 
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| dz -| dz | 嵌 

2 Zn 六 六 2 (ln xzx)? in2 w? 

当 p>>1 时 收敛 ,p 志 1 时 发 散 .根据 定理 12.9 知 级 数 (i) 在 p>1 时 收敛 ,p 志 1 
时 发 散 . 


,。 和 dz 和 11 
对 于 (ii) ,考察 有 反常 积分 | ZOm Zan 7) 同样 可 推 得 级 数 (i) 在 p>1 


时 收 全 ,在 p 二 1 时 发 散 . | 

" 拉 贝 判别 法 

比 式 判别 法 和 根 式 判 别 法 是 基于 把 所 要 判断 的 级 数 与 某 一 等 比 级 数 相 比 较 的 想法 而 得 
到 的 ,也 就 是 说 ,只 有 那些 级 数 的 通 项 收敛 于 替 的 速度 比 某 一 等 比 级 数 收敛 速度 快 的 级 数 ,这 
两 方法 才能 鉴定 出 它 的 收敛 性 .如 果 级 数 的 通 项 收敛 速度 较 慢 ,它们 就 无 能 为 力 了 .因此 为 了 
获得 判别 范围 更 大 的 一 类 级 数 ,就 必须 寻找 级 数 的 通 项 收敛 于 零 较 慢 的 级 数 作 为 比较 标准 . 

以 p 级 数 为 比较 标准 ,得 到 拉 贝 (Raabe) 判 别 法 , 现 介绍 如 下 : 

定理 12,10( 拉 中 判别 法 ) 设 沁 wu, 为 正 项 级 数 , 且 存在 某 正 整数 No 及 常数 ~， 

(i) 车 对 一 切 2 > No ,成 立 不 等 式 


(1- > >1, 


En 


则 级 数 羡 zz 收敛 ; 
(i) 车 对 一 切 n > No ,成 立 不 等 式 


则 级 数 吕 发 散 
证 〈i) 由 a (1- 1 >r 可 得 竺 <1- 工 . 选 p 使 1<p<r. 由 于 


1 
Cs da ad-ao 主 。， 
= lim rz iim 7 r 


n 


因此 ,存在 正 数 N ,使 对 任意 n>N, 


这 样 


和 < 


于 是 , 当 n>>N 时 就 有 
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_(N- 1)? 
= un. 


当 p>1 时 , 忆 世 收敛 , 故 级 数 习 ww 是 收敛 的 . 


(ii) 由 (1- et < 可 得 开 并 >1 一 赴 = 一 1 ,于 是 


n n 


因为 也 让 发 散 , 故 忆 us 是 发 散 的 D 
推论 ( 拉 贝 判别 法 的 极限 形式 ) 设 吕 w 为 正 项 级 数 , 且 极限 


. 7 
liImn[1- i=r 
开 一 0 uu 


六 


存在 , 则 
(i) 当 r>1 时 ,级 数 22z 收敛 ; 
(ii) 当 r<1 时 ,级 数 >u, 发 散 ， 
例 11 讨论 级 数 


ez 9 


当 了 一 1,2,3 时 的 镶 散 性. 
解 无论 ;=1,2,3 哪 一 值 , 对 级 数 (16) 的 比 式 极 限 ,都 有 


所 以 用 比 式 判 别 法 无 法 判别 级 数 (16) 的 伍 散 人 狂 . 现 在 应 用 拉 贝 判别 法 来 讨论 , 当 s=1 时 ,由 
于 


M+ 2n+] 1 
"(i -六 mn 人 (1 和 5 二 2 = 2 (n>) 
所 以 级 数 (16) 是 发 散 的 . 当 s=2 时 ,由 于 
Unt 2n+ 1\° m(47 十 3 
na 人 1- 2 = n|1- (于 二) |= ee (n> %), 
这 时 拉 贝 判别 法 也 无 法 对 级 数 (16) 作 出 判断 . 当 ;=3 时 ,由 于 
Uy) (22+1 人 1 xn(l2n +1l8n+7) 3 wo 
"(1- 2 )= li (名 ) | (2n + 2) 2 ("7 
所 以 级 数 (16) 收 化. 口 
从 上 面 看 到 , 比 式 判别 法 有 其 局 限 性 , 拉 贝 判别 法 虽然 判别 的 范围 比 它 更 广泛 些 , 但 当 = 
1 时 仍 无 法 判别 .我 们 还 可 以 建立 比 拉 贝 判别 法 更 为 有 效 的 方法 ,但 这 个 过 程 是 无 限 的 .虽然 每 
次 都 能 得 到 新 的 、 判 别 范围 更 广泛 的 判别 法 ,但 这 些 判 别 法 也 更 加 复杂 .这 里 就 不 再 介绍 了 . 
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习 起 


1. 应 用 比较 原则 判别 下 列 级 数 的 伍 散 性 : 


、 1 
1) -3; 
(1) Dri; 


(2) 2 2"sin 3 


\、 1 vs T1I 
(3 ~ (4) A (nan) 
S 1 ，1] 
S$S) SLIll~cos—— |}; 6) > ; 
($5) ( cos 一 ) (6) - 


(7) VYa -1) (a>1); 


(8) 2 ry 


(9) Lal +a 7 -2) (a>0). 
2. 用 比 式 判别 法 或 根 式 判别 法 鉴定 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


(1) S13 2 D, (2) Det 
nl! n 


(3) S (F721) ; (4) 23， 


2 又 fw， 
(5) YE; (6) Bn 
六 


(7) 5 (2) (其 中 a, a(n>o);as;b,4a~>0, 且 a Kb). 
3. 设 记 us 和 > 为 正 项 级 数 , 且 存 在 正 数 No ,对 一 切 n> No, 有 


a | < 一 Unt+1 
~ 各 
Cn Un 


证 明 , 若 级 数 避 vw 收 化 , 则 级 数 忆 wu 也 收 伍 ; 若 us 发 散 , 则 wv 也 发 散 . 
4. 设 正 项 级 数 避 a, 收敛, 证明 2e“ 亦 收 化 ;试问 反之 是 否 成 立 ? 
5. 设 a, 宇 0,n =1,2， …., 且 | na, 有 界 , 证 明 2a5 ”收敛 . 


6. 设 级 数 半 a? 收敛 ， 证 明 D 之 (a&， >0) 也 收敛 . 


7. 设 正 项 级 数 避 wu, 收 剑 ,证 明 级 数 立 V 二 克也 收 系 ， 
8， 利用 级 数 收 敏 的 必要 条 件 ， 证 明 下 列 等 式 : 


(1) lm 1 3 =0; (2) lim ‘2 =0 (a>1). 
9. 用 积分 判别 法 讨论 下 列 级 数 的 伊 散 性 ， 
(1) Dz; (2) 了 -到 


SI 1  ， 1 
(3) 2 nln nln(ln xn)’ (4) >， n(ln n)? (nin n)? 


10. 设 |a | 为 递减 正 项 数列 ,证明 : 级 数 》) a, 与 习 2”aJm 同 时 收敛 或 同时 发 散 . 


Or 
| 大 
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11 . | 


27 一 1) 1 
(D 3 让 ‘(2n) pt (2) DT (x>0). 


12. 用 根 式 判别 法 证 明 级 数 2-"-( -0 收敛 ,并 说 明 比 式 判别 法 对 此 级 数 无 效 . 
13. 求 下 列 极限 (其 中 户 >1): 


1 4 1 
DD inl Gr tr m7 
1 
(2) lim ( rt seat 下 
14. 设 a,>0, 证 明 数列 和 (1+ ai)(1 + a2)…(1+ ay) 与 级 数 >a 同时 收 印 或 同时 发 艇 ， 


$3 一般 项 级 数 


上 节 我 们 讨论 了 正 项 级 数 的 收敛 性 问题 ,关于 一 般 数 项 级 数 的 收敛 性 判别 
问题 要 比 正 项 级 数 复杂 ,本 节 只 讨论 某 些 特殊 类 型 的 级 数 的 收 人 钱 性 问题 . 


一 ”交错 级 数 

若 级 数 的 各 项 符号 正 负 相同 , 即 

1 一 MU2 十 2MW3 一 2M4 十 … 十 (一 1)”™ "a, 十 …。 (ze >0,n = 1,2,…), (1) 
则 称 (1) 为 交错 级 数 . 


定理 12.11( 莱 布 尼 茨 判别 法 ) ” 若 交 错 级 数 (1) 满 足下 述 两 个 条 件 : 
(i) 数列 jx | 单调 递减 ; 
(ii limu, =0, 


则 级 数 (1) 收 伍 . 
证 ”考察 交错 级 数 (1) 的 部 分 和 数列 | S, | , 它 的 奇数 项 和 偶数 项 分 别 为 
D2m-l = MI 一 (az 本 w3) 一 ”一 (22 本 2 1) ， 


Szm = (ui1 — U2) + (za 一 MU4) + "十 (Usm-1 一 W 2m ) 
由 条 件 ( 刘 ,上 述 两 式 中 各 个 括号 内 的 数 都 是 非 负 的 ,从 而 数列 { Sn -1 是 递减 
的 ,而 数列 | S;。} 是 递增 的 .又 由 条 件 (已 知道 
0< S21- Sm = us, 0 (7 一 oo)， 
从 而 1[S， , S2, 1] 是 一 个 区 间 套 .由 区 间 套 定理 ,存在 惟一 的 一 个 数 S ,使 得 


lim >2m- i 一 = lim S2m = = 5. 


所 以 数列 S,| 收敛， 即 级 数 (1) 收 敛 ， J 
推论 若 级 数 (1) 满 足 莱 布 尼 芯 判别 法 的 条 件 , 则 收敛 级 数 (1) 的 余 项 信 计 
式 为 
Rs 委 wnt 


对 于 下 列 交错 级 数 应 用 莱 布 尼 芯 判别 法 检验 ,容易 检验 它们 都 是 收 化 的 . 
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1 


1 一 方芳) (2) 
1 1 1 及 十 1 
1-t5 Dt (3) 
二 ”绝对 收敛 级 数 及 其 性 质 
若 级 数 
1 (5) 
各 项 绝对 值 所 组 成 的 级 数 
ul + ul + e+ | un) + (6) 
收敛 , 则 称 原 级 数 (5) 为 绝对 收敛 . 


定理 12.12 绝对 收敛 的 级 数 一 定 收 合 . 
证 ”由 于 级 数 (6) 收 全 ,根据 级 数 的 柯 西 收敛 准则 ,对 任意 正 数 。, 总 存在 正 
数 N ,使 得 对 n >N 和 任意 正 整数 >, 有 


| | 十 7 十 十 | u, ,| < E ， 


由 于 

[tr SE url + umt2| 十 全 十 上 | < e， 
因此 由 柯 西 准则 知 级 数 (5) 也 收 纹 . D 

对 于 级 数 (5) 是 否 绝对 收 伊 ,可 引用 正 项 级 数 的 各 种 判别 法 对 级 数 (6) 进 行 
考察 . 

例 1 级 数 

So a” ” 
1 + 

的 各 项 绝对 值 所 组 成 的 级 数 是 


5lel lal+ lg + +t e+. 


ni 


应 用 比 式 判别 法 ,对 于 任何 实数 a 都 有 


。 | w+ | 。 | 
im TE = ima i= 0 
因此 ,所 考察 的 级 数 对 任何 实数 a 都 绝对 收敛. 中 


若 级 数 (5) 收 敛 ,但 级 数 (6) 不 收敛 , 则 称 级 数 (5) 为 条 件 收敛 . 
例如 级 数 (2) 是 条 件 收敛 ,而 级 数 (3) (4) 则 是 绝对 收 伍 ， 

全 体 收敛 的 级 数 可 分 为 绝对 收 伍 级 数 与 条 件 收敛 级 数 两 大 类 
下 面 讨论 绝对 收敛 级 数 的 两 个 重要 性 质 . 

1. 级 数 的 重 排 
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我 们 把 正 整数 列 |1,2,…,n,…| 到 它 自身 的 一 一 映射 /:n->k(n) 称 为 正 
整数 列 的 重 排 ,相应 地 对 于 数列 fw |} 按 映射 下 : ui(,) 所 得 到 的 数列 和 0, | 


称 为 原 级 数 的 重 排 . 相应 于 此 ,我 们 也 称 级 数 > wi,,) 是 级 数 (5) 的 重 排 .为 所 


述 上 的 方便 , 记 w = we), 即 把 级 数 >》 wi) 写作 


VI 二 vy 二 + 十 wa 十 …*. (7) 
定理 12.13 设 级 数 (5) 绝 对 收敛 , 且 其 和 等 于 S$, 则 任意 重 排 后 所 得 到 的 级 
数 (7) 也 绝对 收敛 亦 有 相同 的 和 数 . 


证 ” 先 假 设 级 数 (5) 是 正 项 级 数 , 用 S, 表示 它 的 第 个 部 分 和 . 现 以 
0 = V+ vt "tv, 
表示 级 数 (7) 的 第 m 个 部 分 和 .因为 级 数 (7) 为 级 数 (5) 的 重 排 ,所 以 每 一 vi(1 专 km) 都 等 
于 某 一 ui (1<kSm).ii 
n = max{il,i2,."",im|, 
则 对 任何 m ,都 存在 ”使 , 委 S,，. 
由 于 lm Sn 一 S, 所 以 对 任何 正 整数 m 都 有 co 委 S, 即 得 级 数 (7) 收 敛 , 且 其 和 oS. 
由 于 级 数 (5) 也 可 看 作 级 数 (7) 的 重 排 ,所 以 也 有 So, 从 而 推 得 o= 5 
若 级 数 ($) 是 一 般 项 级 数量 绝对 收 敏 , 则 由 级 数 (6) 收 和 敛 及 上 述 证 明 可 推 得 级 数 之 | | 也 
收敛 , 即 级 数 (7) 是 绝对 收敛 的 . 
最 后 证 明 绝 对 收敛 级 数 (7) 的 和 也 等 于 S. 为 此 , 令 


p= = (8) 
当 ww 志 0 时 , 户 =z 刀 人 0,9q = 二 0; 当 wu,<0 时 ,p=0,4g, = [2 = 一 由 人 0. 从 而 有 

0<p <ul, O04 <lu,l, (9) 

pnt+ qn =| al pn qn = Un- (10) 


因为 级 数 (5) 绝 对 收敛 , 故 由 (9) 知 道 六 六, >q。 都 是 正 项 的 收敛 级 数 .再 由 定理 12.2 可 得 
S= Ou, = 2 p,q- 
对 于 级 数 ($) 重 排 后 所 得 到 的 级 数 (7) ,也 可 按 (8) 式 的 办 法 ,把 它 表 示 为 两 个 收敛 的 正 项 级 数 
之 差 
Dw, = pn- 2 qn 
其 中 p,q 分别 是 2 p,, 29 的 重 排 ,前面 已 经 证 明 收 和 敛 的 正 项 级 数 重 排 后 , 它 的 和 不 
恋 ,从 而 有 
Dv = pq = pr Hdn™ 5. 0 

注意 : 由 条 件 收 合 级 数 重 排 后 所 得 到 的 新 级 数 ,即使 收敛 ,也 不 一 定 收 全 于 
原来 的 和 数 . 而 且 条 件 收敛 级 数 适当 重 排 后 ,可 得 到 发 散 级 数 ,或 收敛 于 任何 事 
先 指定 的 数 .例如 级 数 (2) 是 条 件 收敛 的 , 设 其 和 为 A, 吨 


i oo I i rr i 
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/nal 1 , 1 1 1 1 1 上 工 
CD nl T1341+5-6+7- B81"=A. 
乘 以 常数 广 后 ,有 
1、 +11]_1 1_.1i1 1 ._A 
2 1) nF 41t6 B81 -3 
将 上 述 两 个 级 数 相 加 ,就 得 到 | 
1 1 1 1 1 3 
1+3 十 十 也 4 十 = 方 人 A 
2. 级 数 的 来 积 


由 定理 12.2 知道 , 符 盖 x 为 收敛 级 数 ,a 为 肖 数 , 则 
a 2 un = 2 au,, 


由 此 立刻 可 以 推广 到 收敛 级 数 2, wx 与 有 限 项 和 的 乘积 , 即 


n=1i 


(al 二 C， 十 ”十 Cn ) Du - 一 >) > ou 


现在 讨论 在 什么 条 件 下 能 把 它 -推广 到 无 穷 级 数 之 间 的 乘积 上 去 ? 
设 有 上 收 合 级 数 
>, Ut ut"+ wu,+t+'"…=A, (11) 
yo tt “+ wv 十 … 二 BB. (12) 


把 级 数 (11) 与 (12) 中 每 一 项 所 有 可 能 的 乘积 列 成 下 表 : 


UU UUV02 WIU3 1 UIUn 
MI UIUF UIU3 1 U2 Uy, 
U3UI U3U2 U3U3 1°' U3 Un (13) 
UnU! UnU2 UnU3 “ Wn Un 


这 些 乘积 uv, 可 以 按 各 种 方法 排 成 不 同 的 级 数 ,常用 的 有 按 正方 形 顺序 或 按 对 
角 线 顺序 (图 12 一 1 所 示 ) 依 次 相 加 ,于 是 分 别 有 
Uv + Uv2 十 U02 + U2V1 + U1VI3 + U2v3 + U3v03 + MU3V2 + U3V1 T° 
(14) 
和 


UIVUI 十 WiV2 十 uv1 t+ MIW3 十 U2v2 十 U3U1 十 (15) 
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uv 


A 


J 


图 12-1 
定理 12.14( 柯 西 定 理 ) 若 级 数 (11) (12) 都 绝对 收敛 , 则 对 (13) 中 所 有 乘 
积 uv 按 任意 顺序 排列 所 得 到 的 级 数 习 zu 也 绝对 收敛, 是 其 和 等 于 AB. 
证 以 S, 表示 级 数 > | z | 的 部 分 和 ，, 即 
Si = | ml + jaz|+……+| nl|， 
其 中 vw = wi v0; (k=1,2,. ,7n),ic 


mn 二 max{i1, 71 72,129", i ,Jn ’ 


As = | 加 | + |u| + + |u,|, 
Ba, = | zl| + | v2 | + t+ | wl 
则 必 有 
S, < AnB,. (16) 


由 定理 条 件 , 级 数 (11) 与 (12) 都 绝对 收 化, 因而 沁 |w, | 与 也 |v, | 的 部 分 和 数列 A,1 和 1B, 1 都 
是 有 界 的 .于 是 由 不 等 式 (15) 知 | S.} 是 有 界 的 ,从 而 级 数 盖 ro 绝对 收 合 . 

由 于 绝对 收敛 级 数 具有 可 重 排 的 性 质 ,也 就 是 说 级 数 的 和 与 采用 哪 一 种 排列 的 次 序 无 
关 . 为 方便 求 和 ,采取 级 数 (14)( 按 正方 形 硕 序 ) 并 对 各 被 加 项 取 插 号 , 即 
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1Z1 十 (xl vw 十 U2 v2 十 u2v1) 十 (ul v3 十 uv3 tt U3v3 十 WW3v2 + u3v1) 二 一 :， 
把 每 一 括号 作为 一 项 ,得 新 级 数 
pit p+ pa3t + pa + *, (17) 
它 与 级 数 27w 同时 收敛 , 且 和 数 相同 . 现 以 P, 表示 级 数 (17) 的 部 分 和 , 它 与 级 数 (11),(12) 
的 部 分 和 A, 与 B, 有 如 下 关系 式 : 


P = A,B,. 
从 而 有 
lim P, = lim A.B. = lim A, lim B, = AB. 口 
例 2 等 比 级 数 
| =1+r+i+r +…+r+, IIrI<1l 
1l—r 


是 绝对 收敛 的 .将 (xr")* 按 (15) 的 顺序 排列 , 则 得 到 

— —1+(r+r)+ (r+rt+tr)+ + (rr? 二 r)+ 

(1 一 >) 人 

=1]+2r+3r + + (n+1)r” t+. D 

三 ” 阿 贝 耳 判 别 法 和 狱 利 克 雷 判别 法 

本 段 介 绍 两 个 判别 一 般 项 级 数 收敛 性 的 方法 , 先 引 进 一 个 公式 : 

引 理 ( 分 部 求 和 公式 ,也 称 阿 贝 耳 变换 ) 设 6,,v(i=1,2,…,n) 为 两 组 实 
数 , 厂 令 

oO, = V+ vy (有 = 1,2,…,n), 

则 有 如 下 分 部 求 和 公式 成 立 : 

De = (ei 一 e2)01 + (sy 一 s3)02 十 … 二 (se，; — en)G 1 + eo, (18) 

证 以 v1 三 01;V, 二 0, 一 06_1(k 二 2,3,…,n) 分 别 习 以 ei(k=1,2,.…,n), 
整理 后 就 得 所 要 证 的 公式 (18). OD 

推论 ( 阿 贝 耳 引 理 ) 者 

(i) el,sz,，…,s， 是 单调 数组 ; 

(ii) 对 任 一 正 整 数 (1 志 k 志 nn) 有 |o| 志 A( 这 里 6 = vi … 十 Vv; ) ; 则 记 
e = max| si 时 ,有 


| > eo, | 过 3eA. (19) 
k=1 
证 由 (知道 
ET 一 ee29 E20 83 8Ezz-l ~ En 


都 是 同 号 的 .于 是 由 分 部 求 和 公式 及 条 件 (i) 推 得 
> CrUk 


一 | (si 一 E23)0] 十 (e,» 一 e3)02? 十 "十 《2 一 En ) On 1 下 en | 


2 
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<<4| (el — €2) +(e; — €3) 十 十 (se，! — e,)| +Ale | 
=Ale/—e,|+Ale,| 
<A4( si +2|e,|) 


<3s4. | 0 
现在 讨论 级 数 
Sab, =abit abs t+ arbn + (20) 
收 义 性 的 判别 法 . 
定理 12.1S( 阿 贝 耳 判别 法 ) 若 1a, | 为 单调 有 界 数列 , 且 级 数 之 pu 收 伍 ， 
则 级 数 (20) 收 敛 . 


证 ”由 级 数 收敛 , 依 柯 西 准则 ,对 任 给 正 数 s ,存在 正 数 和 NN, 使 当 n>>N 
时 对 任 一 正 整数 p ,都 有 


mk 
之 | < 6. 

又 由 于 数列 ia,} 有 界 , 所 以 存在 M>0, 使 |a, lM, 应 用 (19) 式 结 坟 可 得 
到 


Yaib, | < 3MEe. 

这 就 说 明 级 数 (20) 收 合 . UD 
定理 12.16( 狄 利克 雷 判别 法 ) ” 若 数 列 14a, | 单调 递减 , 且 lima, =0, 叉 级 数 

5 的 部 分 和 数列 有 界 , 则 级 数 (20) 收 敛 . 


证 明 方法 类 似 于 定理 12.15 ,请 读者 中 证 . 
由 阿 贝 耳 判别 法 知道 ,车 级 数 >u, 收敛 , 则 下 述 两 个 级 数 . 


>》 人 > 人 > ,一 一 
n? (p ) vn+l 


都 收 伍 . 
例 3 若 数 列 |a } 具有 人 性质 : 
0 之 0 之 之 ar 之 人 lima, = 0， 
则 级 数 溃 a,sin zz 和 avcos nz 对 任何 ZE (0,2r) 都 收 伍 . 
解 因为 


过 


， 并 ， 3 .XX 
一 sin 完 十 {sin 方 一 Sin 廊 + 


ra rh oii -mie ti “… 旷 
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=sinl 7 十 六 jz， 


2 


当 zE (0,2r) 时 ,sin 天 0, 故 得 到 


1 
1 n Sinl|l nT 了 ya 
7 十 > cos AZ = 了 . (21) 
k=1 sin 
所 以 级 数 > cos nzr 的 部 分 和 数列 当 xE(0,27) 时 有 和 界 , 由 狄 利 元 雷 判 别 法 推 得 
级 数 》)a,cos nz 收 伍 . 同 理 可 证 级 数 2 asin nz 也 是 收敛 的 . [ 
作为 例 3 的 特殊 情形 ,我 们 知道 级 数 


sin nz COS NT 
5 和 二 


对 一 切 zE(0,2r) 都 收敛 . 


习 是 
1. 下 列 级 数 哪 些 是 绝对 收敛 ,条 件 收敛 或 发 散 的 ; 
(1) 3 各 伴 ; (2) TD(-D)" A; 
3) DH; (4) D1)"sin 2 
(1) 1). "(1)"ln(n+1). 
(9) 3 +) (6) 5 He tl, 


7) ED" 2), (8) Bn! (三 ) 


2 应 用 阿 贝 耳 判 别 法 或 狄 利克 雷 判别 法 判断 下 列 级 数 的 收敛 性 ; 
(D) HE (>0); 
n 1]+z 


(2) DPE, rE(0,2n) (a>0); 


(3) HD" EE, 


3. 设 a,>0,a,>a,ri(n= 1,2,…) 且 lim an =0. 证 明 级 数 
CT 十 27 十 … 十 CQ 


5(—1)" 


nH 


是 收敛 的 . 
7 


4. 设 ;9 如 (8) 式 所 定义 .证 明 ; 者 2 us 条 件 收 合 , 则 级 数 汀 p, 与 汪 q, 都 是 发 散 的 . 
5. 写 出 下 列 级 数 的 乘积 : 


号 nl 号 _ 1n~i 7 1 ， < 1 < (— 1)” 
9 四 全 汪 全 GD) 
6 证 明 级 数 >， 纯 1 与 > 各 绝对 收敛 ， 且 它 们 的 乘积 等 于 > tee) 
7. 重庆 级 数 避 ( 1)"… ,全 它 成 为 发 散 级 数 . 


iy[vn] 
8. 证 明 ， 级 数 避 一共 一 收 伊 ， 


1. 证 明 :车 正 项 级 数 > wu 收敛 , 且 数 列 lw， 单调 , 则 lim nw， =0. 


2. 若 级 数 2a, 与 cv 都 收 化 ,县 成立 不 等 式 
a, Sb, Ec, (n = 1,2,.…), 


证 明 级 数 沁 5, 也 收敛 .车 引 a,, 2c 都 发 散 ,试问 之 加 一 定 发 散 吗 ? 
3. 车 limy = 此 关 0, 且 级 数 3b, 绝对 收敛 ,证 明 级 数 避 a 也 收敛 . 若 上 述 条件 中 只 知道 
5}6, 收敛 ,能 推 得 忆 a, 收敛 吗 ? 
4. (了) 设 汪 w， 为 正 项 级 数 , 且 于 <1, 能 否 断 定 u 收敛 ? 


Un+1 


(2) 对 于 级 数 2u, 有 实 1, 能 否 断 定 级 数 3)w, 不 绝对 收敛, 但 可 能 条 件 收 第? 
(3) 设 和 us 为 收 全 的 正 项 级 数 ， 能 否 存在 一 个 正 数 e ,使 得 
lim — -- c > 0. 


Et 1 
l+e 
n 


5. 证 明 ; 若 级 数 a, 收 化 , (5, -六 ) 绝 对 收敛 , 则 级 数 志 cr 也 收 化. 
6. 设 a, >0, 证 明 级 数 


a 
、! 和 
T+a)(l+a)(l+a,) 


是 收敛 的 ， 
7. 证 明 ; 若 级 数 避 a2 与 习 02 收敛 , 则 级 数 闷 arp 和 二 (as+ 思 六 也 收 伍 , 且 


(ap ) "Ya -0° 9 
(Ba + 6 (Se) + (D2)?. 


Phd et 
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$ 1 一 致 收效 性 


我 们 已 经 知道 可 以 用 收 人 系数 列 ( 或 数 项 级 数 ) 来 表示 或 定义 一 个 数 . 本章 将 
讨论 坊 样 用 晴 数 列 (或 函数 项 级 数 ) 来 表示 (或 定义 ) 一 个 函数 ,并 人 研究 这 个 肾 数 
所 具有 的 性 质 . 

一 ” 沙 数 列 及 其 一 致 收 全 性 

议 

万 ， 户 oj (1) 
是 一 列 定义 在 同一 数 集 玉 上 的 函数 , 称 为 定义 在 五 上 的 函数 列 .(1) 也 可 简单 
地 写作 ， 
{fi 或 ff ，n=1,2,…. 
设 zo€EE, 以 xo 代入 (1) 可 得 数列 
fi(zxo), fa( ro), , fn(T0) ,i*. (2) 
若 数列 (2) 收 敛 , 则 称 函 数列 (1) 在 点 xu 收敛 , zo 称 为 消 数 列 (1) 的 收 钱 点 . 石 数 
列 (2) 发 散 , 则 称 函 数列 (1) 在 点 xo 发 散 . 若 函 数列 (1) 在 数 集 DCE 上 每 一 点 
都 收敛 , 则 称 (1 在 数 集 D 上 收敛 . 这 时 DD 上 每 一 点 zx, 都 有 数列 | f(z) 的 一 
个 极限 值 与 之 相对 应 ,由 这 个 对 应 法 则 所 确定 的 D 上 的 函数 , 称 为 池 数 列 (1) 的 
极限 函数 . 若 把 此 极限 函数 记 作 f, 则 有 
limf, (x) = f(x), ED 
或 
f(t) > f(r) (7 -> %),x € D. 

函数 列 极限 的 es - N 定义 是 ;对 每 一 固定 的 x€D, 任 给 正 数 &, 恒 存在 正 数 
N (注意 .一 般 说 来 N 值 的 确定 与 s 和 z 的 值 都 有 关 , 所 以 也 用 N(e ,xz) 表 未 它 
们 之 闻 的 依赖 关系 ), 使 得 当 n>>N 时 ,总 有 

[f(r)— f(r)|<e. 
使 函数 列 | 了 | 收敛 的 全 体 收 化 点 集合 , 称 为 沙 数 列 | f |} 的 收 钱 域 . 
例 1 设 F(z)=z,z=1)2,… 为 定义 在 (- co ,co) 上 的 画 数 列 ,证 明 它 的 
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收 钱 域 是 ( 一 1,1j], 且 有 极限 隐 数 
0， 全 [< 二， 


f(z) = | (3) 
证 任 给 e>0( 不 妨 设 e<1), 当 0<|zxl<1 时 ,由 于 


if£(z)- fr)| = Ir”, 


只 要 取 N(e,z) = 站 SET, 当 2 > 和 Ne,Zz) 时 ,就 有 
[f(r)— fr)| <e. 

当 z=0 和 xz=1 时 , 则 对 任何 正 整数 2 ,都 有 

[六 (0) -FL=0<e| 万 (D-71D)=0<e. 
这 就 证 得 | f| 在 (一 1,1] 上 收敛 ,有 旦 有 (3) 式 所 表示 的 极限 函数 . 
当 | x1>1 时 , 则 有 | zl" 一 +%o(n 习 %), 当 z= 一 1 时 ,对 应 的 数列 为 
一 工 ,1， 一 工 , 工 ……. 
它 显然 是 发 散 的 .所 以 函数 列 |zx"i 在 区 间 ( -1 ,1 外 都 是 发 散 的 . 四 


例 2 定义 在 (- co, + co) 上 的 函数 列 亡 (z) = 3 ,=1,2,…. 由 于 对 
任何 实数 z ,都 有 


SiN nx 1 
i 
n nn 


放 对 任 给 的 。>0, 只 要 n>N= 二 ,就 有 


nr 0 <e, 
i 


所 以 函数 列 | sz | 的 收 敏 域 为 无 限 区 间 ( - co ,+ oo) ,极限 函数 (x)=0，0 

对 于 函数 列 ,我 们 不 仅 要 讨论 它 在 哪些 点 上 收敛 ,而 更 重要 的 是 要 研究 极限 
函数 所 具有 的 解析 性 质 . 比如 能 否 由 函数 列 每 项 的 连续 性 ,判断 出 极限 函数 的 连 
续 性 . 又 如 极限 函数 的 导数 或 积分 ,是 否 分 别 是 函数 列 每 项 导数 或 积分 的 极限 . 
对 这 些 问 题 的 讨论 ,只 要 求 函 数列 在 数 集 D 上 的 收敛 是 不 够 的 ,必须 对 它 在 D 
上 的 收敛 性 提出 更 高 的 要 求 才 行 ,这 就 是 以 下 所 要 讨论 的 一 致 收 伍 性 问题 . 

定义 1 设 函 数列 | 了) 与 函数 f 定义 在 同一 数 集 DD 上 , 若 对 征 给 的 正 数 。， 
总 存在 某 一 正 整数 N ,使 得 当 n>N 时 ,对 一 切 zED, 都 有 

If(r)- f(x)| <e， 
则 称 函 数列 { 亡 } 在 D 上 一 致 收敛 于 f, 记 作 
f(r) 人 fz) (n°), rED. 
由 定义 看 到 ,如 果 函 数列 | 三 } 在 D 上 一 致 收敛 ,那么 对 于 所 给 的 ,不管 也 
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土 哪 一 点 Z, 总 存在 公共 的 N(e)( 即 NN 的 选取 仪 与 < 有 关 , 与 过 的 到 值 无 关 )， 
只 要 ?> 六 ,都 有 

[f(r) ~ f(r)| < e. 
由 此 看 到 阔 数 列 |f 在 D 上 一 致 收敛 , 必 在 D 上 每 一 点 都 收 伍 . 反 之 ,在 D 上 
每 一 点 都 收敛 的 函数 列 | | ,在 D 上 不 一 定 一 致 收敛 . 


如 上 述 例 2 中 函数 列 | sm_zz | ,对 任 给 正 数 。, 不 管 z 取 ( - 吕 ,+ 2) 上 什 
么 值 ,都 可 取 N = 二 ( 它 仅 依赖 于 e 的 值 ), 当 n>N 时 , 恒 有 


Sin zE | <e ,所 以 


开 


卫 数 列 | aaa | 在 ( - co, + co) 上 一 致 收敛 于 函数 f(x) = 0， 
函数 列 { /| 在 D 上 不 一 致 收敛 于 函数 f, 是 指 它 们 不 满足 定义 1 的 条 件 .但 
也 可 以 根据 定义 1 对 不 一 致 收敛 给 予 正面 的 陈述 . 即 函 数列 (1) 在 D 上 不 一 致 
收 伍 于 f 的 充 要 条 件 是 :存在 某 正 数 sj, 对 任何 正 数 NN, 都 有 D 上 某 一 氮 工 
正 整 数 n > N( 注 意 .zx 与 a 的 取 值 与 N 有 关 ), 使 得 
f(x)- f(r )| 之 e. 
从 前 面 例 1 中 知道 ,函数 列 { zz 在 (0,1) 上 收 伍 于 f(xz)=0. 我 们 证 明 它 在 


(0,1) 上 不 一 致 收敛 .事实 上 , 令 eo= 方 ,对 任何 正 数 N, 取 正 整数 n>N+1 及 


1 
z= (1- 充 】 SE(0,1), 则 有 
zx”"—-0|=1 -二 六 

函数 列 (1) 一 致 收 仿 于 f, 从 几何 意义 上 讲 : 对 任何 正 数 s, 存 在 正 整数 N， 
对 于 一 切 序号 大 于 N 的 曲线 y= 广 (z), 都 落 在 以 曲线 y=J(z)+e 与 y= 
f(z) 一 e 为 边 ( 即 以 曲线 y= f(z) 为 “中 心 线 ” ,宽度 为 2e) 的 带 形 区 域内 (如 图 
13 一 1 所 示 ). 

函数 列 1zx”| 在 区 间 (0,1) 内 不 一 臻 收敛 ,从 几何 意义 上 讲 : 存 在 某 个 事先 给 
定 的 s(<1) ,无 论 N 多 么 大 ,总 有 曲线 y= 二 x"(n 之 NN) 不 能 全 部 地 落 在 以 y=& 
与 y= -& 为 边 的 带 形 区 域内 ,如 图 13 一 2 所 示 , 寿 盟 数 列 iz"} 只 限于 在 区 间 
(0,5)(5<1) 内 讨论 ,容易 看 到 ,只 要 >ja.E( 其 中 0<e<1), 曲 线 y= 就 全 
部 落 在 以 y=e 和 y= -e 为 上 下 边 的 带 形 区 域内 .所以 fx" | 在 (0,5) 内 是 一 致 
收敛 的 . 

定理 13.1( 函 数列 一 致 收敛 的 柯 西 准则 ) ”函数 列 | | 在 数 集 DD 上 上 一致 收 
伍 的 充 要 条 件 是 :对 任 给 正 数 es ,总 存在 正 数 N ,使 得 当 2 ,2 之 人 时 ,对 一 切 工 
ED ,都 有 
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图 13 一 1 


If(r)— f(r)| < e. (4) 


证 | 必要 性 j 设 太 (xz) 二 f(z) (na->co),zED, 即 对 任 给 es>0, 存 在 
正 数 N ,使 得 当 n>N 时 ,对 一 切 zxED ,都 有 


f(z) -f(z)l < 三 (5) 


于 是 当 n,m>N, 由 (5) 就 有 | 
flr) -f(r if(r) -fr)| + | f(r)- f(r) 


[充分 性 ] 车 条 件 (4) 成 立 , 由 数列 收敛 的 柯 西 准则 ,| | 在 D 上 任 一 点 都 
收 敏 , 记 其 极限 函数 为 f(z),TED. 现 固定 (4) 式 中 的 n, 让 mm 一 %, 于 是 当 
n >N 时 ,对 一 切 zTED 都 有 
f(z) -f(r)| 委 e. 
由 定义 1,f (rz) 二 f(x) (n™>%),rED. DO 
根据 一 致 收敛 定义 可 推出 下 述 定 理 ， 
定理 13.2 ”函数 列 { 广 } 在 区 间 D 上 一 致 收敛 于 了 的 充 要 条 件 是 : 
lim suplfn(z) - f(x)! =0. (6) 
证 [必要 性 ] 车 f(z) 访 f(x) (n 习 吕 ),zED. 则 对 任 给 的 正 数 e， 
存在 不 依赖 于 z 的 正 整数 N, 当 n>>N 时 ,有 
if(r)- f(r)| <e, TED. 
由 上 确 界 的 定义 , 亦 有 
sup | 万 (z) - f(z)| 委 e. 
这 就 证 得 (6) 式 成 立 . 
[充分 性 ] 由 假设 ,对 任 给 。 >0 ,存在 正 整数 N ,使 得 当 n>>NN 时 ,有 
sup | 万 ( 工 ) - f(x)| < e. (7) 
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因为 对 一 切 zxEDD, 总 有 
f(z) - f(r)) < sup| f(z) - f(z)|. 
故 由 (7) 式 得 
Ifh(r)- fr)| < ee. 
于 是 11 在 上 一 致 收敛 于 了 . 品 
在 判断 范 数 列 是 否 一 致 收敛 上 和 定理 13.2 更 为 方便 一 些 (其 缺点 是 必须 事先 
知道 它 的 极限 郴 数 ) ,如 例 2, 由 于 


lim sup 


oD 工 全 (—00,+%) 


SIT nz 
-0 
nn 


所 以 在 (一 co,+ %) 上 ,从 六 0 (n>00). 
例 3 定义 在 [0,1] 上 的 函数 列 
2n“z， 0 二 工 荆 


f(x) = +42n ~ 2n’x, 2 < z 之 广 ， n = 1,2,…, (8) 


0 ， 二 < XX 夺 1， 
其 中 n=1,2,3 的 图 象 如 图 13 一 3 所 未 . 
由 于 (0) = 0, 故 f(0)= limf(0)=0. 当 
0<z<1 时 ,只 要 n> 二 ,就 有 f(z)=0, 故 在 
(0,1] 上 有 f(z)= limf,(z)=0. 于 是 函数 列 (8) 在 


[0,1j 上 的 极限 函数 f(z)=0. 又 由 于 
Sup | fn (x) — f(z)| 


= (去 )= 7 —> OO (n -> co )， 
所 以 函数 列 (8) 在 [0,1j 上 不 一 致 收敛 . 品 
二 ” 范 数 项 级 数 及 其 一 致 收敛 性 
设 iu,(z)| 是 定义 在 数 集 玉 上 的 一 个 晃 数 列 ， 


表达 式 
ul(X) + ur) + + u(r) + EC 下 (9) 


称 为 定义 在 上 上 的 函数 项 级 数 , 简 记 为 2 uu, (XK) 或 un( 工 ). 称 


S (1) = W(x), rE En= 1,2, (10) 


k=1 
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为 函数 项 级 数 (9) 的 部 分 和 函数 列 . 
重 zoE b , 数 项 级 数 


Ui(To0) + us(T0) + + ur (To) +t" (11) 


收敛 , 即 部 分 和 S, (xz0) = > w(x,) 当 n 一 oo 时 极限 存在 , 则 称 级 数 (9) 在 点 


xo 收敛 ,zo 称 为 级 数 (9) 的 收 钱 点 . 若 级 数 (11) 发 散 , 则 称 级 数 (9) 在 后 xo 发 
散 . 若 级 数 (9) 在 的 某 个 子 集 D 上 每 点 都 收敛 , 则 称 级 数 (9) 在 D 上 收 人鱼 . 厂 
D 为 级 数 (9) 全 体 收敛 点 的 集合 ,这 时 则 称 DD 为 级 数 (9) 的 收敛 域 .级 数 (9) 在 万 
上 每 一 点 x 与 其 所 对 应 的 数 项 级 数 (11) 的 和 S(z) 构 成 一 个 定义 在 D 上 的 畏 
数 , 称 为 级 数 (9) 的 和 函数 ,并 写作 
ul(X) + ux) + t+ u(r)+"… = S(r), rED, 
即 
limS, (zx) = S(r), xzED. 

也 就 是 说 ,函数 项 级 数 (9) 的 收敛 性 就 是 指 它 的 部 分 和 函数 列 (10) 的 收 合 
性 . 

例 4 定义 在 (- co,+ce) 上 的 函数 项 级 数 (几何 级 数 ) 


1 十 关 十 Z2 十 .十 2 十 …… (12 ) 


的 部 分 和 函数 为 S.(x) = 一 <-. 当 |zx|<1 时 ， 


一 并 
1 


1 一 工 


SGCZz) = lim S, (x) = 


所 以 几何 级 数 (12) 在 ( - 1,1) 内 收敛 于 和 函数 S(z)= 了 一; 当 |z| 之 1 时 ,几何 
级 数 是 发 散 的 . 品 

函数 项 级 数 (9) 的 一 致 收敛 性 定义 如 下 : 

定义 2 设 {S.(z) 是 函数 项 级 数 习 ws(z) 的 部 分 和 函数 列 . 若 | Su(z) 外 在 
数 集 上 一 致 收敛 于 函数 S(z), 则 称 隙 数 项 级 数 2> u(x) 在 D 上 一 致 收敛 于 
函数 S(xz), 或 称 溯 wu,(z) 在 D 上 一 致 收敛 . 

由 于 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 是 由 它 的 部 分 和 函数 列 来 确定 ,所 以 由 前 段 
中 有 关 函 数列 一 致 收敛 的 定理 ,都 可 推出 相应 的 有 关 函 数 项 级 数 的 定理 : 

定理 13.3( 一 致 收敛 的 柯 西 准则 ) ”函数 项 级 数 >u,,(z) 在 数 集 DD 上 一 致 
收 全 的 充 要 条 件 为 :对 任 给 的 正 数 。, 总 存在 某 正 整 数 N ,使 得 当 n>NN 时 ,对 一 
切 zxED 和 一 切 正 整 数 p ,都 有 

| Sa.+s (x) 一 S,(z)| <e 


或 


ri ie 
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[uri(T) + uni I) + + wntp(X)| < e. 

此 定理 中 当 p=1 时 ,得 到 录 数 项 级 数 一 致 收敛 的 一 个 必要 条 件 . 

推论 ”也 数 项 级 数 >)u, (xz ) 在 数 集 D 上 一 致 收 钱 的 必要 条 件 是 也 数列 
| (x) 在 D 上 一 致 收敛 于 零 . 

设 函 数 项 级 数 > 了 u(x) 在 DD 上 的 和 轴 数 为 S(xz), 称 

R(X) = SGZz) 一 9 ( 工 ) 

为 隐 数 项 级 数 > ,nu, (xz) 的 余 项 . 

定理 13.4 函数 项 级 数 》) wx (x) 在 数 集 D 上 一 致 收 合 于 S(z) 的 充 要 条 件 
是 

lim sup [Ra (zx) = lim sup|S(z) -S$S,(r)| = 0. 


加 


我 们 再 来 看 例 4 中 的 级 数 > za ,车 仪 在 [ -aej(c<l) 上 讨论 , 则 由 


加 一 
SS 下 


a 


可 得 级 数 涪 x" 在 [ -au] 上 一 致 收敛 . 若 在 (-1,1) 上 讨论 这 个 级 数 , 则 由 
| i 7 】 
7 十 工 
1 一 

n+l 


-|> 


Sup 、 si(z)-S(z)| = SuP ， 


n—l 


知道 级 数 > 在 (- 1,1) 内 不 一 致 收敛. 


三 函数 项 级 数 的 一 一 致 收敛 性 判别 法 

判别 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 除了 根据 定义 或 定理 13.4 外 ,有 些 级 数 还 可 
根据 级 数 各 项 的 特性 来 判别 . 

定理 13.5( 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ) 设 函 数 项 级 数 之 x(z) 定 义 在 数 集 局 
上 ,AM 为 收敛 的 正 项 级 数 , 若 对 一 切 rE€ D, 有 

[w(xz)l EM,, n= 1,2,.%, (13) 

则 函数 项 级 数 习 u(x ) 在 D 上 一 致 收 令 . 

证 “由 假设 正 项 级 数 习 M 收敛 ,根据 数 项 级 数 的 柯 西 准则 , 任 给 正 数 es ,和 存 
在 某 正 整数 N ,使 得 当 n >N 及 任何 正 整 数 户 ,有 


RMT ii 十 。 ”十 M+p| = 一 Ms 十 “ ”十 AT < 人 


又 由 (13) 式 对 一 切 z€D 有 
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ulT) tt wor) Swan(r)| tt | (rt)| 
SMrit'*+ Mrp < €. 
根据 负数 项 级 数 一 致 收敛 的 柯 西 准则 ,级 数 > u(x ) 在 DD 上 一 致 收 化 . 口 
例 5 函数 项 级 数 


Y SI nr VCOS NX 
2 ? < 一 2 
1 nn 


企 ( 一 口 ,，+ co) 上 一 致 收 伍 .因为 对 一 切 zzE( 一 oo ,+oc) 有 


SiN nx 1 COS Nx 1 
mn |S 
而 正 项 级 数 > 是 收 合 的 ] 


定理 13.5 也 称 为 M 判别 法 或 优 级 数 判别 法 . 当 级 数 2u(zr) 与 级 数 2M， 
在 区 间 [a,65] 上 成 立 关 系 式 (13) 时 , 则 称 级 数 > Mi 在 [a,5」 上 优 于 级 数 
ua(z), 或 称 2M 为 u(x ) 的 优 级 数 . 

下 面 讨论 定义 在 区 间 工 上 形 如 

Dur)v rT) ur) vr) +t ur) vz) + 
十 au, (xr)v, (Tr) +t (14) 

的 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 判别 法 , 它 与 数 项 级 数 一 样 ,也 是 基于 阿 贝 耳 分 部 求 
和 公式 (第 十 二 章 》3 的 引 理 ). 

定理 13.6( 阿 贝 耳 判别 法 ) 设 

(i) >z (zz) 在 区 间 了 上 一 致 收 令 ; 

(ii) 对 于 每 一 个 xE 1T, {v(x 省 是 单调 的 ; 

(ii) [vw,(z)| 在 IT 上 一 至 有 界 , 即 对 一 切 zxE1T 和正 整数 ,存在 正 数 M， 
使 得 

lv (rz)| 夺 MM,， 

则 级 数 (14) 在 了 工 上 一 致 收敛 . 

证 由 (iD, 任 给 s>0, 存 在 某 正 数 N ,使 得 当 ”> N 及 任何 正 整数 户 , 对 一 
切 zxE1, 有 : 

w(x) + + uplr)| < e 
又 由 (ii),( 诈 ) 及 阿 贝 耳 引 理 (第 十 二 章 $3 引 理 的 推论 ) 得 到 
ur) oT) tt pT) vp (Tt) 
(vr)l +2) v1(z) | )e < 3Me. 

于 是 根据 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 就 得 到 本 定理 的 结论 . [ 

定理 13.7( 犹 利克 雷 判 别 法 ) 设 

(i) wn(z) 的 部 分 和 畏 数 列 
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yw (z) (2 =12,……) 


U(x) = 


在 了 上 一 致 有 界 ; 
(ii) 对 于 每 一 个 zET,|DU (z 计 是 单调 的 ; 
(ii) 在 上 mw(z) 二 > 
则 级 数 (14) 在 了 上 一 致 收敛 . 
证 ”证 法 与 定理 13.6 相仿 .由 (i) ,存在 正 数 M ,对 一 切 xETI, 有 |U,(z)| 
式 M. 因 此 当 n,p 为 任何 正 整 数 时 ， 
U(xz)| 2M. 


+ J = Us (7) 


0(n—00), 


) un+1(T) 十 
对 任何 一 个 zE 天 再 由 (ii) 及 阿 贝 耳 引 理 ,得 到 
十 Untp(T) Urs(T) | 


| uy (rT) vai (Tr) + 
<2M(| vz)) +21v,,,(7)|) 


再 由 (ii) ,对 任 给 的 >0, 存 在 正 数 N, 当 n>N 时 ,对 一 切 zxE1T, 有 
|v, (xX)| < e， 


十 unip(T) Untp(T) | <2M(e +2e) = 6Me 


所 以 
| Uri(T) Un Ir) 十 
于 是 由 一 致 收敛 性 的 柯 西 准则 ,级 数 (14) 在 工 上 一 致 收敛 
例 6 哨 数 项 级 数 
了 一 和 人 
天 


在 [0,1] 上 -一 致 收敛 .因为 记 ww (z) = (一 坟 ,wo(z)= (1+ 王 ) 时 ,由 阿 贝 卫 


判别 法 (定理 13.6) 就 能 得 到 结果 . 
例 7 若 数 列 {a, | 单调 且 收 敛 于 零 , 则 级 数 
(15) 


ZJQ， COS Nx 


在 | a ,2r 一 xj (0<a<zr) 上 一 致 收 伍 ， 


证 由 第 十 二 章 §3(21) 式 ,在 [a,2x-a] 上 有 
| "2 


k=1 2sin 刁 三 
< 天 1 [一 + 广 ， 
7 | in 之 2 Dein 人 2 

Sn 7 Si 7 
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所 以 级 数 cos nz 的 部 分 和 函数 列 在 [a ,2x 一 a] 上 一 致 有 界 2, 于 是 令 
u, (x) 二 COS nz ,vu, (Xx) = Q，， 
则 由 狭 利 殉 雷 判别 法 可 得 级 数 (15) 在 [a ,2x 一 gj 上 一 致 收 化. 口 
对 于 例 7 中 的 级 数 (15) ,只 要 |a | 单调 且 收 敛 于 零 ,那么 级 数 (15) 在 不 包含 
2&r(R=0, 土 1, 土 2,…) 的 任何 财 区 间 上 都 一 致 收敛 . 


习 起 


1. 讨论 下 列 函 数列 在 所 示 区 间 D 上 是 否 一 致 收敛 ,并 说 明理 由 : 


(1) f(x)= ++ n=1,2,…,D=(-1,1); 


(2) f(t)= =1,2,"…,D= (~ %,+%); 


Tn 


—- (ntl)r+i+l1l, 0<7r 一 人 
(3) f(z)= 
0， 


— <r<l, nn 二 1 ,2,° 


(4) f(r)= ,n= 1,2,…, (YD=10,+%),(i)D=[0,1 000]; 


(5) f(zr)=sin ,n=1,2,°,()D=[- 17,1],(dD= (7 %,+%). 

2. 证 有 明 . 设 f(r)Yf(r),rzED,a,*0 (n—>00) ( >0). 若 对 每 一 个 正 整数 n 有 
i f(z) f(z)| 志 a, ,TED, 则 1f} 在 上 一 致 收 伐 于 了 

3. 判别 下 列 函数 项 级 数 在 所 示 区 间 上 的 -一 致 收 生性 : 


\， 工 _- 。 二 -oo ， 
(3) ,|r|>r>1; (4) 5 ,7€ {0,1] 
克 


(5S) 一 ,re(-= + 00); (6) JE te) 
4. 设 函 数 项 级 数 > wx (z) 在 疡 上 一 致 收敛 于 SCz) ,函数 g (x) 在 DD 上 有 界 . 证 明 级 数 
NJp(xz)u,(Xx) 在 DD 上 一 致 收 化 于 g(x)S(z). 
5. 若 在 区 间 了 上 ,对 任何 正 整数 x， 
| un (TX) | v(t), 
证 明 当 yw (xz) 在 1 上 一 致 收敛 时 ,级 数 2u (7z) 在 了 上 也- 一致 收 伍 . 
6. 设 u(xz)(n=1,2,…) 是 [a， bp 上 的 单调 函数 ,证 明 : 若 ula ) 与 > xz (2) 都 绝对 收 


敏 , 则 阅 w(z) 在 [ac ,bo 上 绝对 且 一 致 收 伍 . 


看 “对 于 定义 在 D 上 函数 列 { 广 (z)} ,车 存在 正 数 M, 对 一 切 zE D, 都 有 f(r)lM(n=1,2, 
…) 成 立 , 则 称 | f(x)! 在 DD 上 一 致 有 界 . 
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7. 在 [0,1j 上 定义 函数 列 


1 1 
an? 1? 
u, (TX) -| | 7 二 ] ,2……， 


0， 并 天 nn 
证 明 级 数 写 wu, 《xz) 在 [0,1j 上 一 致 收 化, 但 它 不 存在 优 级 数 . 


8. 讨论 下 列 函 数列 或 函数 项 级 数 在 所 示 区 间 D 上 的 敛 散 性 ; 
-2 DEL 
0D 2 十 73) + (n TD = 1,1]; 
(2) >， 2"sin 3 ， ,D= (0, + %); 


D=(0,+ %); 


rz” 
3 Fa De Tt nd) 


rz Nr . 
(4) > 所 ,D [一 1,0]; 


< rtl 


(6) > m2,D = (0,27). 
9. 证 明 . 级 数 避 (一 1)"r"(1 一 xz) 在 [0,11 上 绝对 并 一 致 收敛 ,但 由 其 各 项 绝对 值 组 成 的 
级 数 在 [0,1j]j 上 却 不 一 致 收 伐 . 
10. 设 f 为 定义 在 区 间 (a,5) 内 的 任 一 哺 数 , 记 
f(r) 一 La 一 下 ,2 


证 明 函 数列 if 在 (a ,5) 内 一 致 收 伍 于 了/. 
11. 设 fu (zx) 为 [a,5] 上 正 的 递 碱 且 收 敛 于 零 的 函数 列 , 每 一 个 u, (zx) 都 是 [a,b] 上 的 
单调 函数 , 则 级 数 


ui(Zz) 一 xD 人 并) 十 2 区) 一 ua(T) 十 。， 


在 [a,5] 上 不 仪 收 敛 , 而 且 一 致 收敛 . 
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本 节 讨 论 由 函数 列 与 函数 项 级 数 所 确定 的 函数 的 连续 性 .可 积 性 与 可 微 性 . 
定理 13.8 设 函 数列 | 广 | 在 (a,zo)U(zo,p) 上 一 致 收敛 于 f(z), 且 对 每 
个 nn， lmf, (x)= an; 则 lima; 和 jim jz) 均 存在 且 相 学 


证 先 证 1a } 是 收敛 数列 . 对 任意 e >0, 由 于 {| 三 | 一致 收敛 , 放 有 和 N， 当 
n >N 和 任意 正 整 数 p ,对 一 一 切 z€E(a,Xx0)U(zro,5b) 有 
[f(zx)— furp(r)|l < e. (1) 


i 
p= tt 
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从 而 
a, — antpl = lim f(z) -firs(r)| Re 
这 样 由 柯 西 准 则 可 知 {a, j| 是 收敛 数列 . 
设 lima, 三 A. 再 证 lim f(z)= 
由 于 户 (z) 一 致 收敛 于 f(z ) 及 a, 收敛 于 A, 因 此 对 任意 。 >0, 存 在 正 数 
N, 当 n>N 时 ,对 任意 XE(a,xo)U (zro,0)， 


f(r) -f(rz)l < 和 la 一 AI < 
同时 成 立 . 特别 取 n= 二 N+1, 有 

CCz) -f(r)| < lap- Al < 3 
又 jim Ai(z)=aNv+b 故 存在 >0, 当 0<jz-zolj<8 时 ， 


| AZz) 一 QH | < 了 


这 样 , 当 zz 满足 0<|1z-xzol<9 时 ， 
zz) -A | f(x) — furi(x)| 十 i fyi( 7) 一 CN 十 [avi -AI 


上 上 
一 -十 一 一 人 


3 
即 im f(z)=A. [ 
这 个 定理 指出 ;在 一 致 收敛 的 条 件 下 ,{ f(z) 中 两 个 独立 变量 z 与 ,在 
分 别 求 极 限时 其 求 极限 的 顺序 可 以 交换 , 即 
lim lim f(x) 一 lim lim fut x). (2) 
类 似 地 , 石 若 f(x) 在 (a， b) 上 上 一 政 收 傅 且 limf.(z) 存 在 ， 可 推 得 
lm lim f, (x )= lim lim f(r); 车/.(x) 在 (a,6) 上 一 一 发 收 化 和 | un (Zz) 存 


+ nn-*OD 


在 ， 则 可 推 每 lim lim f (1) = = lim | im f(r). 


由 和 定理 13. 8 可 得 到 以 下 定理 
定理 13.9( 连 续 性 ) ”车 也 数列 1f1 在 区 间 I 上 一 致 收敛 , 且 每 一 项 都 连 


续 , 则 其 极限 函数 f 在 1 上 也 连续 . 
证 设 z 为 了 上 任 一 点 .由 于 lim f(t)= fa(zx0) 于 是 由 定理 13.8 知 
lm f(r) 亦 存 在 ， lim f(x)= jim f(z0)= f(zxo) ,因此 f(z) 在 zo 上 连续 . U 


由 定理 13.9 可 对 , 若 各 项 为 连续 函数 的 函数 列 在 区 间 T 上 其 极限 咕 数 不 连 
续 , 则 此 函数 列 在 区 间 工 上 不 一 致 收 伍 . 


< 


wim 
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例如 :了 郴 数列 ;zz | 的 各 项 在 (-1,11 上 都 是 连续 的 ,但 其 极限 函数 
I0， -1<xz<x1l， 
f(x) = 1 _ 1 
在 过 =1 时 不 连续 ,从 而 推 得 zx” ji 在 (一 1,1j 上 不 一 致 收 伊 . 
定理 13.10( 可 积 性 ) 和 若 范 数列 | | 在 La,5j] 上 一 致 收敛 , 且 每 一 项 都 连 
续 , 则 
六 
| 各 Pmdz = 四 | Far (3) 


证 设 f 为 函数 列 | | 在 [a,5] 上 的 极限 四 数 .由 定理 13.9,f 在 [a,6] 上 
连续 ,从 而 f,(n=1,2,…) 与 ff 在 [a,5] 上 都 可 积 . 
因为 在 [a,5] 上 ff(n 一 00), 故 对 任 给 正 数 e, 丰 在 NN, 污 n>N 时 ， 
对 一 切 zE€[a,bj, 剖 有 
f(r)- f(x)| < se. 
再 根据 定 积分 的 性 质 , 当 n>>N 时 有 


PCz)dz -| f(z)dz| 一 | Gz) — f(r))dr 


<| f(x)— f(r)|dr 


<e(b-a). 
这 就 证 明了 等 式 (3). - 
这 个 定理 指出 :在 一 致 收敛 的 条 件 下 ,极限 运算 与 积分 运算 的 顺序 可 以 交 
换 . 
例 1 设 函 数 
2nan ， 0 过 . 必 < pn 
f(r) = 42ar — 2nanT) x<7， n = 1,2,.… 
0， 工 <z 扫 1 


nn 


其 图 象 如 图 13 一 4 所 示 . 
显然 |f,(z) 是 [0,1] 上 连续 函数 列 , 且 对 任意 EL0,1j ,lim 户 (z) 三 0. 义 


wp f(z) -01=6,, 因 此 |f,(z)| 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 0 的 充 要 条 件 是 
a 0(n—00). 
1 a 1 机 
出 于 | 亡 (z)dz = 喷 , 因 此 | ,万 (z)dz 一 ] f(z)dz = 0 的 充 要 条 件 是 


1 
0 


| 
6 re 
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lim 至 = 0. 这 样 当 a, 二 1 时 ,虽然 [f(z) 


不 一 致 收敛 于 f(z) ,但 定理 13.10 的 结论 仍 
成 立 . 但 当 a, = nn 时 ,| 有 (xz) 首 不 一 致 收 钱 于 


f(z), 有 | f,(z)dz 三 也 不 收 伍 于 


| f(x)dr = 0. 口 


例 1 说 明 当 {f(x)! 收敛 于 f(z ) 时 ,一 
致 收敛 性 是 极限 运算 与 积分 运算 交换 的 充分 条 件 ,但 不 是 必要 条 件 ， 

定理 13.11( 可 微 性 ) 设 |F} 为 定义 在 [a ,5] 上 的 函数 列 , 若 zoE La,p 
为 { 请 上 的 收敛 点 ,1 的 每 一 项 在 [La ,5] 上 有 连续 的 导数 , 且 {tF 在 [a,5b5j 上 
一 致 收敛 , 则 


图 13-4 


(mhr)) = 加 让 PC) (4) 
证 设 廊 (zo)-~A(zco), 扩 十 g(z>~o),zE[a,b]. 我 们 要 证 明 函 数 


列 |f, 在 区 间 [a ,5] 上 收敛 , 且 其 极限 函数 的 导数 存在 县 等 本 g. 
由 定理 条 件 , 对 任 一 zx€E La,651, 总 有 


f(x) = f(xo) AAG 
当 co 时 ,有 边 第 一 项 极限 为 A ,第 二 项 极限 为 | g(z)dz (定理 13.10), 所 以 


左边 极限 存在 , 记 为 /, 则 有 
f(z) = limf,(z) = f(z0) + g(z)dt， 


其 中 f(zo)=A. 由 g 的 连续 性 及 微 积 分 学 基本 定理 (第 十 章 35) 推 得 


f= 2g. 
这 就 证 明了 等 式 (4). 品 
在 定理 13.11 的 条 件 下 ,还 可 推出 在 [ac ,2j 上 万 六 F(n 一 co), 请 谈 者 上 自 
己 证 明 . 
与 前 面 两 个 定理 一 样 ,一 致 收敛 条 件 是 极限 运算 与 求 导 运算 交换 的 充分 条 
件 , 而 不 是 必要 条 件 . 
例 2 函数 列 


f(r) = jln(1 + An2z2), n= 1,2,. 
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f(z) = 1 + 2 ct n= 1 ,2,.… 
在 [0,1j 上 都 收敛 于 0, 由 于 
lim Max, | fa (7 ) -f(r)| = 方 ， 
所 以 导 函 数列 | 万 (z) 人 在 [0,1J 上 不 一 致 收敛 ,但 有 
limfi(x) = 0= | limf,(z)) D 
在 上 述 三 个 定理 中 ,我 们 都 可 举 出 函数 列 不 一 致 收敛 但 定理 结论 成 立 的 例 
子 . 在 今后 的 进一步 学 习 中 (如 实 变 函 数论 ) 我 们 将 讨论 使 上 述 定理 成 立 的 较 弱 
的 条 件 . 但 在 目前 的 一 般 情 况 下 ,只 有 满足 一 致 收敛 的 条 件 ,才能 保证 定理 结论 
的 成 立 . 
现在 讨论 定义 在 区 间 [a ,bj] 上 晴 数 项 级 数 
Ui(T) + ur) + + Wn(T) + (5) 
的 连续 性 . 逐 项 求 积 与 逐 项 求 导 的 性 质 , 这 些 性 质 可 由 函数 列 的 相应 性 质 推 出 . 
定理 13.12( 连 续 性 ) 若 函 数 项 级 数 溯 wu,(z) 在 区 间 [a ,5j 上 一 致 收 钙 , 且 
每 一 项 都 连续 , 则 其 和 函数 在 [a ,5b5] 上 也 连续 . 
这 个 定理 指出 :在 一 致 收 伍 条 件 下 ,( 无 限 项 ) 求 和 运算 与 求 极 限 运 算 可 以 交 
换 顺 序 , 即 


+ 


Dimu(z))= limt ou lr)) (6) 
定理 13.13( 逐 项 求 积 ) 车 函数 项 级 数 >)w(z) 在 [Le ,2j 上 一 致 收敛 , 且 每 
一 项 xz) 者 连续 , 则 
> | bu (zz)dz= | 22)u, (rz)dz， (7) 
定理 13.14( 逐 项 求 导 ) ”车 函 数 项 级 数 站 u(x) 在 [a,51 上 每 一 项 部 有 连 
续 的 导 函 数 ,rzpE[a,5] 为 w(x ) 的 收 伍 点 , 且 汪 ws(z) 在 La,65] 上 一 致 收 纹 ， 
则 


(uz)) = D7)) (8) 
定理 13.13 和 13.14 指出 ,在 一 致 收敛 条 件 下 , 逐 项 求 积 或 求 导 后 求 和 等 于 


求 和 后 再 求 积 或 求 导 . 

最 后 ,我 们 指出 ,本 节 中 六 个 定理 的 意义 不 只 是 检验 函数 列 或 函数 项 级 煞 是 
否 满足 关系 式 (2) - (4),(6) - (8) ,更 重要 的 是 根据 定理 的 条 件 , 即 使 没有 求 出 
极限 函数 或 和 函数 ,也 能 由 函数 列 或 函数 项 级 数 本 身 获 得 极限 函数 或 和 函数 的 
解析 性质 . 

例 3 议 


i ii i 
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4 (Xx) = -5ln(1 + nz), n= 1,2,. 


证 明 馈 数 项 级 数 2 u(x ) 在 [0,11 上 一 致 收敛 ,并 讨论 其 和 忒 数 在 10,11 上 的 连 
续 性 、 可 积 性 与 可 微 性 . 
证 ”对 每 一 个 , 易 见 wu,(z) 为 10,1] 上 增 函 数 , 故 有 


u, (xX) < u, (1) 一 In(] 十 7 ) ， 71 二 1 2,…: 
又 当 +t 之 1 时 ,有 不 等 式 In(1+ 万)< 寺 ,所 以 
u(x) < In(l + n2) < 4 .hn 二 二 1 = 1,2,.…… 
nn 7 77 


以 收敛 级 数 吕 一 为 可 u(x) 的 优 级 数 , 推 得 us(z) 在 [0,1] 上 一 致 收 全 


由 于 每 一 个 w(xz) 在 [0,1] 上 连续 ,根据 定理 13.12 与 定理 13.13,>us(x) 


的 和 函数 S(z) 在 [0,1j 上 连续 且 可 积 .又 由 
, 2 2r 
un(X) = 


n(l1t+ nx“) 
即 三 也 是 兄 局 (z) 的 优 级 数 , 故 沁 w(x+) 也 在 [0,1] 上 一 至 收 皱 . 由 定理 


13.14, 得 S(z) 在 |0,1] 上 可 馈 . 口 


1 
= ， n= 1,2,.…, 
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习 愚 


1. 讨论 下 列 各 函数 列 } ,1 在 所 定义 的 区 间 上 上 ， 
(a) 1 与 1f ;1 的 一 致 收敛 性 ; 
(b) 1! 下} 是 否 有 定理 13.9,13.10,13.11 的 条 件 与 结论 . 


(D) 六 (z)=2z+a,zE[0,b (2) f(r)=7-5 ,rEL0,1); 


Ttn 


(3) f(r)=nre ™ ,rE[0,1]. 
2. 证 明 :; 若 函数 列 j| ,| 在 [a ,bj 上 满足 定理 13.11 的 条 件 , 则 1 疡 1 在 La,5j 上 一 致 收 合 . 
3. 证 明定 理 13.12 和 13.14. 


4. 设 S(z)-= 本 了 ,zx E[-1,1], 计 算 积 分 "S(t)de 


5. 设 S(z) = 六 时 天,zE (- 中，+ oo) 计算 积分 |。S(4)d 
n=1 HNN 


6. 设 S(z) = ye ,rz > 0, 计 算 | ,SCs)ar. 
7. 证 明 :函数 F(z) = 》) 到 台 在 (- ,+ %m) 上 连续 , 且 有 连续 的 导 函 数 


i pp er 
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8. 证 明 ; 定义 在 [0,2x] 上 的 函数 项 级 数 》 ,rroos nz (0 <r < 1), 满 足 定理 13.13 条 件 ， 


a (Pres jd = 2 . 


二 一 眉 


9. 讨论 下 列 函 数列 在 所 定义 区 间 土 的 一 致 收敛 性 及 极限 函数 的 连续 性 .可 微 性 和 可 积 
性 : 


2 
(1) f(r)=ze ,=1,2,.…,7TEL~1i,); 
HL Te 得 必 别 
(2) fn(r)=— ti 如 二 1 ,2， 3 


(i) zElL0,+c)， (bzEla,+c) (a>0). 
10. 证 明 孔 数 


S(z) = De 


nt 
在 (1, + co) 内 连续 ,上 且 有 连续 的 各 阶 导 数 . 
11. 设 /在 (- co,+ oo) 上 有 任何 阶 导 教 , 记 书 ,= A”, 且 在 任何 有 限 区 间 内 


F, ->o(n— %), 


试 证 p(x)=ce”(c 为 常数 ). 
总 练习 题 


1. 试问 上 为 何 值 时 ,下 列 函数 列 { 六 } 一 致 收银 : 
(1) f(z)= ne ™ ,0Ar<™; 
(2) 


f(z)=1 (全 -zj 了， 二 <z 和 全， 
2 


2. 证 明 ;(1) 若 f(x)_y> f(z),zE€E1, 且 fF 在 I 上 有 界 , 则 | f| 至 多 除 有 限 项 外 在 TE 
是 一 臻 有 界 的 ; 

(2) 若 (rz) 六 f(z)(n 一 %),xE1T, 且 对 每 个 正 整 数 2 万 在 1 上 有 界 , 则 {| |} 在 I 
上 一 致 有 界 

3. 设 /为 [十 ,1 | 上 的 连续 函数 ,证 明 : 

(1) [zf(z)| 在 [二 ,1 上 收 全 

(2) zzr(z)i 在 [ 于,1] 上 一 致 收 策 的 充 要 条 件 是 /(1)=0 


总 练习 是 43 


4. 车 把 定理 13.10 中 一 致 收敛 函数 列 |f,| 的 每 一 项 在 La,5] 上 连续 改 为 在 [a,6b] 上 可 
积 , 试 证 {| 在 [a,5] 上 的 极限 了 消 数 在 [a,65] 上 也 可 积 . 
5. 设 级 数 2a 收 伍 ,证 明 


wu 
lim 2 一 三 Za . 
+ 
了 nt 


6. 设 可 微 函 数列 | .| 在 [a ,5] 上 收 化 ,if ;| 在 [a ,bj 上 一 致 有 界 ,证 明 : | 有 | 在 [a,6] 上 
一 致 收敛 . 


aggre pi et A TY bd 
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$1 窜 级 数 
本 章 将 讨论 由 第 级 数列 ja (zx -~ zo)"| 所 产生 的 函数 项 级 数 


Djan(x 和 T0)” 一 uo 十 ai(z 一 工 0 ) +a2(z 一 Z0) 十 。，，* 
Rn 二 0 


(1) 
tan(T — To0)" 十 …) 
它 称 为 攻 级 数 ,是 一 类 最 简单 的 函数 项 级 数 , 从 某 种 意义 上 说 , 它 也 可 以 看 作 是 
多 项 式 果 数 的 延伸 . 笑 级 数 在 理论 和 实际 上 都 有 很 多 应 用 ,特别 在 应 用 它 表 示 函 
数 方面 ,使 我 们 对 它 的 作用 有 许多 新 的 认识 . 
下 面 将 着 重 讨 论 xo = 二 0, 即 


ant = a0 + alr + Art + + ant” + (2) 
天 二 电 


的 情形 ,因为 只 要 把 (2) 中 的 z 换 成 xr 一 zo, 就 得 到 (1). 


一 “大 级 数 的 收敛 区 间 

首先 讨论 其 级 数 (2) 的 收敛 性 问题 .显然 任意 一 个 医 级 数 (2) 在 工 =0 处 总 
是 收敛 的 . 除 此 之 外 , 它 还 在 哪些 点 收银 * 我 们 有 下 面 重要 的 定理 . 

定理 14.1( 阿 贝 耳 定 理 ) 若 宪 级 数 (2) 在 x =z 关 0 收敛 , 则 对 满足 不 等 式 
zl< 去 | 的 任何 工 , 寡 级 数 (2) 收 伍 而 且 绝 对 收敛 ; 若 医 级 数 (2) 在 工 = 三 时 发 
散 , 则 对 满足 不 等 式 |zf > | 云 | 的 任何 xz, 帮 级 数 (2) 发 散 . 


证 设 级 数 > la, z” 收 化 ,从 而 数列 [a z"| 收敛 于 零 旦 有 界 , 即 存在 某 正 


数 M ,使 得 
la zr I<M (n= 0,1,2,.…). 


另 一 方面 对 任意 一 个 满足 不 等 式 |jzj< | 天 | 的 工 , 设 
-= |< 1 
i 


则 有 


-5 gp: bie ge ee ' 
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i 
— 过 
[arr” | = | an 到 于 |- 


由 于 级 数 2, Mr" 收 合 , 故 宕 级 数 (2) 当 |x| 过 1z1 时 绝对 收敛 . 
现在 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 设 短 级 数 (2) 在 x = 三 时 发 散 , 如 果 存 在 某 一 个 
z0, 它 满足 不 等 式 | zo| > | 元 | , 且 使 级 数 Da 收敛 . 则 由 定理 第 一 部 分 知道 


寡 级 数 (2) 应 在 x = z 时 绝对 收敛 ,这 与 假设 相 矛 盾 ， 所 以 对 一 切 满 足 不 等 式 
zj > | 元 | 的 zx, 宇 级 数 (2) 都 发 散 . 品 

由 此 定理 知道 ; 宪 级 数 (2) 的 收敛 域 是 以 原点 为 中 心 的 区 间 . 独 以 2 有 R 表示 
区 间 的 长 度 , 则 称 R 为 帘 级 数 的 收 钱 半径 . 实际 上 , 它 就 是 使 得 适 级 数 (2) 收 钙 
的 那些 收敛 点 的 绝对 值 的 上 确 界 .所 以 

当 R=0 时 ,震级 数 (2) 仅 在 x =0 处 收 钱 ; 

当 民 = +oco 时 , 笑 级 数 (2) 在 (- co, +co) 上 收敛 ; 

当 0< 尺 < + %% 时 , 备 级 数 (2) 在 (一 RR,R) 内 收 傅 ; 对 一 切 满足 不 等 式 |z| > 
R 的 zx, 逢 级 数 (2) 都 发 散 ; 至 于 z= 土 R,(2) 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 

我 们 称 ( 一 尺 ,R ) 为 突 级 数 (2) 的 收 钱 区间 . 

怎样 求 得 千 级 数 (2) 的 收敛 半径 ,有 如 下 定理 . 

定理 14.2 对 于 之 级 数 (2), 硅 


imY Tas| = 0, (3) 
则 当 
(i) 0< o< + co 时 ,震级 数 (2) 的 收 信 半径 尺 = 
(ii) o=0 时 , 千 级 数 (2) 的 收敛 半 征 R=+%; 
(前) o= + oo 时 , 知 级 数 (2) 的 收敛 半径 R=0. 
证 对 于 等 级 数 > anr” | ,由 于 
my are] = lm Y Tal |z|= olzl， 


根据 级 数 的 根 式 判 别 法 , 当 p|zx|<1 时 ,级 数 > ler | 收敛 ; 当 ol z| > 工时 


1. 
D 


级 数 发 散 . 于 是 0< o<+oo 时 ,由 ol1z1< 1 得 寡 级 数 (2) 的 收敛 半径 尺 = 村 


当 p =0 时 ,对 任何 钳 有 polzl<1, 所 以 尺 =+%. 当 p = 十 时 , 则 对 除 > 
= 0 外 的 任何 工 东 有 ojzl > 1 所 以 及 = 0. 品 


在 第 十 二 章 $2 第 一 段 曾经 指出 : 若 im aez| =p, 则 有 limYTas] =p. 因 
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此 ,我 们 也 常用 级 数 的 比 式 判别 法 来 推出 短 级 数 (2) 的 收敛 半径 . 
例 1 级 数 卫 五 ,由 于 


n+l1 nN 
tn (n 十 1) 


所 以 它 的 收 伍 半 径 RR 二 1, 即 收 敏 区 间 为 (1,1); 当 = +1 时 ， 有 | Cy 


— 1(n— 0), 


mp 
J 


二 ,由 于 级 数 -5 收敛 ,所 以 级 数 写 在 zx= 土 1 时 也 收敛 .于 是 这 个 级 数 的 收 


敛 域 为 [ -1,1j. 口 
例 2 级 数 
x” 2 
区 十 2 十 十 站 十 ，…*， (4) 
由 于 
R = lm = lm =1, 
no nt+l1 1 1 


所 以 短 级 数 (4) 的 收 全 区 间 是 (一 1,1). 但 级 数 (4) 当 z=1 时 发 散 ,zx = 一 1 时 收 
争 , 从 而 推 得 级 数 (4) 的 收敛 域 是 半 开 区 间 | 一 1,1). 品 
照 此 方法 ,读者 不 难 验证 级 数 


on 天 蕊 各 

I 
2 于 与 nlr" 
n=0 7。 二 0 


的 收 僵 半 径 分 别 为 R=+ % 与 R=0. 
定理 14.3( 柯 西 一 阿达 玛 (Cauchy - Hadamard) 定 理 ) 对 于 者 级 数 (2), 设 
p = mv | an | ， (5) 
则 当 
(i) 0 之 p 达 + 时 , 收 化 半径 R= 一 


(i) p=0 时 ,R= +%; 

( 道 ) p=+ 时 ,R=0. 

注意 ; 由 于 上 极限 (5) 总 是 存在 ,因而 任 一 矫 级 数 总 能 由 (5) 式 得 到 它 的 收敛 半径 . 
定理 14.3 的 证 明 与 定理 14.2 相仿 ,读者 可 自行 根据 定理 12.8 推论 2 推出. 


例 3 级 数 


Tn 一 | WE 2 


. 人 | se 
tita2+t247 + 35 + yan » 


ey 吉 
1+3 


由 于 
limYa, = 


所 以 收敛 半径 R=2. 由 于 z= +2 时 ， 以 个 玫 顶 级 数 都 发 放 级 数 的 收 伍 域 为 ( - 2,2). 
0 
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下 面 讨论 宕 级 数 (2) 的 一 致 收敛 性 问题 . 

定理 14.4 若 攻 级 数 (2) 的 收敛 半径 为 R(>0), 则 在 它 的 收敛 区 间 ( 一 RR， 
R ) 内 任 一 闭 区 间 [a ,2 上 级 数 (2) 都 一 致 收 伍 . 

证 设 z=max |la|l,1511E( 一 R,R), 那 么 对 于 [a,65jJ 上 任 一 点 xz, 都 有 

| a, Xx” | 夺 | an T” |. 

由 于 级 数 (2) 在 点 绝对 收敛 ,应 用 优 级 数 判 别 法 推 得 级 数 (2) 在 [a ,5j 上 一 致 
收 合 . 口 

定理 14.5 若 宪 级 数 (2) 的 收敛 半径 为 R(>0), 且 在 工 = 尺 (或 工 = 一 尺 ) 
时 收敛 , 则 级 数 (2) 在 [0, 尺 ]j( 或 [- 尺 ,0j) 上 一 致 收 侠 . 

证 ” 设 级 数 (2) 在 z=R 时 收敛 ,对 于 x€E1L0,Rj]R 有 


> oz 一 >yaR" (总) 
知 级 数 > as R" 收 全 ,函数 列 | 中 】| 在 [0,R] 上 过 减 且 一 致 有 界 , 即 


2 人 
故 由 阿 贝 耳 判 别 法 (定理 13.6) ,级 数 (2) 在 [0, 尺 j 上 一 致 收敛 . 品 
关于 一 般 宕 级 数 (1) 的 收敛 性 问题 ,也 可 仿照 上 述 的 办 法 来 确定 它 的 收 合 区 


间 和 收敛 半径. 


例 4 级 数 
1 2 和 
5 (£—l Tz 1 + 全。 1) + \ 工 1) 二 (6) 
2"n 2 2*。，。2 2”7。n 
由 于 

1 
2"+tl(n 二 1) 7 .1 

1 -3+1) 2 (n> %) 

27 nn 


所 以 级 数 (6) 的 收敛 半径 R=2, 因 而 级 数 (6) 的 收敛 区 间 为 |z 一 1| <2 如 
(一 1,3). 当 z= 一 1 时 ,级 数 (6) 为 收敛 级 数 


(— 2)” _ 1 _ 1 。。。 _ 1 32 1 a 
oi 1 二 本 一 本 十 + (~ 1) + 


当 xz =3 时 ,级 数 (6) 为 发 散 级 数 


2 1 1 1 .1 ... 
2 = lt2+t37 + + 
于 是 级 数 (6) 的 收敛 域 为 [ 一 1,3). 口 
二 ”、 究 级 数 的 性 质 


首先 由 定理 13.12 立刻 可 得 
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定理 14.6 (i) 医 级 数 (2) 的 和 咕 数 是 (- 尺 , 尺 ) 内 的 连续 函数 ;ii) 吉 医 级 
数 (2) 在 收 和 敛 区 间 的 左 ( 右 ) 端 点 上 收 往 , 则 其 和 图 数 也 在 这 一 端点 上 右 ( 左 ) 连 
续 . 
在 讨论 帘 级 数 的 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积 之 前 , 先 要 确定 咕 级 数 (2) 在 收敛 区 间 
(一 RR,R ) 内 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积 后 所 得 到 的 大 级 数 
Q&1 十 2C27X 十 3asr” 十 …” 十 71Q 2 十 (7) 
与 


+ 2 
UN 
| 2 


天 


(人 十 
二 ] 十 ,.. (8 ) 


人 
Ti +r ++ 
3 nn 


的 收敛 区 间 . 
定理 14.7 守 级 数 (2) 与 短 级 数 (7)、(8) 具 有 相同 的 收 征 区 间 . 
证 这 里 只 要 证 明 (2) 与 (7) 具 有 相同 的 收敛 区 间 就 可 以 了 ,因为 对 (8) 了 逐 项 
求 导 就 得 到 (2). 
设 zo 为 蚂 级 数 (2) 收 敛 区 间 ( 一 R,R) 内 任 一 不 为 零 的 点 .由 阿 贝 耳 定 理 
(定理 14.1) 的 证 明知 道 ,存在 正 数 M 与 r(r<1), 对 一 切 正 整数 n ,都 有 
| a, zl < Ar . 


于 是 


M 
| a ZX nr, 
| 0 | 


_ n 
| na, XxX% 1 |= 民 
0 


由 级 数 的 比 式 判别 法 知道 ,级 数 1 nr" 收敛 . 根据 级 数 的 比较 原则 及 上 述 不 等 
n= 三 0 


式 ,就 推出 备 级 数 (7) 在 点 zxo 是 绝对 收敛 的 (当然 也 是 收敛 的 1). 由 于 zo 为 
(- 尺 ,R) 内 任 一 点 ,这 就 证 得 宪 级 数 (7) 在 (一 尺 ,R) 内 收 纹 . 

现在 证 明 竹 级 数 (7) 对 一 切 满足 不 等 式 |x|>>R 的 z 都 不 收敛 .如 者 不 然 ， 
竺 级 数 (7) 在 点 zo(|xo| >R) 收 伊 , 则 有 一 数 去 ,使 得 |xo|>>1z1>R. 由 阿 贝 耳 
定理 , 宪 级 数 (7) 在 工 = 元 时 绝对 收敛 .但 是 , 取 n 之 |z1 时 ,就 有 


| na, 到 -| = T | a, z" | 之 | an z" |， 
由 比较 原则 推 得 寡 级 数 (2) 在 z= 工 时 绝对 收 令 ， 这 与 所 设 宪 级 数 (2) 的 收 争 区 
闻 为 (一 RR,R) 相 矛盾 .这 就 证 得 知 级 数 (7) 的 收敛 区 间 也 是 (一 R,R). 口 


定理 14.8 设 者 级 数 (2) 在 收敛 区 间 (- 尺 ,R) 上 的 和 函数 为 ,在 工 为 
(一 RR,R) 内 任意 一 点 , 则 
(i) f 在 xz 可 叶 , 且 


F(z) = > manrr 
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(i) f 在 0 与 xz 这 个 区 间 上 可 积 , 且 
. Un 7 十 
KGa)d 一 人 +1 上 


定理 14.8 指出 医 级 数 在 收敛 区 间 内 可 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积 ，, 

证 ”由 定理 14.7, 级 数 (2),(7),(8) 具 有 相同 的 收敛 半径 RR. 因 此 ,对 任意 
一 个 zxE€E( 一 R,R), 总 存在 正 数 7 ,使 得 | zi1<r< 尺 ,根据 定理 14.4, 级 数 (2)， 
(7) 在 [一 + ,rj] 上 一 致 收敛 .再 由 第 十 三 章 $2 的 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积 定理 ,就 得 
到 所 要 证 明 的 结论 (1) 与 (1). 口 

由 定理 14.8 的 (i) 可 得 : 

推论 1 记 f 为 军 级 数 (2) 在 收敛 区 间 ( 一 R,R) 内 的 稍 数 , 则 在 (一 RR， 
RR) 内 f 具有 任何 阶 导 数 , 且 可 逐 项 求 导 任何 次 ,有 即 

f(x) = al+2a2z + 3a3r + + Nar” +") 
f(r) = 2a2+ 3 2a3r 十 … 十 n(n 一 1)a zz 一 十 ，…:， 


二 和 


和 


推论 2 记 f 为 罕 级 数 (2) 在 z=0 某 邻 域内 的 和 函数 , 则 级 数 (2) 的 系数 与 
ff 在 x=0 处 的 各 阶 导数 有 如 下 关系 : 
n) 
al = f(0),a, = f£" (0) (n= 1,2,.). 


n! 
这 个 推论 还 表明 , 若 级 数 (2) 在 (一 RR,R) 上 有 和 函数 f, 则 级 数 (2) 由 f 在 
zx=0 处 的 各 阶 导数 所 惟一 确定 ， 
三 ” 笑 级 数 的 运算 
在 讨论 竹 级 数 的 运算 之 前 , 先 说 明 两 个 竹 级 数 (2) 


Par = aotarrt ta +t 


与 的 
Spr = bot birt 十 born 十 (9) 
相等 的 意义 . 
定义 ” 若 考 级 数 (2) 与 (9) 在 x =0 的 某 邻 域内 有 相同 的 和 函数 , 则 称 这 两 
个 知 级 数 在 这 邻 域内 相等 . 
定理 14.9 若 知 级 数 (2) 与 (9) 在 x =0 的 某 邻 域内 相等 , 则 它们 同 次 大 项 
的 系数 相等 , 即 


an = bs (n= 1,2,). 
这 个 定理 的 结论 可 直接 由 定理 14.8 的 推论 2 得 到 . 
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根据 这 个 定理 还 可 推 得 : 若 寡 级 数 (2) 的 和 函数 为 奇 ( 偶 ) 函 数 , 则 (2) 式 不 出 
现 偶 ( 奇 ) 次 宕 的 项 . 
定理 14.10 若 宕 级 数 (2) 与 (9) 的 收敛 半径 分 别 为 R, 和 R,, 则 有 


ya rn = > anrr， | Z < RK, 


(a, + 6,)7x",| xX|I<R, 
n=0 n=0 


(Da rz") (Db 


式 中 儿 为 常数 ,R=min |R,,R,| ,c= Dy abet 


定理 的 证 明 可 由 数 项 级 数 的 相应 性 质 推出 
例 5 几何 级 数 在 收敛 域 (一 1,1) 内 有 


f(z) = 7 =1+trtr tt +t (10) 


] 一 
对 级 数 (10) 在 ( -1,1) 内 逐 项 求 导 得 


TO (11) 
f(r) = CT 一 了 =2+3.2r+. + nn- 1)zr +.…. (12) 
者 (10) 在 [0 六 上 过 项 来 积 可 得 


I dr >) | 
-一 一 二 t”dt, 
0 1—1 2 0 


所 以 
2 3 7 十 1 
nm 一 = xz+ 瑟 + 二 + (ziIKD (13) 
上 式 对 x = 一 1 也 成 立 ( 参 见 本 节 习 题 3). [ 


从 这 个 例子 可 以 看 到 :由 已 知 级 数 (10) 的 和 函数 ,通过 逐 项 求 导 或 逐 项 求 积 
可 间接 地 求 得 级 数 (11)、(12) 或 (13) 的 和 函数 ， 


习 题 
1. 求 下 列 堵 级 数 的 收 剑 半径 与 收 伍 区域 
(1) Znr”; (2)2 2 On 
(3) 三 AD- ni (4) Zr(0<r<1)i 


(2n)! 


_ LE 
396 pr pt ep hE et et 


8$1 惠 级 数 s1 


(5) 5 ET (6) 3+ (z+ 1) 


(7) > (1 1+ 方 + +) 
2. 应 用 逐 项 求 导 或 逐 项 求 积 方法 求 下 列 短 级 数 的 和 应 数 (应 同时 指出 它们 的 定义 域 ). 


人 十 


3 5 
之 _ 风 _ 看 二 本 和 
(1) zt + + 2 二 


(2 ) 元 十 2z2 十 3 二 3 十 … 十 7 十 
(3) 1， 2T+2* 37 二， 十 了 (天 十 开 ) 7 十 … 


3. 证 明 : 设 f(z)= > x" 在 1x1< R 内 收 化， 着 2 有 一 = Rn+l 也 收敛, 则 


n+1 


| f(z)dz = 2 一 下 Re 


n=0 


[注意 ;这 里 不 管 >)a,z" 在 z = R 是 否 收敛 ) .应 用 这 个 结果 证 明 ， 


| 去 dz 二 ln2 = 之 (- 1)” 一 
4. 证 明 : 
2 壬 六 
(1) y= 2 4x)1 满足 方程 y9 = y; 


GO) y= 六 7 请 是 访 程 zy +y -y= 0 


5. 证 明 : 设 f 为 宕 级 数 (2) 在 (一 尺 ,R) 上 的 和 函数 , 若 f 为 奇 函 数 , 则 级 数 (2) 仅 出 现 奇 
次 寡 的 项 , 若 f 为 偶 函 数 , 则 (2) 仅 出 现 偶 次 睁 的 项 . 


6. 求 下 列 大 级 数 的 收 丝 域 . 


1 


2 
(1) 二 一 一 一 下 (a>0,6>0); (2) xz(1+ 二 | TX". 


7. 证 明定 理 14.3 并 求 下 列 具 级 数 的 收敛 半径 : 
(1) > 13+( DD) 


(2) at+brtar t+hr + (0<a<6b). 
8. 求 下 列 宪 级 数 的 收敛 半径 及 其 和 郴 煞 : 


(D 2 zit 1)， (2) 2 a TI) 
9. 设 a0 ;a1,a2，" “为 等 差 数 列 (ao 关 0). 试 求 ， 
(1) 敌 级 数 DonT” 的 收敛 半径 ， 


(2) 数 项 级 数 DE Sa 的 和 数 . 
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$ 2 函数 的 震级 数 展开 


一 “泰勒 级 数 
在 第 六 章 》$3 的 泰勒 定理 中 曾 指出 ,各 晒 数 f 在 点 ro 的 某 邻 域内 存在 直至 


n+1 阶 的 连续 导数 , 则 


f(r) = f(xo) + fF (xo)(r 一 XT0) + LF 一 xX0) 十 
?2 ) x 
+ F(z0)" + R,(z), (1) 
这 里 尺 ,(z) 为 拉 格 朗 日 型 余 项 
nt+1) 
R, (xz) — 大 (CE)r _ 0 )2+ 1 ， (2 ) 


(n+1)1 
其 中 & 上 在 >z 与 zo 之 间 , 称 (1) 为 了 在 zo 的 泰勒 公式 ， 
如 果 在 (1) 中 抹 去 余 项 R,(x), 那 么 在 zo 附近 f 可 用 (1) 式 右边 的 多 项 式 
来 近似 代替 ,如果 函数 f 在 x = zo 处 存在 任意 阶 的 导数 ,这 时 称 形式 为 
Le 


(Zz — xo) 十 


f(zo) + fF (ror — ro)t+ 
n) 
十 广 -oa 一 立 0) 十 … (3) 


的 级 数 为 函数 和 在 zx 的 泰勒 级 数 . 对 于 级 数 (3) 是 否 能 在 zo 附近 确切 地 表达 
f, 或 说 f 在 zo 的 泰勒 级 数 在 zo 附近 的 和 函数 是 否 就 是 f, 这 就 是 本 节 所 要 讨 
论 的 问题 . 

先 看 一 个 例子 . 

例 1 由 于 函数 


_ 
AD- r ， Z 天 (， 
0 ， 三 0 


在 z=0 处 任何 阶 导数 都 等 于 0( 第 六 章 $4 第 二 段 末 尾 ), 印 
AD(0) = 0,n = 1)2，…: 
所 以 f 在 zx=0 的 泰勒 级 数 为 
0+0+ 工 + 区 IT2 二 二 "二 
显然 它 在 ( -~ co , + co) 上 收敛 ,是 其 和 函数 S(z)=0. 由 此 看 到 ,对 一 切 z 天 0 都 
有 F(z) 夭 SCz)， 吕 
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这 个 例子 说 明 ,具有 任意 阶 导 数 的 晒 数 ,其 泰勒 级 数 并 不 是 都 能 收 伍 于 函数 
本 号. 下 面 定 理 指出 :具备 什么 条 件 的 顶 数 f, 它 的 泰勒 级 数 才 能 收 化 于 上 本 身 . 

定理 14.11 设 f 在 点 xo 具有 任意 阶 导 数 , 那 么 了 在 区 间 (xo 一 r,zxot+r) 
内 等 于 它 的 泰勒 级 数 的 和 函数 的 充分 条 件 是 :对 一 切 满 足 不 等 式 jz-zol<r 
的 x ,有 

lim R,(z) = 0， 

这 里 R, (xz) 是 f 在 zo 的 泰勒 公式 余 项 . 

读者 可 自行 由 第 六 章 $ 3 泰勒 定理 推出 本 定理 的 证 明 . 

如 果 能 在 zo 的 某 邻 域 上 等 于 其 泰 葛 级 数 的 和 隔 数 , 则 称 孙 数 了 上 在 zo 的 
这 一 邻 域内 可 以 展开 成 泰勒 级 数 , 并 称 等 式 


f(z) = f(xo) + fF (xo)(r — xo)t+ 


f (zxo0) 
2 1 


(x ~ x0) + 
n) x 
De 4, 

的 右边 为 f 在 zx = zxo 处 的 泰勒 展开 式 ,或 称 寡 级 数 展 开 式 . 
由 级 数 的 逐 项 求 导 性 质 可 推 得 : 若 广 为 宕 级 数 Danr” 在 收敛 区 间 (- 尺 ， 


R) 上 的 和 序数 , 则 1ax" 就 是 f 在 (- R,R) 上 的 泰勒 展开 式 ,这 是 宕 级 数 展 
n= 二 0 
开 的 惟一 性 问题 ， 
在 实际 应 用 上 ,主要 讨论 函数 在 xo==0 处 的 展开 式 ,这 时 (3) 式 可 以 写作 


7 ) 
FO0) + HDz + FOr? + 2 + V+. 


称 为 麦克 劳 林 级 数 . 
从 定理 14.11 知道 , 余 项 对 确定 函数 能 否 展开 为 容 级 数 是 极为 重要 的 ,下 面 


我 们 重新 写 出 当 zo = 0 时 的 积分 型 余 项 拉 格 朗 日 型 余 项 和 柯 西 型 余 项 ,它们 
分 别 是 
Ri(z) = 十 | fd) zt) "de, 


R, (zx) 一 CD)z 在 0 与 zx 之 闻 ， 


R, (zx) = fA Dg) _ 9)"+1,0 < 01. 


二 ”初等 函数 的 究 级 数 展 开 式 
例 2 求 & 次 多 项 式 哨 数 


f(z) 一 C0 十 5C1 袜 十 Co 十 “十 CR 
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的 展开 式 . 


解 ”由 于 
| 1 于， 
Ho = 达 上 上 
0 ， n > 上, 
总 有 lim R,(x)=0. 因 而 / 
f(x) =f(0) + fF (0)z+ Fr? 十 二 0 zh 
二 Co 十 ci 并 十 co Tr” 十 十 Ce ， 
即 多 项 式 函 数 的 适 级 数 展开 式 就 是 它 本 身 . ] 
例 3 求 函 数 f(z)=e? 的 展开 式 . 
解 ”由 于 A”)(z)=er, "(0)=1,(n=1,2,…). 所 以 f 的 拉 格 朗 日 余 项 


tr 
为 R,(z)=7 F717” 《09<1). 显 见 


| R, (x) < Iz 1 
它 对 任何 实数 z ,都 有 


ixz| 


, C n+l1 _ 
Imp Ir! = 0. 
因而 lim R, (x) 0. 由 定理 14.11 得 到 
ef =1+r+ lr tt + rE (~ 0, +o). 日 


例 4 函数 f(x)=sin xz. 由 于 
fz) = sin (z+ ),n = 2 
现在 考察 正弦 函数 的 拉 格 朗 日 余 项 R(x), 由 于 


sin e+ (n+1)” 
(n+1)! 


| 十 
< 7 
所 以 f(z )=sin z 在 (- co, +oo) 内 能 展开 为 麦克 劳 林 级 数 


| R, (xz) |= 


r+ 


-> | (7 — ), 


sinx= zx - 医 + 57 + + (— 1)"*! (2n E+ 
同样 可 证 (或 逐 项 求 导 ), 在 (一 有 和 有 
cos r=1-F1+ 咎 + … 十 《一 十) E+ 
例 5 函数 F(z)=ln(1+z) 的 各 阶 导 数 是 


. oe ch cv hi De tt eh Ti Hh bi a pe i 
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fz) = (- "1 
从 而 
AD(0) = (- 1)"!(n -1)!, 
所 以 f 的 麦克 劳 林 级 数 是 
二 De (5) 
用 比 式 判别 法 容易 求 得 级 数 (5) 的 收敛 半径 尺 =1, 且 当 工 =1 时 收敛 ,z= 一 1 
时 发 散 , 故 级 数 (5) 的 收敛 域 是 (一 1,1]. 现 在 讨论 在 这 收敛 区 间 上 它 的 余 项 的 极 
限 情形 . 
当 0 委 z 委 1 时 用 拉 格 朗 日 余 项 ,有 


1 nn nl! 如 十 
| R, (zx) = | 1) (T+ ETI 1 
| Zz 六 


|n+l 1+eé 


1 


对 于 一 1<xz<0 的 情形 , 拉 格 朗 日 余 项 不 易 估计 , 改 用 柯 西 余 项 进行 考察 . 我 们 
有 


| + 
CT oy! Oe 


| R,_ (x) 1= 1(- 1)> 


“1+8r\1+0r 


因为 ~1<z<0, 故 有 1 一 9<1+8z. 即 0< 二 一 <1, 所 以 


l (和 ) iz1™,0<0<1. 


| 十 


Ru(z) 和 
这 就 证 得 在 (一 1,11 上 In (1 + 之) 等 于 其 麦克 劳 林 级 数 (5). 

将 (5) 式 中 z 换 成 x -1 后 就 得 到 了 消 数 FAz)=inz 在 zx = 1 处 的 泰勒 展开 
式 : 

ln Z 二 (x—1) 

它 的 收敛 域 为 (0,2|. 口 

例 6 讨论 二 项 式 晒 数 F(z)=(1+z) 的 展开 式 . 

当 w 为 正 整 数 时 ,由 二 项 式 定 理 直 接 展开 ,就 得 到 f 的 展开 式 , 这 已 在 前 面 
例 2 中 讨论 过 . 

下 面 讨论 a 不 等 于 正 整 数 时 的 情形 ,这 时 

fn (zr) = ata 一 起 (ac 一 7 十 1)L+ TT)" 2 72 二 工 :2 


一 > ( (n 一 00). 


(zDD + 
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fA" (0) 一 a(a __ 1):…(a 一 n+ 1),n ~ 1,2,.…. 
于 是 f(z ) 的 麦克 劳 林 级 数 是 
ltar tes Dt. + He De tl. (6) 


运用 比 式 判别 法 ,可 得 (6) 的 收敛 半径 R=1. 现 在 (一 1,1) 内 考察 它 的 柯 西 余 项 
Re) = he Dre on L200 ge) 


n 1 


0 和 0 过 1. 
由 比 式 判别 法 ,级 数 了 全 一 上 一 2 xz"t1 当 | x 1< 工时 收敛 , 故 有 


a & 一 Ta 一 2 nl 0 


i 1 和 


又 由 于 zx> -1 有 1+ bz>>1-6, 且 0< 二 <1, 从 而 有 


1—-0Y” 
Gi 十 | <1. 

再 当 |x|<<1 时 ,有 0<(1+8x)*-1<(1+|zx1)* 1 短 2 .于 是 当 w>1 时 (1+ 

br)e-1 是 与 无 关 的 有 界 量 ; 当 a<1 时 ,也 有 同样 结论 . 综 上 所 述 , 当 |z|<1 

时 ， 


lim Ra (x ) = 0. 


所 以 在 (一 1,1) 上 ， 
a(a—-1) 2,... 


(T+ Xx) =1+axt 1 ys 
二 (7) 

对 于 收敛 区 间 端 点 的 情形 , 它 与 a 的 取 值 有 关 , 其 结果 如 下 (其 推导 参见 菲 赫 金 
哥 尔 芯 著 《 微 积分 学 教程 ) 第 二 卷 第 二 分 册 ): 

当 a 过 -1 时 ,收敛 域 为 (一 1,1); 

当 一 1<a<0 时 ,收敛 域 为 (一 1,1]; 

当 a >0 时 ,收敛 域 为 [一 1,1]. 

当 (7) 式 中 a= -工时 就 得 到 


lO) + (11). (8) 
li+z 

当 a= -于 时 得 到 
ll -十 32z3+ (一 1 (9) 
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一 般 地 说 ,只 有 少数 比较 简单 的 函数 ,其 寡 级 数 展开 式 能 直接 从 定义 出 发 ， 
并 根据 定理 14.11 求 得 .更 多 的 情况 是 从 已 知 的 展开 式 出 发 ,通过 变量 代 换 .四 
则 运算 或 乏 项 求 导 、 逐 项 求 积 等 方法 ,间接 地 求 得 函数 的 震级 数 展开 式 . 

例 7 以 xz 与 -x* 分 别 代 人 (8) 与 (9) 式 ,可 得 


lt tt Dr +,(- 1,1), (10) 


1 ,11.34 1.3.5 
万 1+27+2747 +7 4 

对 于 (10)、 (11) 分 别 乏 项 求 积 可 得 图 数 arctan z 与 arcsin Xz 的 展开 式 : 

> dt 

ol+2? 


T+.…,(—-1,1). (11) 


arctan Xz =| 


3 5S 2n 十 
arcsin z =| 一生- 
OV1-z* 

1xz3a 1.3z 1.3.5x’ 


+ 一 工 1. D 


2 3 
由 此 可 见 ,熟悉 某 些 初 等 函数 的 展开 式 , 对 于 一 些 函 数 的 天 级 数 展开 蚌 极 为 
方便 的 .特别 是 前 面 介绍 的 例 3 至 例 7 的 结果 ,对 于 用 间接 方法 求 大 级 数 展开 式 
特别 有 用 . 

作为 本 节 的 结束 ,最 后 举例 说 明 怎 样 用 震级 数 形 式 表 示 某 些 非 初等 咕 数 .在 
本 章 开头 就 已 经 提 到 和 客 级 数 的 这 种 特有 的 功能 . 

例 8 用 间接 方法 求 非 初 等 函数 


F(x) = | ea 


的 医 级 数 展开 式 . 
解 ” 以 一 xz* 代替 例 3 中 e” 展开 式 的 z, 得 | 
2 6 n..2n 


—00 芝 工 芝 十 00， 


再 逐 项 求 积 就 得 到 F(z ) 在 (一 00 ,+ co) 上 的 展开 式 
F(x) =| ed 
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习 是 


1 设 函数 /在 区 间 (a,6) 内 的 各 阶 导 数 一 致 有 界 , 即 存在 正 数 M, 对 一 切 z€ (a,6) ,有 
| f(x) 1S M,n = 1,2,°, 
证 明 : 对 (a,6) 内 任 一 点 z 与 zo 有 
oo 好 ) 并 
1 = DE 0) Gota = (2) .01 = 1 
2. 利用 已 知 函 数 的 等 级 数 展开 式 , 求 下 列 函 数 在 z=0 处 的 赛 级 数 展开 式 ,并 确定 它 收 
分 于 该 函数 的 区 间 


GD ee (2) 让 一; 
(3) i (4) sim zi 
(5) 二 一 (6) -二 5 
(7) | tg; (8) (1 + x)e™; 


(9) in (z+v 1+z). 
3. 求 下列 函 数 在 zx= 工 处 的 泰勒 展开 式 : 


(1) F(z)=3+2z 一 4z2 十 7T3 (2) F(z)= 二 。 


.二 


4. 求 下 列 函数 的 麦克 劳 林 级 数 展开 式 : 


(2) xarctan cInv 1+ zr. 


过 各 
(1) (1—- xz)(1- x) 
5, 试 将 f(x)=Inz 按 二 二 的 雷 展 开 成 等 级 数 


“ § 3” 复 变量 的 指数 函数 欧 拉 公式 


先 讲 复数 项 级 数 . 设 级 数 


LI 十 22 十 taut (1) 
中 每 一 项 都 是 复数 zx = a + 让 (ap 为 实数 ,i 为 虚 部 单位 )(n==1,2,…), 则 (1) 式 可 与 成 
(el + ib1) + (a + ib2) + + (a + ibn) + "i*. (2) 


以 S, 表示 (9) 的 第 =” 个 部 分 和 ,并 沁 
人。 = Da 一 2 jb, 
k= 下 一 了 
则 有 


“3$3 鱼 变 量 的 指数 函数 : 欧 拉 公式 $9 


S = R,+iL,. 

车 limR, 与 lm 1 存在 , 则 称 级 数 (1) 收 敏 ,车 A,B 分别 记 这 两 个 极限 值 , 则 级 数 (1) 的 

和 和 记 为 A+1B. 据 此 ,级 数 (1) 收 敛 的 充 要 条 件 是 .级 数 
Da 与 Db 

都 收 合 . 和 

级 数 (1) 各 项 zx 的 模 为 

[un I= Vad + 62,n = 1,2,. 

若 级 数 


| ui + i uz | 十 十 | wn 十 
收敛 , 则 称 级 数 (1) 绝 对 收 笋 .由 关系 式 
| a, [| wn |, br i | ur lyn 二 12 
可 证 得 : 若 级 数 (1) 绝 对 收 伍 , 则 级 数 (1) 必 收 钙 . 
设 c,(n=0,1,2,…) 为 复数 ,z 为 复 变 量 , 则 称 级 数 


co t+ cizZ+ cz + cn + (3) 
为 复数 项 宕 级 数 . 若 z = zo 使 得 级 数 (3) 收 敛 , 则 称 它 在 点 zo 收敛 .所 有 使 级 数 (3) 收 化 的 全 
体 复数 构成 复数 项 种 级 数 (3) 的 收 鱼 域 . 
记 
p= lmYilcl, 


这 时 和 $ 1 实数 项 竹 级 数 一 样 可 证 得 :级 数 (3) 对 一 切 满足 |z| < 二 的 z 不 仅 收 伍 , 而 且 绝对 


收敛; 对 一 切 | > | > 二 的 z, 级 数 (3) 是 发 散 的 现 以 尺 = 全 表示 复数 项 赛 级 数 (3) 的 收 伍 半 各 


( 当 p=0 时 ,R=+%; 当 p= +% 时 ,R =0), 则 级 数 (3) 的 收敛 范围 是 复 平面 上 的 以 原点 为 
中 心 ,R 为 半径 的 圆 . 
例如 级 数 
全 十 ……， (4 ) 
由 于 
im YTai = lmA/ 二 =0， 
故 级 数 (4) 的 收 全 半径 R= + co , 即 (4) 在 整个 复 平 面 上 都 是 收敛 的 , 当 z 为 实 变量 x 时 ,(4) 


的 和 函数 为 实 变 量 的 指数 函数 er. 因 此 ,我 们 也 把 级 数 (4) 的 和 函数 ,定义 为 复 变 量 z 的 指数 
疯 数 e*, 即 


> 2 2 
=1+tzt+a +t +t (5S) 
用 同样 的 方法 可 定义 复 变量 的 正弦 函数 与 余弦 函数 : 


. 2 2 .… 十 【一 1 2 (6) 
snz=z-317+s11 (2n — 1)! ， 


os z=1- 新 + 和 + + (DT (7) 
它们 的 收敛 域 都 是 整个 复 平 面 . 
以 iz 代替 (5) 式 中 的 z, 可 得 


| (i ) : n 
Qi 一 了 十 1y 十 1 之 *w， 十 lz 十 2:，* 


十 


21 ni! 
之 3 4 5 
_ ,之 _ :之 . “和 | 。 
2 4 3 3 
— 之 .之 人 -之 


联系 (6) 与 (7) 式 ,就 有 
ez = cos x + isin z. 

当 z 为 实 变 量 工 时 , 则 得 
ez 二 cos 工 +isin ,一 co 巡 工 所 + oo. 
它 称 为 欧 拉 公 式 . 这 个 公式 给 出 了 ( 实 变 量 ) 指 数 函 数 与 三 角 函 数 之 间 的 关系 . 

由 于 任 一 复数 z 都 可 写作 r(cos 06+ isin 0)(r 为 z 的 模 , 即 |z|i=r,0=argz 为 z 的 蚂 
角 ), 那 么 由 欧 拉 公式 可 推 得 复数 的 指数 形式 

z = r(cos 0 + isin 0) = rer. 
与 实 寡 级 数 一 样 ,由 级 数 的 乘法 运算 可 得 
exl+z2 = eztez2 

当 以 z=z+iy 代 人 上 式 , 则 有 


ez = ertiy = erey = er(cos y + isin y). 
习 题 


1. 证 明 棣 英 弗 (de Moivre) 公 式 
oos nz + isin nr = (eos x + isin 7)”. 


2. 应 用 欧 拉 公 式 与 棣 莫 弗 公式 证 明 . 


[中 中 
性 
(1) er ecos( zsin a) = 2) TCos na; 
站 三 0 " 
[由 
人 切 
(2) er sin(xsin a) = sin na ， 
天 二 自 “ 


总 练习 是 


1. 证 明 : 当 |z|< 方 时 


| 
1 - 3x + 2x° 


2. 求 下 列 函数 的 等 级 数 展开 式 : 


— 1+3rt7r2 + + (27 1) + '. 
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(1) f(x)=(1+zx)ln (1+x); (2) f(z)=sim zx: 
(3) f(x) = | cos t2di. 
3. 确定 下 列 麦 级 数 的 收敛 域 ,并 求 其 和 阔 数 : 


(1) DE (2) > Brn 
(3) Dnlz -Dr (4) DD" 
4. 应 用 大 级 数 性 质 求 下 列 级 数 的 和 ， 
(1) > i (2) >， CD 
5. 设 函 数 
f(x) = > 切 


定义 在 [0,1j 上 ,证 明 它 在 (0,1) 上 满足 下 述 方程 : 
rz)+ fl- zx)+hn zln (1 -7x)= f(1). 
6. 利用 函数 的 突 级 数 展开 式 求 下 列 不 定式 极限 ， 
l arcsn 工 


(D tim[z -zn (+ 荆州 (2) lim = 


Sn I 
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$1 傅 里 叶 级 数 


本 章 将 讨论 在 数学 与 工程 技术 中 都 有 着 广泛 应 用 的 一 类 函数 项 级 数 , 即 由 
三 角 卫 数列 所 产生 的 三 角 级 数 . 
一 ”三 角 级 数 . 正 交 函 数 系 
在 科学 实验 与 工程 技术 的 某 些 现 象 中 ,常会 磁 到 一 种 周期 运动 .最 简单 的 周 
期 运动 ,可 用 正弦 畏 数 
y = Asin (wr + 所) (1) 
来 描写 .由 (1) 所 表达 的 周期 运动 也 称 为 简 谐振 动 ,其 中 A 为 振幅 ,gq 为 初 相 角 ， 


w 为 角 频 率 ,于 是 简 谐振 动 y 的 周期 是 工 = 从 .较为 复杂 的 周期 运动 , 则 常 是 几 


个 简 谐 振动 
YW = Arsin (ko 十 pi) ,大 = 1,2,.…,n 
的 登 加 


y = > = > Asin( ku 十 gx). (2) 

由 于 简谱 振动 yi 的 周期 为 万 [T= 笠 ,=1,2,…,n, 所 以 函数 (2) 的 周期 为 
T. 对 无 穷 多 个 简 谐振 动 进行 到 加 就 得 到 函数 项 级 数 

AU + SA sin( mux + Pa. (3) 


若 级 数 (3) 收 敛 , 则 它 所 描述 的 是 更 为 一 般 的 周期 运动 现象 .对 于 级 数 (3) ,我 们 
只 要 讨论 w=1( 如 果 w 关 1, 可 用 wz 代 换 zx) 的 情形 .由 于 


sin (nz 十 ph) = sin pncos nx + COS pnsin nz, 


所 以 
AU+ >》 Asin (nr + on) 
为 二 


= Ao+ > (Asin pcos nr + Ancos pnsin nz). (3”) 
内 一 


一 - i 1D HP = -MPEP re 和 
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记 Ao= ,Ansin p= ans Ancos ps = bn sn =1,2,, 


则 级 数 (3 ) 可 写成 
十 > (ancos nz + b,sin nx). (4) 
它 是 由 三 角 钞 数列 (也 称 为 三 角 吵 数 系 ) 
1 ,cos x ,sin Zaos 27,Sin 2T,°°° ,00S nx, Sin nz, (5) 


所 产生 的 一 般 形式 的 三 角 级 数 . 
容易 验证 ,车 三 角 级 数 (4) 收 敛 , 则 它 的 和 一 定 是 一 个 以 2r 为 周期 的 函数 . 
关于 三 角 级 数 (4) 的 收敛 性 有 如 下 定理 ， 
定理 15.1 若 级 数 


ao| 之 
一 + > (la 1I+1 5 1) 
如 二 全 


收敛 , 则 级 数 (4) 在 整个 数 轴 上 绝对 收敛 且 一 致 收敛 . 

证 对 任何 实数 zx, 由 于 

| avcos nz 二 sin nz | 委 | a, 1+| 6b, 1， 

应 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 (定理 13.5) 就 能 推 得 本 定理 的 结论 . 0 

为 进一步 研究 三 角 级 数 (4) 的 收敛 性 ,我 们 先 探 讨 三 角 旺 数 系 (5) 具 有 哪些 
特性 . 

首先 容易 看 出 ,三 角 函 数 系 (5) 中 所 有 函数 具有 共同 的 周期 2x. 

其 次 ,在 三 角 函 数 系 (5) 中 ,任何 两 个 不 相同 的 函数 的 乘积 在 [ 一 x,xj 上 的 
积分 都 等 于 零 , 即 


| cos nzdzx = | sin nzdzx = 0， (6) 
| oo0s mzeos nrdz =0 (m £7), 
| sin mzsin nrdr =0 (m 关 7), (7) 


| cos mzxsin nzdx = 0. 
而 (5) 中 任何 一 个 函数 的 平方 在 [ - r;,x] 上 的 积分 都 不 等 于 零 , 即 


| cos: nzdx = | sin’ Tdzx = x, 
叶 t (8) 
| ti*dzx = 2x. 


通常 把 两 个 函数 pg 与 y 在 [a,5j] 上 可 积 , 且 
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| wz)w(z)dz = 0 


的 函数 op 与 y 称 为 在 La ,5j 上 是 正 交 的 .由 此 ,我 们 说 三 角 函 数 系 ($) 在 [ 一 rr 
上 具有 正 交 性 ,或 说 (5) 是 正 交 函数 系 . 

二 以 2r 为 周期 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 

应 用 三 角 函 数 系 ($) 的 正 交 性 ,我 们 讨论 三 角 级 数 (4) 的 和 因数 f 与 级 数 
(4) 的 系数 a0,a,,b, 之 间 的 关系 ， 

定理 15.2 大 在 整个 数 轴 上 


f(z)= + > (one nt + busin nz) (9) 
且 等 式 右边 级 数 一 致 收 伍 , 则 有 如 下 关系 式 : 
a, = | flr)oos nzdz sn = 0,1,2,., (10a) 
b, = 二 | f(z)sin nzdr,n = 1,2,.…. (10b) 
证 ”由 定理 条 件 , 函 数 f 在 [一 x,x] 上 连续 且 可 积 .对 (9) 式 逐 项 积分 得 
| Aiz)dz 


一 | dz 十 > (en] os nrzdz + oa nzdzr | 
由 关系 式 (6) 知 ,上 式 右 边 括号 内 的 积分 都 等 于 零 .所 以 
| 7z)dz = 站 . 27 = anT， 
即 得 
a0 = 了 | f(z)dz, 
现 以 cos kx 乘 (9) 式 两 边 (& 为 正 整数 ), 得 
f(x)cos kr = cos kz + Dy (oneas nzxcos kr + b,sin nrcos kx). (11) 


从 第 十 三 意 § 1 习题 4 知道 ,由 级 数 (9) 一 致 收敛 ,可 推出 级 数 (11) 也 一 致 收敛 . 
于 是 对 级 数 (11) 逐 项 求 积 ,有 


| f(z)o0s kxrdz 
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由 三 角 蚌 数 的 正 交 性 ,右边 除了 以 aj 为 系数 的 那 一 项 积分 
| cos krdx = 
外 ,其 他 各 项 积分 都 等 于 0, 于 是 得 出 : 
| f(x)cos krdzr = ar (k= 1,2,.…), 
即 
工 | 1 
a = - f(r)cos krdr (k = 1,2,.…). 


同 理 ,(9) 式 两 边 乘 以 sn kz ,并 逐 项 求 积 ,可 得 
b; = 工 | f(r)sin krdr (k= 1,2,.…). 四 
一 般 地 说 , 若 上 是 以 2x 为 周期 且 在 [ - rr] 上 可 积 的 函数 , 则 可 按 公 去 
(10) 计 算出 a, 和 6b, ,它们 称 为 函数 f( 关 于 三 角 函 数 系 ) 的 傅 里 时 系数 ,以 了 的 
和 傅 里 时 系数 为 系数 的 三 角 级 数 (9) 称 为 F 关 于 三 角 函 数 系 ) 的 人 备 里 叶 级 数 , 记 作 


Or} 


f(x) ~ 也 + > (ancos nr + brsin nr). (12) 
1 


一 


这 里 记号 “一 ”表示 上 式 右边 是 左边 函数 的 傅 里 叶 级 数 . 由 定理 15.2 知道 : 
车 (9) 式 右边 的 三 角 级 数 在 整个 数 轴 上 一 致 收敛 于 其 盘 数 f, 则 此 三 角 级 数 就 
是 了 的 傅 里 时 级 数 , 即 此 时 (12) 式 中 的 记号 “一 "可 换 为 等 号 . 然而 ,者 从 以 2r 
为 周期 有 在 [ 一 x,x] 上 可 积 的 函数 了 出 发 , 按 公 式 (10) 求 出 其 傅 里 叶 系 数 并 得 
到 健 里 叶 级 数 (12) ,这 时 还 需 讨论 此 级 数 是 否 收敛 .如 果 收 敛 , 是 否 收 仿 于 了 本 
身 . 这 就 是 下 一 段 所 要 叙述 的 内 容 . 

三 ”收敛 定理 

下 面 的 定理 称 为 傅 里 叶 级 数 收 敛 定 理 . 

定理 15.3 若 以 2x 为 周期 的 函数 f 在 [ - rx,z] 上 按 段 光 滑 , 则 在 每 一 所 
cfT-r,xr],r 的 傅 里 叶 级 数 (12) 收 银 于 了 在 点 z 的 左 \ 右 极限 的 算术 平均 值 , 即 

f(z+0)+ f(z—0) A -0) _ + y (oa cos nz + 5 sin nz )， 

其 中 a, ,pb。 为 上 的 传 里 叶 系 数 . 

下 面 先 对 定理 中 的 某 些 概念 作 解 释 ,然后 举例 说 明 如 何 运 用 这 个 定理 把 盟 
数 展开 成 傅 里 时 级 数 .关于 收敛 定理 的 证 明 将 在 $ 3 中 进行 . 

我 们 知道 ,车 的 导 函 数 在 [a ,5] 上 连续 , 则 称 在 [a ,8j 上 光滑 .但 在 是 
义 在 [a,65] 上 除了 至 多 有 有 限 个 第 一 间断 点 的 函数 三 的 导 函 数 在 [2 ,6j 上 除了 
至 多 有 限 个 点 外 都 存在 且 连 续 , 在 这 有 限 个 点 上 导 函 数 六 的 左 、 右 极限 存在 , 则 
称 ff 在 [a ,5] 上 按 段 光 清 . 


66 第 十 五 章 ”信里 叶 级 数 


根据 上 述 定 义 , 若 函数 f 在 [a ,bj] 上 按 段 光滑 , 则 有 如 下 重要 性 质 ， 
1” 三 在 [La ,0 上 可 积 ， 
2" 在 La ,bj 上 每 一 点 都 存在 f(x 土 0), 且 有 : 


im A = f(xzx+0), 


lim A A - f(r-0). (13) 
3" 在 补充 定义 f “在 [a ,5] 上 那些 至 多 有 限 个 不 存在 点 上 的 值 后 ( 仍 记 为 
三 ), 矿 在 La ,5 上 可 积 . 
从 几何 图 形 上 讲 , 在 区 间 [a ,2j 上 按 段 光 
滑 函 数 , 是 由 有 限 个 光滑 弧 段 所 组 成 , 它 至 多 
有 有 限 个 第 一 类 间断 点 与 角 点 (图 15 一 1). 
收敛 定理 指出 ,Ff 的 仁 里 叶 级 数 在 点 工 
处 收敛 于 这 一 点 上 /的 左右 极限 的 算术 平 


绝 值 帮工 二 0 二 大 荆 - ;而 当 f 在 点 x 连 


继 时 , 则 有 三 太一 呈 f(z), 即 此 


时 f 的 傅 里 叶 级 数 收 敛 于 f(x). 于 是 有 如 下 推论 . 

推论 若 太 是 以 2x 为 周期 的 连续 函数 , 且 在 [ -x,x] 上 按 段 光滑 , 则 了 的 
傅 里 叶 级 数 在 ( 一品 ,co) 上 收 伍 于 了 . 

根据 收敛 定理 的 假设 , 广 是 以 27 为 周期 的 函数 ,所 以 系数 公式 (10) 中 的 积 
分 区 间 [ 一 x,x] 可 以 改 为 长 度 为 2 的 任何 区 间 ,而 不 影响 cv ,5 的 值 : 


a, 二 二 "f(x )oos nrdz,n = 0,1,2,.…,， 
b, = 工 | f(r)sin HTdZ 1 = 1,2,…,， 
Ne 
其 中 c 为 任何 实数 . 
注意 . 在 具体 讨论 函数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 时 , 常 只 给 出 函数 /在 ( —x,7| 
(或 [一 x,x)) 上 的 解析 表达 式 , 但 读者 应 理解 为 它 是 定义 在 整个 数 轴 上 以 2r 为 
周期 的 函数 . 即 在 ( 一 x,x] 以 外 的 部 分 按 函 数 在 (一 x,x] 上 的 对 应 关系 作 周 期 延 
拓 . 如 了 为 ( -x,x] 上 的 解析 表达 式 ,那么 周期 延 拓 后 的 函数 为 
f(x),T E(- TT |] ， 


f(z7) = |F(z 2p7r),z € (2k — Lr,(2k + 1)r], 
k = 土 1， 二 2, ， 


如 图 15 一 2 所 示 . 因 此 我 们 说 函数 太 的 传 里 叶 级 数 就 是 指 函数 /的 傅 里 叶 级 数 ， 
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图 15-2 实 线 与 虚线 的 全 体 表示 y= f(x) 
例 1 设 
TT, 0 三 irK 志 zn， 
f(z)=|0 _i<z<0, 
求 了 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 ， 
解 ”函数 f 及 其 周期 延 拓 后 的 图 象 如 图 15 - 3 所 示 . 显然 了 是 按 段 沦 消 


图 15 一 3 


的 , 故 由 定理 15.3( 收 倒 定 理 ) , 它 可 以 展开 成 傅 里 时 级 数 . 由 于 
a0 = 了 | f(z)dz 一 1) =dz = 了 


当 ?之 1 时 ， 


| -3 ， 当 为 奇数 时 ， 
0 ， 当 7 为 侦 数 时 ; 


1[{” . | . 
bn = | f(z)sin nzdx = ,TSin nzdz 


1 
一 -一 roos7z| 十 一 | cos nrdz 
nn 0 
(— 1)"*! 7 
一 + -到 | cos mardz 
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《一 1 
本 


所 以 在 开 区 则 (- rr) 上 
f(x) = 4 一 (Soos 工 一 sin £ ]- 3 sin 2x 一 Ca 3x 一 二 sin 3 
在 过 = 士 r 时 ,上 式 右边 收敛 于 
f(x—-O0)+/f(-r+0) x+0_x 
2 


DVO Oi rar 
J si 


于 是 ,在 [ -x,xj 上 f 的 健 里 叶 级 数 的 图 象 如 图 15 一 4 所 示 ( 注 意 它 与 图 1 5 一 3 
的 差别 ). 吕 


图 15 一 4 


例 2 把 下 列 项 数 展开 成 傅 里 叶 级 数 : 
rt, 0<x<r， 
f(z) = 40, T= 7 
7X AXA< 和 XK. : 
解 ”f 及 其 周期 延 拓 的 图 形 如 图 15 一 5 所 示 . 显 然 了 是 按 段 光滑 的 ,因此 马 
可 以 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
在 (10 ) 中 令 c=0 来 计算 健 里 系数 如 下 : 


2 
a0 = | f(z)dz 


-3K-2K-T IO n 2T 3 


开 


0 图 15 一 5 


(人 -mu 


IE 
-和 
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所 


“一 一 一 


27 
, f(z)sin nrdz 


Cy 
3 
| 


所 


| 


, 1 f27 ， 
Ze<sin nrdxr 十 (— rx’)sin nrdx 
EP 


人 
me 


3 一 4 I~ 


| 
| 
s |S, 
十 
,lS 
; 
8 
十 
| 
#2 
= 
x 


4 | 一 
-一 
| 
| 
十 
js 
8 
十 
中 
tn 
en ] 

RS 
| 


(5 -与 jl -(— 1)”] 


n nn n 


所 以 当 x €E(0,7)U(x,27) 时 ， 
f(r) = 一 了 到 二 2 


+2 [E+ (5 -a (1D") ]sin nz 


也 nn nm3 


三 [(- 1)2 一 1jcos nz 


=- 台 一 8(cos z+ 闻 cos3z+ 训 oosSz+…| 


32 
+ < (3 -4)sn + 下 和 2z+[( 踊 一 千 jan3z+ 下 sn4z+… . 
nt 2 3 3 4 


当 过 = 区 时 ,由 于 
f(xr—0)+ Fr+0) _0 
7 | 


所 以 
0 = 一 P+8[ 坟 + 这 + 划 +) (14) 
当 zr=0 或 2r 时 ,由 于 
方 (f(0-0) + f(0+0)) = 广 ( 一 4m2 二 0) = 一 2x ， 
因此 
-2 =- 允 -8( 六 + 训 + 二 + (15 ) 


3 
由 (14) 或 (15) 都 可 推 得 


he el ph "BPE mds te a i 
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1. 在 指定 区 间 内 把 下 列 函 数 展开 成 健 里 叶 级 数 ， 

(1) f(x)=zx, (i) ~—r<r<n, (ii) 0<7r<2n; 

(2) f(r)=7x,() —x<r<,(ii) 0<r<2n; 

ar， 一 TSZzS0， 

(3) fz) |], 0<zcax 

2. 设 /是 以 2r 为 周期 的 可 积 函 数 , 证 明 对 任何 实数 c ,有 


c+2x R 
an = | f(z)o0s mrzdz = LT|" 7z)eas nzdz,n = 0,1,2,.…, 


C 


(aA6,aA0,5A0). 


p =- | 1 A 
nn f(x)sin zzdz = 7 _f\z)sin nrdzr,n = 1,2,*. 
3. 把 薄 数 
- 志 ， 一 工 气 福 必 0， 
f(z) = 
4 0 之 工区 T 
展开 成 傅 里 叶 级 数 , 并 由 它 推出 
TT_1:_ 1 1 1 .. 
(D1-3+t+s- 77+" 
ll 1 1 1 
23=1ts 7 -1113+17+"; 
y3 1 1 1 1 1,... 
(3) 6r=1 了 + 本 11+13 17+ 


4. 设 函 数 f(z) 满足 条 件 , F(z+m= -~ f(z). 问 此 岁数 在 (一 x,x) 内 的 仁 里 叶 级 数 具有 
什么 特性 . 
5. 设 函 数 f(x) 满足 条 件 ; f(x +n) = f(z). 间 此 少数 在 (一 n,n 内 的 健 里 叶 级 数 具 有 什 


么 特性 . 
6. 试 证 函数 系 coos nz,n=0,1,2,… 和 sin nz ,n=1,2,… 都 是 [0,xj 上 的 正 交 函 数 系 ,但 


它们 合 起 来 的 (5$) 式 不 是 [0,zxj 上 的 正 交 郑 数 系 . 
7. 求 下 列 函 数 的 傅 里 叶 级 数 展开 去， 


(1) f(r)= 7 0<Zz<2ri (2) Fz)=YTI-cos 工 ,一 FE 三 rr; 


(3) f(z)=axr: +brt+e,(i) 0<r<2n,(i) -nr 
(4) F(z)=chzy -rczcri (5) f(r)=sh zr,—n<zrex. 


8. 求 函数 Hz)= 古 (3z-6rz+2z2),0<z<2x 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 ,并 应 用 它 推出 
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9. 设 六 为 [ -rzj 上 光滑 函数 , 且 f( 一 nn) = ra pu 为 太 的 傅 里 时 系数 ,cu,pon 为 上 
的 导 陪 数 广 的 傅 里 时 系数 .证 明 : 
a0 = 0Q,a%4 = masbn = 一 Fn0， (n= 1,2,.). 
10. 证 明 ; 若 三 角 级 数 
2 十 >, (ancos nz + bsin nz) 
中 的 系数 a, ,b, 满足 关系 
sup{ | wa | ,| nb,|} <M, 


AM 为 常数 , 则 上 述 三 角 级 数 收 仿 , 旦 其 和 函数 具有 连续 的 导 画 数 . 
S$S2 以 21 为 周期 的 函数 的 展开 了 却 


在 上 节 提 到 的 收敛 定理 中 ,我 们 假设 函数 f 是 以 2x 为 周期 的 ,或 是 定义 在 
(一 x,x] 上 然后 作 以 2x 为 周期 延 拓 的 函数 .本 节 讨 论 以 21 为 周期 的 函数 的 傅 星 
叶 级 数 展开 式 及 偶 函 数 和 奇 函 数 的 傅 里 时 级 数 展开 却 . 

一 ”以 21 为 周期 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 

设 f 是 以 21 为 周期 的 函数 ,通过 变量 置换 


可 以 把 站 变换 成 以 2x 为 周期 的 + 的 函数 F(t) = /| 全 ). 车 /在 [一 1,71] 上 可 
积 , 则 下 在 [ -x,x] 上 也 可 积 ,这 时 函数 下 的 伟 里 叶 级 数 展开 式 是 : 

F(z) 一 邓 + (ao oos nt + bsin nt), (1) 
其 中 加 


(2) 


因为 :一 这 ,所 以 F(z)=f( 芋 ]=/(z). 于 是 由 (1) 与 (2) 式 分 别 得 


f(x)~7 + + > (0 cos 7 +b sin i (3) 
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(4) 


TX Ir,n = 1,2,- 


这 里 (4) 式 是 以 217 为 周期 的 函数 了 全 里 时 系数 (3) 式 是 / 的 傅 里 叶 级 数 . 
若 函 数 f 在 [ -7 ,1 上 按 段 光滑 , 则 同样 可 由 收敛 定理 知道 


f(r+0)+f(r-0) 40 + > (a no0s 2 下 + basin 下 上 (5) 


2 
例 1 把 函数 
0， 一 9 和 近 工作 0， 
Az) = |; 0<zr<5 
展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
解 由 于 f 在 (一 5,5) 上 按 段 光滑 ,因此 可 以 展开 成 傅 里 叶 级 数 .根据 (4) 
式 , 有 
Qn =4| 0 “edz 十 | 3cos dx 
= 训 .sin 2 | = 0,n 1,2,.…， 
5 5 
&0 -下 f(z)dz 一 | 3dz = 3， 
D = | 3sin 5 dx 
= 六 | -之 2 | | = 3 cos mx 
3 nN S 0 nn 
| 本 = n=2k-1,k=1,2 
0 ， n= 2k,k= 1,2 
代入 (5) 式 ,得 
3 SS (2k — 1 xx 
f(zr) = 7 + 2 (2k 1) S11 5 
3 6 1 . 3x 1 . Sxx 
= 之 + (sm 芷 + 5 5 5 
这 里 xE (一 5,0)UU(0,5). 当 z=0 和 +5 时 级 数 收 伍 于 六 0 
二 ” 偶 函 数 与 奇 荔 数 的 傅 里 叶 级 数 


设 f 是 以 2/ 为 周期 的 偶 函 数 , 或 是 定义 在 [ - 2 ,7] 上 的 偶 函数 , 则 在 [| 一 1， 
1] 上 ,f(xz)cos nz 是 偶 函 数 ,F(z)sin nz 是 奇 函 数 . 因 此 ,了 的 傅 里 叶 系 数 (4) 是 
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HN 


Qn = 工 | f(z) eos Ty dz 
-! 


i 
-了 | f(r)oos dr,n 一 0,1,2,.…,， (6) 


l 
b -了 f(z)sin dz = 0,n = 1,2,…. 


于 是 矿 的 傅 里 时 级 数 只 含有 余弦 盟 数 的 项 , 抒 


f(x) ~ + Dancos yp, (7) 
nn 二] 


其 中 a, 如 (6) 式 所 示 .(7) 式 右边 的 级 数 称 为 余弦 级 数 . 
同 理 , 若 了 是 以 27 为 周期 的 奇 画 数 ,或 是 定义 在 [ - 2, 和 上 的 奇 函 数 , 则 可 
推 得 


! ) 
a | f(x )eos dz = 0,n = 0,1,2,.…, 


(8) 


{ 
b, -了 | f(r)sin dr,n = 1 2，……. 


所 以 当 f 为 奇 函 数 时 , 它 的 依 里 叶 级 数 只 含有 正弦 负数 的 项 ,好 
f(z) ~ 2 brsin yy , (9) 
其 中 名 如 (8) 式 所 示 .(9) 式 右边 的 级 数 称 为 正弦 级 数 . 
若 /=x, 则 偶 函 数 f 所 展开 成 的 余弦 级 数 为 


f(r) ~ 了 + Soo0s nx ， (10) 
其 中 本 
= 二 | f(r)oos pzdz 7 = 0,1,2,.…. (11) 
当 !/=xr 且 为 奇 函数 时 , 则 它 展开 成 的 正弦 级 数 为 
f(x) 一 Sysin nz ， (12) 
其 中 加 
bp, = 二 | f(r)sin jd (13) 


在 实际 应 用 中 ,有 时 需 把 定义 在 [0,x] 上 (或 一 般 地 [0, 1] 上) 的 函数 展开 成 
余 芒 级 数 或 正 藤 级 数 .为 此 , 先 把 定义 在 [0， x] 上 的 函数 作 偶 式 延 拓 或 作 奇 式 延 
拓 5 到 [ 一 x,x] 上 (如 图 15 一 6(a) 或 (b)). 然后 求 延 拓 后 函数 的 傅 里 时 级 数 , 即 得 
(10) 或 (12) 形 式 .但 显然 可 见 ,对 于 定义 在 [0,x] 上 的 函数 ,将 它 展开 成 余弦 级 数 
或 正 立 级 数 时 ,可 以 不 必 作 延 拓 而 直接 由 (11) 式 或 (13) 式 计算 出 它 的 传 里 叶 
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系数 . 


-一 一 一 > 一 


(D 偶 式 延 拓 (b) 宫 式 延 扣 
图 15 一 6 
例 2 设 明 数 
f(z) =Ilsinrxz|,-xSr<, 


求 f 的 健 里 叶 级 数 展开 式 . 
解 f 是 [一 x,x] 上 的 偶 函 数 ,图 15 一 7 是 这 滑 数 及 其 周期 延 拓 的 图 形 .由 


于 f 是 按 段 光滑 函数 ,因此 ,可 以 展开 成 伟 里 叶 级 数 ,而 且 这 个 级 数 为 余弦 级 


图 15 一 7 
数 .由 (10) 式 (这 时 可 把 其 中 “一 ” 改 为 ”= ) 若 
[sint 1= + Dy anos nr, 
其 中 
ao = | sa zdz = 二 


2 


区 
a1 = 二 | sin Zecos dz = 0， 
0 


2 . 2 |x . 
a, = 二 | 1sinz lcos nrdr = 二 | sin zcos nzdz 
Tv.0 TIO 


i he fr etre em me 
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| [sin (1 — n)z+ sin (1l+ n)zrldzr 
0 


[eos (> -Dx-1] (n 关 1) 


Tn’—1l 
因此 
2_1yv 4 
| sin x | = x 2 Hi 1 2m2 
2T， SW cs2mzrz] 
= 二 | 1 2> | P<T<+™ 
当 工 =0 时 ,有 
211_ 2 1 
0 = 22 3 2 
由 此 可 得 


1__1. 1 
2 = 1.3 te5+ 二 条 上 


例 3 把 定义 在 [0,xj 上 的 范 数 
| 
1 
f(x) = 5>， 工 三 h， 
0 


(其 中 0< 之 有 之 x) 展 开 成 正弦 级 数 . 
解 ”函数 f 如 图 15 -8 所 示 , 它 是 按 段 光 
滑 函 数 ,因而 可 以 展开 成 正 弱 级 数 (12) ,其 系数 


b, =2| f(x)sin nrdzr = 二 | sin nxdz 


i “ 


n 0 


二 (1 一 cos nh ). 
nn z 


图 15 一 8 


所 以 
/2) = 2 = sn nr, 0<r<h,h<rt< x. 


当 z= 二 0 时 ， 级 数 的 和 为 0; 当 z 工 =h 时 ,有 
2> 时 人 sin nh = + = 广 . 


本 题 中 者 h = < , 则 有 
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S11— (ll SIN Nxt 
n 二 1] £ 


= (sin x + 3 sin 3 工 十 sin ST+**…|,0 过 xr, 


而 且 当 zxz=0,r 时 ,级 数 收敛 于 0. 站 
例 4 把 f(z)=z 在 (0,2) 内 展开 
成 : 
(i) 正弦 级 数 ; 
(ii) 余弦 级 数 . 
解 (i) 为 了 要 把 了 展开 为 正弦 级 
数 ,对 f 作 奇 式 周 期 延 拓 ( 图 15 -9) ,并 由 


公式 (8) 有 so 
a, = 0,n = 0,1,2,.…, 
br =Z| zsin “od 一 一 COS nT 
_ 4 一 1)"*!l,n 一 ,2 
nn 
所 以 当 zE (0,2) 时 ,由 (9) 及 收敛 定理 得 到 
flzx) 一 尼 三 > 4 1 "t+!isin nnAx 
~ NT 
(14) 


= (s ri 1. 2rr ,1. + 
SI 2) 2 SIH 7 3 Sn 7 ， 


友 


但 当 过 =0,2 时 ,右边 级 数 收敛 于 0. 


图 15 一 10 


(ii) 为 了 要 把 f 展开 为 余弦 级 数 ,对 f 作 偶 式 周期 延 拓 (图 15 10). 
由 公式 (6) 得 f 的 傅 里 叶 系 数 为 
b, =0,n = 1,2,.…,， 


2 
Wn -| zdz = 2， 


PE 
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17 nz 
dx 


a =Z| zoos = -人 (cos MT 一 工 ) 
2 0 2 nm 


=—23[(- 1)" -1],n = 1,2, 
或 
a ~- -8  。 = 筷 (k = 1,2,.…) 
2 天 一 [ (2k 加 1)272 2k 9 
所 以 当 zE€(0,2) 时 ,由 (7) 及 收 合 定理 得 到 
Ly -8 (2£- Drvz 
f(x) -x=1+o Ck 1 7 
(15) 
_ 口 
读者 由 例 4 可 以 看 到 ,同样 一 个 函数 在 同样 的 区 间 上 可 以 用 正弦 级 数 表示 ， 
也 可 以 用 余 弱 级 数 表示 ,甚至 作 适 当 延 拓 后 ,可 以 用 更 一 般 的 形式 (3) 来 表示 . 


习 题 


1. 求 下 列 周 期 函数 的 体 里 叶 级 数 展开 式 : 
(1) f(z)= |cos zj| (周期 x); (2) f(z)=x 一 [zj( 周 期 1); 
(3) f(z)=sint zx( 周 期 7); (4) f(z)=sgn(cos x)( 周 期 270). 


2. 求 郴 数 
二， 0 和 工 所 上， 
Ai -1 1 ， 1<z<2, 
3 


一 六 ， 2 和 所 工 二 3 
的 傅 里 时 级 数 并 讨论 其 收敛 性 . 


3. 将 函数 f(xz) = 全 -并 在 [0,x] 上 展开 成 余弦 级 数 . 


4. 将 函数 FLz) = ccs 广 在 [0,x] 上 展开 成 正弦 级 数 . 


5. 把 郴 数 
1 一 工 ， 0< 工 所 2， 


f(z) = 1 2<X<4 


在 (0,4) 上 展开 成 余弦 级 数 . 
6. 把 函数 f(z)= (zx 一 1 在 (0,1) 上 展开 成 余 弘 级 数 ,并 推出 


1 1 
避 = 6(1+ 友 + 下 + 


0 


me rr .rp Li 
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7. 求 下 列 函 数 的 伍 里 叶 级 数 展开 式 ， 
(1) f(z)= arcsin(sin zx); (2) f(x)= arcsin(cos x). 


8. 试问 如 何 把 定义 在 | 0, 下 | 上 的 可 积 函 数 延 拓 到 区 间 ( -- x,x) 内 ,使 它们 的 傅 里 叶 
级 数 为 如 下 的 形式 ， 


(1) Dj a2n-1008 (2n — 1)x; (2) 2 b2, 1sin (2n 一 1) 工 . 


$3 收敛 定理 的 证 上 明 
为 了 证 明 傅 里 叶 级 数 的 收 伍 定理 , 先 证 明 下 面 两 个 预备 定理 . 
预备 定理 1( 贝 塞 耳 (Bessel) 不 等 式 ) 车 函数 在 [一 x,xj 上 可 积 , 则 
2, > (+ 吕 ) 坟 二 | f(zr)dz, (1) 
其 中 a,,b, 为 f 的 健 里 叶 系 数 . (1) 式 称 为 贝 塞 耳 不 等 式 . 
证 令 
S,，(Z) = 村 十 > (oa cos nz + b,sin nz ). 
考察 积分 
| [f(x) - So(z)]dz 
一 | f(z)dzx 一 2|" f(r)S, (zr)dz + S2(z)dz (2) 
由 于 
| f(r)Sn, (x)dz 


根据 傅 里 叶 系 数 公 式 ( § 1(10)) 可 得 


rz)ss(z)dz = Fad tr (a t+) (3) 
对 于 S2(z) 的 积分 ,应 用 三 角 函 数 的 正 交 性 ,有 
| S* (zx)dz 


Ei ny 2 
= | + > (ancos nx + bnsin nr) | dz 
人 有 一 二 


一 (22) far + > | oo nzdz 十 p2] si nzdz | 


$3 收敛 定理 的 证 阴 


79 
加 natd 2 2 
= 7 + ro (a + 62). (4) 
将 (3),(4) 代 入 (2), 可 得 
0<| [f(z) - Se(z)]dz 
2 
-| f(x)dx 一 本 一 > (a* + b4). 
因而 
2 十 > (oa3 + b7) < 工 | [f(x)Jdzr 
2 A ni ， 
它 对 任何 正 整数 m 成 立 .而 上 |” [f(z)Jdz 为 有 限 值 ,所 以 正 项 级 数 
2 % 
了 + 2 (as + 62) 
的 部 分 和 数列 有 界 ,因而 它 收 敛 且 有 不 等 式 (1 成 立 ， 口 
推论 1 车 f 为 可 积 隆 数 , 则 
lim|” f(x)oos nzdz = 0， 
7 (5) 
lim| f(x)sin nzdz = 0. 


因为 (1) 的 左边 级 数 收敛 ,所 以 当 x 一 >co 时 , 通 项 a? + 0672- 一 0, 亦 即 有 ea >0 
与 5b 一 0, 这 就 是 (5) 式 .这 个 推论 也 称 为 黎 曼 一 勒 贝 格 定理 . 
推论 2 车 了 为 可 积 函 数 , 则 


lim | f(z)sin (7 十 六 jzdz 一 0,， 

HPDov 0 

| (6) 
im | f(x)sin (7 + )zxdr = 0. 

Slim [7 十 六 jz 二 cos 7 sin nz + sin 光 Cos nz, 


2 
所 以 


| fC)sin EC + 广 jzdz 
= | [rz)eus 到 |sin nrdxz + | [fCz)sin 于 jcos nzrdz 


= | F(z)sin nrdz + F(x)cos nrdz, (7) 
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其 中 
f(x)oo0s 5, 0 过 工人 委 7， 
F(x) -1 
0 ， -XT < 0， 
f(z)sin pF 0 过 工 忒 ， 


F(x) = 
2(7) | 0 _ x 之 +<0. 


显 见 Fi 与 FF 和 一样 在 [一 x,xj] 上 可 积 .由 推论 1,(7) 式 右 闹 两 积分 的 极限 在 


-co 时 都 等 于 零 ,所 以 左边 的 极限 为 零 . 
同样 可 以 证 明 


im| f(x )sin (7 十 去 > jzdz = 0. 


D 


预备 定理 2 若 F(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 , 且 在 [| -r,xj 上 可 积 , 则 它 的 


傅 里 叶 级 数 部 分 和 S, (x ) 可 写成 


1 
二 下]}t 
sin | 7 2 


s,(z) = 工 f(r+t) dz ， 


2sin 


当 1==0 时 ,被 积 泡 数 中 的 不 定式 由 极限 


来 确定 . 
证 在 健 里 叶 级 数 部 分 和 


S,(x) = 7 十 > (aycos kx + bsin kx) 
中 ,用 传 里 叶 系数 公式 代 人 ,可 得 
S, (x) = 到 | f(u)du 十 1>[() fos kudu jcos kr 十 


jx u )sin kudu jsin kx 


1 
T 
=T| fw) [3 + > oo k(u -zx) |dz 


| Fu) 十 VS (00s kucos kr + sin kusin kx) |du 
一 所 k=1 


(8) 
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S, (xX) = 2) f(z + 站 | 方 十 > cx kt |dz. 
由 上 面 这 个 积分 看 到 ,被 积 函 数 是 周期 为 2x 的 隐 数 ,因此 在 [一 x 一 x+ ,x 一 +] 上 
的 积分 等 于 | -r,zxj 上 的 积分 ,再 由 第 十 二 章 $3,(21) 式 , 即 


. 1 
Slim 加 十 于 
2 


1 十 cos kt = ) (9 ) 
2 和 刀 : Di 垃 
sin 7 
就 得 到 
1 fa SI 7 十 
S (Zz) 一 | f(z + +) 7 Qt [ 
和 “sin 7 


(8) 式 也 称 为 f 的 健 里 叶 级 数 部 分 和 的 积分 表示 式 ， 

现在 证 明定 理 15.3( 收 敛 定 理 ), 重 述 如 下 : 

若 以 2x 为 周期 的 函数 f 在 [ 一 x,xj] 上 按 段 光滑 , 则 在 每 一 点 x El 一 ,7]， 
f 的 傅 里 叶 级 数 ($1,(12)) 收 敛 于 f 在 点 z 的 左 、 右 极限 的 算术 平均 值 , 即 


f(r +0)+ f(z —0) 
2 


+ (ancos nr + bosin nz), 


| 
| 


2 
其 中 a, ,5b, 为 了 的 傅 里 叶 系 数 . 


证 ”只 要 证 明 在 每 一 点 x 处 下 述 极限 成 立 : 
Es + 0) A 0) Ss,(z) 


mm 
pp 


lim 


Ho 


即 
1 
snln+t+ |z 
lim Hr + tf i) f(xr+t) < "0 
FT Zsin 7 
或 证 明 同 时 有 
， ] 
SI 人 十 | ti 
im | ££+ 0 - 工 | 7Cz t+) dt| = 0， (10) 
4 2 0 Zsin 7 
与 
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现在 先 证 明 (10) 式 . 0 


1 se > ] rz /1 ， 
2 dz = 二 | (到 + Doos hr)dz =1. 
Nn R=] 


2sin 去 
由 于 上 式 左 边 为 倡 函数 ， 轴 此 两 边 委 愉 f(x +0) 后 得 到 


, 1 
In in+— |t 
> 2 


f(z+0) 1[* 
= 一 | f(x +0) dt. 
< 2sin 广 
从 而 (10) 式 可 改 与 为 
， | 1 
x sin |n+™ | 
lim 工 | [FGz+0) 一 zz+i)j dt = 0. (12) 
"™” 0 2sin 方 
令 


f(z+1)- f(rz+0) 


p(t) = 
2sin 到 
2 


t 
-| 古人 一 人 2 ye (0r]. 


sin 7 
由 $1(13) 式 得 
tm gl) = f(z +0) "1=- f(r+0). 
再 令 o(0)= -了 (z+0), 则 函数 p 在 点 :=0 右 连续 .因为 p 在 [0,r] 上 至 多 只 
右 有 限 个 第 类 间断 点 ,所 以 p 在 [0,x] 上 可 积 .根据 预备 定理 1 的 推论 2， 


1 
到 十 广 | 
Sm 7 


lm 4| [fz +0) -f(z+ 7)] 1 dt 


2sin 7 


= lim 了 | g(r)sin (7 tJidt = = 0. 


这 就 证 得 (12) 式 成 立 , 从 而 (10) 式 成 立 . 
用 同样 方法 可 证 (11) 也 成 立 . 品 


总 练习 题 83 


习 题 ” 


1. 设 f 以 2x 为 周期 旦 具有 二 阶 连续 的 导 沙 数 , 证 明 f 的 传 里 叶 级 数 在 (一 ,+ co) 上 
一 致 收敛 于 了 . 

2. 设 广 为 [ -rz 上 可 积 函数 .证 明 : 若 矿 的 傅 里 叶 级 数 在 [| - rx,zxj 上 一 致 收敛 于 f, 则 
成 立 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 : 


7 人 一 
到 | LAz)]az = D+ (a+), 
这 里 c, ,5 为 f 的 健 里 叶 系 数 . 
3. 由 于 帕 塞 瓦尔 等 式 对 于 在 [ - x,x] 上 满足 收敛 定理 条 件 的 函数 也 成 立 ( 证 略 ). 请 应 用 
这 个 结果 证 明 下 列 各 式 : 
(1) 下 = 》' 一 一 (提示 :应 用 $1 习题 3 的 展开 式 导 出 ); 


= 》' 上 (提示 ;应 用 $1 习题 1(1)(i) 的 展开 式 导出 ); 


(3) 55 = z 一 (提示 ;应 应 用 $1 习题 1(2)() 的 展开 式 呈 出 ). 


4. 证 明 ; 若 f,g 均 为 [- xx] 上 可 积 函 数 , 且 它 们 的 傅 里 时 级 数 在 | -zx 上 分 别 一 致 收 


+ b, bn), 


其 中 a,,b, 为 f 的 傅 里 叶 系 数 ,a, ,Bs 为 g 的 傅 里 叶 系 数 . 
5. 证 明 . 若 上 及 其 导 函 数 矿 均 在 [| 一 x,x] 上 可 积 ， | rz)dz = 0,F(-r) = Fr), 且 成 


立 帕 塞 瓦尔 等 式 ,出 
[F020) 13az >) f(z) 1de. 


总 练习 题 


1. 试 求 三 角 多 项 式 
T,(x) = ’ + y (Agoos kx + Bsin kz) 


的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 . 
2 . 设 f 为 [一 x,x] 上 可 积 孙 数 ,ao,ax,bi(k==1,2，,…,7) 为 了 的 傅 里 叶 系 数 , 试 证 明 ; 当 


Ao 一 &0 人 一 a; ,BD, 一 bp,(k 一 1 2,… ,和 7) 


@ 本 节 习 题 均 为 选 做 题 . 
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时 ,积分 
| [f(z) - Ti(z)]dz 
取 最 小 值 , 且 最 小 值 为 
于 2 下 
| [f(z) yar -| 名 + 2 Cat + | 
土 述 T,(z) 是 第 1 题 中 的 三 角 多 项 式 ,Ao,Ai, Bi 为 它 的 傅 里 时 系数 . 
3. 设 f 为 以 2r 为 周期 , 且 具 有 二 阶 连续 可 微 的 函数 ， 
b, = | fz)sin nrdr,b” = 工 | f(r)sin 7Xdz， 
若 级 数 55 绝对 收 伍 , 则 
> Vmi< 到 (2+ Di 1 ). 


4. 设 周期 为 27 的 可 积 函 数 oO( 工 ) 与 ji) 满 色 [ 下 关系 式 ， 
(1) op(— zx)= yx); (2) op(— zx)= — yg(z). 

试问 p 的 健 里 叶 系 数 a, ,6b 与 的 伍 里 叶 系 数 a, ,PB 有 什么 关系 : 
5. 设 定义 在 [a,5] 上 的 连续 函数 列 | gp 满足 关系 


v 0,， 天 ? 
[pplz = 1 


il,n= m. 
对 于 在 [a ,5 上 的 可 积 函 数 六 ,定义 
= | fCz) 8x4)dr,n = 1,2,": 


证 明 ; > a2 收敛 , 且 有 不 等 式 
Da < | LAz)Jadz 
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$ 1 平面 点 集 与 多 元 郑 数 


在 前 面 各 章 中 ,我们 所 讨论 的 图 数 都 只 限于 一 个 目 变 量 的 郴 数 ,简称 一 元 曙 
数 .但 是 在 更 多 的 问题 中 所 遇 到 的 是 多 个 自 变 量 的 函数 .例如 ,和 矩形 的 面积 S= 
zy, 描 述 了 面积 S 和 长 zx. 宽 y 这 两 个 量 之 间 的 函数 关系 .又 如 , 烧 热 的 铁 块 中 
每 一 点 的 温度 人 与 该 点 的 位 置 之 间 有 着 确定 的 函数 关系 , 即 当 铁 块 中 点 的 位 置 
用 坐标 (zx,y,z) 表 示 时 ,温度 本 由 x,y,z 这 三 个 变量 所 确定 . 如果 进 一 步 考 虑 
上 述 铁 块 的 冷却 过 程 , 那 末 温度 下 还 与 时 间 上 有 关 , 即 全 的 值 由 zx,y,z,t 这 四 
个 变量 所 确定 .这 种 两 个 三 个 或 四 个 自 变 量 的 盟 数 ,分 别称 为 二 元 、 三 元 或 四 元 
盯 数 ,一 般 统 称 为 多 元 因数 . 

多 元 函数 是 一 元 函数 的 推广 ,因此 它 保 留 着 一 元 函数 的 许多 性 质 ,但 也 由 于 
自 变量 由 一 个 增加 到 多 个 ,产生 了 某 些 新 的 内 容 , 读 者 对 这 些 内 容 尤 其 要 加 以 注 
意 .对 于 多 元 函数 ,我 们 将 着 重 讨论 二 元 函数 .在 掌握 了 二 元 函数 的 有 关 理 论 与 
研究 方法 之 后 ,我 们 可 以 把 它 推广 到 一 般 的 多 元 蚂 数 中 去 . 

一 元 函数 的 定义 域 是 实数 轴 上 的 点 集 ; 二 元 函数 的 定义 域 将 是 坐标 王 面 上 
的 点 集 . 因 此 ,在 讨论 二 元 函数 之 前 ,有 必要 先 了 解 有 关 平 面 点 集 的 一 些 基 本 概 

一 ”平面 点 集 

由 平面 解析 几何 知道 , 当 在 平面 上 确定 了 一 个 坐标 系 ( 今 后 如 不 特别 指出 ， 
都 假定 是 直角 坐标 系 ) 之 后 ,所 有 有 序 实数 对 (xz,y) 与 平面 上 所 有 的 点 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 .因此 ,今后 将 把 “ 数 对 ”与 “平面 上 的 点 ”这 两 种 说 法 看 作 是 完全 等 
同 的 .这 种 确定 了 坐标 系 的 平面 , 称 为 坐标 平面 . 

坐标 平面 上 满足 某 种 条 件 PP 的 点 的 集合 , 称 为 平面 点 集 , 并 记 作 

E= | zyy) (zyy) 满足 条 件 P}. 
例如 全 平面 上 的 点 所 组 成 的 点 集 是 
R2 = {(zx,y)|-<r<+%m,-o<y<+o|l. (1) 


@ 或 简称 “ 数 对 ”. 


ee Em Tr ee ep 
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平面 上 以 原点 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆 内 所 有 的 点 的 集合 是 


C= {rx,y)|r +y < r’). (2) 

而 集合 

S= il(zy)lja 和 zz 委 bc 乏 y 挟 过 (3) 
则 为 一 矩形 及 其 内 部 所 有 点 的 全 体 ,为 书写 上 的 方便 ,也 常 把 它 记 作 [a,65j」x 
[c,d]v. 

平面 点 集 

{(zyy)| (rz- xo +(y- yo) < O° 

与 


(zx,y)| lz-zol < 6,|y— yol < 9| 
分 别称 为 以 点 A(zxo, yo) 为 中 心 的 6 圆 邻 域 与 6 方 邻 域 (图 16 一 1). 


2 


由 于 点 A 的 任 一 圆 邻 域 可 以 包含 在 点 A 的 某 一 方 邻 域 之 内 (反之 亦 然 ) ,办 
此 通常 用 “点 A 的 6 邻 域 " 或 “点 A 的 邻 域 " 泛 指 这 两 种 形状 的 邻 域 ,并 以 记号 
U(A;6) 或 U(A) 来 表示 .点 A 的 空心 邻 域 是 指 

(zy 0< (rr- zo +(y-y) < OH 

或 上 zy) z 一 0 <6,|y— yo < 6,(r,y) A (ro, yo0)! 
并 用 记号 U (A;6) 或 U (A ) 来 表示 . 

下 面 利用 邻 域 来 描述 点 和 点 集 之 间 的 关系 . 

任意 一 点 AERR 与 任意 一 个 点 集 CR? 之 间 必 有 以 下 三 种 关系 之 一 : 

(i) 内 点 一 一 若 存 在 点 A 的 某 邻 域 U(A), 使 得 U(A)CE, 则 称 点 A 是 点 
FE 的 内 点 :EF 的 全 体内 点 构成 的 集合 称 为 E 的 内 部 , 记 作 int E. 

(ii) 外 点 一 一 车 存在 点 A 的 某 邻 域 U(A), 使 得 U(A) 由 E= 作 , 则 称 A 


是 点 集 EE 的 外 操 . 
(iii) 界 点 一 一 若 在 点 A 的 任何 邻 域 内 既 含有 属于 已 的 点 ,又 含有 不 属于 上 


@” 一 般 地 ,对 于 任意 两 个 数 集 ( 或 点 集 )A、B, 记 AXB= i(z,y) 1z€E A,yE BI, 称 为 A 与 B 的 
直 积 .例如 A= {(u,v) | zx + v 二 1},B 一 [0,1j, 则 和 A xB-= { (u,v ww) wu“ 十 vl,0 和 Cw1l). 


™ - il me PE er EE te 
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的 点 , 则 称 A 是 集合 E 的 界 点 . 即 对 任何 正 数 6, 恒 有 
U(A;6) (\ ECOGH UA6)N LG EO, 

其 中 [ E=RR\E 是 下 关 于 全 平面 的 余 集 ,E 的 全 体 界 点 构成 忆 的 边界 , 记 作 9E. 

E 的 内 点 必定 属于 玉 ;E 的 外 点 必定 不 属于 玉 ; 玉 的 界 点 可 能 属于 巨 , 也 可 
能 不 属于 

点 A 与 点 集 E 的 上 述 关 系 是 按 “ 点 A 在 EE 内 或 在 EE 外 "来 区 分 的 .此 外 ,还 
可 按 在 点 A 的 近 旁 是 否 密集 着 已 中 无 穷 多 个 点 而 构成 男 一 类 关系 : 

(i) 聚 点 一 一 若 在 点 A 的 任何 空心 邻 域 U (A ) 内 都 含有 下 中 的 点 , 则 称 A 
是 五 的 聚 点 , 聚 点 本 身 可 能 属于 于 , 也 可 能 不 属于 顾 . 

(ii) 孤立 点 一 一 车 点 AEE, 但 不 是 玉 的 聚 点 , 即 存在 某 一 正 数 6, 使 得 
LU (A;6) 门 E = 儿 , 则 称 点 A 是 EE 的 孤立 点 . 

显然 ,孤立 点 一 定 是 界 点 ;内 点 和 非 弧 立 的 界 点 一 定 是 聚 点 ; 既 不 钙 聚 挟 , 义 
不 是 孤立 点 , 则 必 为 外 点 ， 

例 1 设 平面 点 集 

D= {(x,y)|1<r :+y <4|. (4) 

满足 1 之 x?*+ vv<4 的 一 切 点 都 是 DD 的 内 点 ;满足 xz*+ y=1 的 一 切 点 是 DD 的 
办 点 ,它们 都 属于 品 ; 满 足 x?+ y=4 的 一 切 点 也 是 DD 的 界 点 ,但 它们 都 不 属 十 
D; 点 集 D 连 闻 它 外 图 边界 上 的 一 切 点 都 是 DD 的 请 点. 口 

根据 点 集中 所 属 点 的 特征 ,我 们 再 来 定义 一 些 重要 的 平面 点 集 . 

开 集 一 一 若 平面 点 集 所 属 的 每 一 点 都 是 巨 的 内 点 ( 即 int E =), 则 称 上 上 


为 开 集 . 
闭 集 一 一 若 平面 点 集 已 的 所 有 聚 点 都 属于 巨 , 则 称 王 为 闭 集 .者 点 集 王 设 
有 聚 点 ,这 时 也 称 下 为 闭 集 . 


在 前 面 列举 的 平面 点 集中 ,(2) 所 表示 的 点 集 C 是 开 集 ;(3) 所 表示 的 反 集 
S 是 闭 集 ;(4) 所 表示 的 点 集 DD 既 非 开 集 ,又 非 闭 集 ; 而 且 (1) 所 表示 的 点 集 及 
既是 开 集 又 是 闭 集 .此 外 ,还 约定 空 集 纪 既 是 开 集 又 是 闭 集 .可 以 证 明 , 在 一 切 王 
面 点 集中 ,只 有 有 R&R 与 作 是 既 开 又 闭 的 点 集 . 

开 域 一 一 若非 空 开 集 EE 具有 连通 性 ,好 上 中 任意 两 点 之 闻 都 可 用 一 条 完 
全 含 于 下 的 有 限 折线 (由 有 限 条 直线 段 连接 而 成 的 折线 ) 相 连接 , 则 称 E 为 开 域 
(或 称 连 通 开 集 ). 

闭 域 一 - 开 域 连同 其 边界 所 成 的 点 集 称 为 团 域 . 

区 域 一 一 开 域 . 闭 域 ,或 者 开 域 连同 其 一 部 分 界 点 所 成 的 点 集 ,统称 为 区 域 . 

在 上 述 诸 例 中 ,(2) 是 开 域 ,(3) 是 闭 域 ,(1) 既 是 开 域 又 是 闭 域 . 

又 如 


E= (zyy)|lzy > 0 (5) 


aa do i i a 人 
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虽然 是 开 集 ,但 因 江 、 卫 象限 之 间 不 具有 连通 性 ,所 以 它 不 是 开 域 ,也 不 是 区 域 . 

有 界 点 集 一 一 对 于 平面 点 集 玉 , 厂 存 在 某 一 正 数 x ,使 得 

ECU(O;r), 

其 中 O 是 坐标 原点 (也 可 以 是 其 他 固定 点 ), 则 称 玉 是 有 界 后 集 .否则 就 是 无 界 
点 集 . 上述 (2)、(3)、(4) 都 是 有 界 点 集 ,(1)、(5) 则 是 无 界 点 集 . 

羽 为 有 界 点 集 的 男 一 等 价 说 法 是 ;存在 矩形 区 域 D= [a,6b xlc,ad DE. 

点 集 的 有 界 性 还 可 用 点 集 的 直径 来 反映 ,所 谓 点 集 EE 的 直径 ,就 是 

d(FE) = ,Sup ， oP1,P2), 


其 中 p(P1, PP,) 表 示 Pi 与 P; 两 点 之 间 的 味 离 , 当 Pi1、P; 的 坐标 分 别 为 (zh， 
y1) 和 (zz,yz) 时 , 则 
oC Pi,P;) = (x1 — To) +《3y1 一 y2) . 
于 是 , 当 且 仅 当 d(E) 为 有 限 值 时 玉 是 有 和 界 点 集 . 
根据 距离 概念 ,读者 不 难 证 明 如 下 三 角形 不 等 式 , 即 对 R 上 任何 三 点 Pi， 
P, 和 P3, 攻 有 
pl(Pi,P;) < ol(Pi1,P3)+ oe(P,,P;). 
二 、R* 上 的 完备 性 定理 
反映 实数 系 完备 性 的 几 个 等 价 定理 ,构成 了 一 元 函数 极限 理论 的 基础 .现在 
把 这 些 定理 推广 到 R2 ,它们 同样 是 二 元 函数 极限 理论 的 基础 .为 此 , 先 给 出 平面 
点 列 的 收敛 性 概念 . 
定义 1 设 iP,| CR 为 平面 点 列 ,PoER 为 一 固定 点 . 若 对 任 给 的 正 数 e， 
存在 正 整 数 N ,使 得 当 n>N 时 ,有 P, EU(Po;e), 则 称 点 列 {P,1 收 敛 于 扣 
Po, 记 作 
limP, 二 Po 或 卫 一 了 ,7 一 co， 
在 坐标 平面 中 ,以 (zs ,yw ) 与 (zo,yo) 分 别 表示 P, 与 Po 时 , lim PP， 二 Po 显 
然 等 价 于 lim zn = xo, lim yn = yo: 同样 地 , 当 以 o, = p(P,, Po) 表示 点 Ps 与 Po 
之 距离 时 , lim P, = Po 也 就 等 价 于 limp, =0. 由 于 点 列 极限 这 两 种 等 价 形式 都 
是 数列 极限 ,因此 立即 得 到 下 述 关于 平面 点 列 的 收敛 原理 
定理 16.1( 柯 西 准则 ) 平面 点 列 | P| 收敛 的 充 要 条 件 是 : 任 给 正 数 6, 存 
在 正 整数 N ,使 得 当 n>N 时 ,对 一 切 正 整数 p ,都 有 
op(P,,Pnip) < (6) 
证 [必要 性 ] 设 limP, = Po, 则 由 三 角 不 等 式 
p(P, ,Ps») SS oP,,Po) + p(Ps+p, Po) 


A ed ee 了 
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及 扣 列 收敛 定义 ,对 所 给 6 ,存在 正 整 数 N, 当 n>>N( 也 有 n+p>N) 时 ,和 恒 有 
p(Pi,Po) < 5, plParpsPo) < 


应 用 三 角形 不 等 式 , 立 刻 得 到 (6) 式 . 
[充分 性 ] 当 (6) 式 成 立时 , 则 同时 有 
[xrp Tal So(Pi, Ptrp) < €, 
| yn+p yn | < po(P,,P,:,) < €. 
这 说 明 数 列 | zx, | 和 | y, 1 都 满足 柯 西 收 合 准 则 (定理 2.10), 所 以 它们 部 收 敛 . 设 
limz, = zo,limy=y0. 从 而 由 点 列 收敛 概念 推 得 Pi 收 全 于 操 Po(xo,Yo)( 本 
厄 习 题 5). 机 
定理 16.2( 闭 域 套 定理 ) 设 1D,} 是 R 中 的 闭 域 列 , 它 满足 : 
(1) DOD,+i1, 7 =1,2,.; 
(i1) dn = d(D.), limd,=0, 
则 存在 惟一 的 点 PoE D, ,n=1,2,…. 

证 任 取 点 列 P,€€D,,n 二 1,2,…. 由 于 
D+ sp 忆 D; ,因此 P,P,+pED,, 从 而 有 (图 16 
— 2) 

o(P,,Pnrp) 和 do 一 0,7 一 oo9， 
由 定理 16.1 知道 存在 PoE 政 .使 得 
limP, = Pop. 
任意 取 定 n ,对 任何 正 整 数 p 有 
PE Drp CD,. 

再 令 p 一 吕 , 由 于 D, 是 闭 域 ,从 而 必定 是 闭 集 图 16--2 
(本 节 习 题 4). 因 此 Po 作为 D, 的 聚 点 必定 属 
于 D,, 即 


Po = limP,ty 和 DD,,n = 1,2,…. 
最 后 证 明 Po 的 惟一 性 . 若 还 有 PIGE D, ,2 =1,2,…, 则 由 
o(Po, Po) SS pl(Po,P,) + p(Po,P) 2d, 一 0 一 2 
得 到 o(Po,Po)=0, 妈 Po= Po. 
闭 域 套 定理 显然 是 R 中 闭 区 间 套 定理 (定理 7.1) 的 直接 推广 . 
定理 16.3( 陛 点 定理 ) 设 ECR 为 有 界 无 限 点 集 , 则 EE 在 R< 中 至 少 有 一 
个 肾 点 


Nh 


方形 D; 包含 它 .连接 正方 形 对 边 中 点 ,把 Di 分 成 四 个 小 的 周正 方形 , 则 在 这 四 
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个 小 闭 正 方形 中 ,人 至少 有 一 个 小 财 正方 形 含有 中 无 限 多 
个 点 . 记 这 个 小 财 正 方形 为 D,. 上 骨 对 正方 形 D 如 上 法 分 
成 四 个 更 小 的 闭 正 方形 ,其 中 又 至 少 有 一 个 小 团 正 方形 含 
有 下 的 无 限 多 个 点 .如 此 下 去 得 到 一 个 闭 正方 形 序 列 (图 
16 — 3): 


Di DD DD Ds DD…. 

容易 看 到 这 个 闭 正 方形 序列 { 了 ,| 的 边 长 随 着 n 趋向 于 无 本 16 一 ?3 
限 而 趋向 于 零 . 于 是 由 闭 域 套 定理 ,存在 -一 点 MoE D, ,n=1,2,…. 

现在 证 明 M 就 是 下 的 聚 点 . 任 取 Mo 的 es 邻 域 U(Mo;e), 当 人 充分 大 之 
后 ,正方 形 的 边 长 可 小 于 e/2, 即 有 DD, 和 CU(Mo;e). 又 由 D, 的 取 法 知道 
U(Mo;e) 中 含有 的 无 限 多 个 点 ,这 就 表明 Mo 是 下 的 衫 上 太 . 

推论 。 有 和 界 无 限 点 列 {P, 1 CR? 必 存 在 收敛 子 列 !P, i. 

证 明 可 仿照 R 中 的 相应 命题 (定理 7.2 推论 ) 

定理 16.4( 有 限 履 盖 定理 ) 设 DCR? 为 一 有 界 闭 域 ,| A,1 为 一 开 域 族 , 它 
覆盖 了 D( 即 DCUA。), 则 在 {A。1 中 必 存 在 有 限 个 开 域 A ,A;,…,An, 它 们 同 


样 覆盖 了 D( 即 pSU as) 

本 定理 的 证 明 与 R 中 的 有 限 覆 盖 定 理 ( 定 理 7.3) 相 念 ,在 此 从 略 . 

在 更 一 般 的 情况 下 ,可 将 定理 16.4 中 的 D 改 设 为 有 界 闭 集 ,而 A。CR 为 
一 族 开 集 , 此 时 定理 结论 依然 成 立 . 

三 ”二 元 前 数 

函数 (或 映射 ) 是 两 个 集合 之 间 的 一 种 确定 的 对 应 关系 .实数 集 到 实数 集 的 
映射 是 一 元 函数 ,现在 定义 二 元 图 数 ， 

定义 2 设 平面 点 集 DCR2, 若 按照 某 对 应 法 则 f,D 中 每 一 点 P(xz,y) 都 
有 惟一 确定 的 实数 z 与 之 对 应 , 则 称 /为 定义 在 D 上 的 二 元 函数 (或 称 三 为 局 
到 R 的 一 个 映射 ) , 记 作 

f:D—R, 
Prmz, (7) 

且 称 也 为 f 的 定义 域 ;PED 所 对 应 的 z 为 f 在 点 P 的 函数 值 , 记 作 z= f(P) 
或 z= f(x,y) ;全体 函数 值 的 集合 为 了 的 值 域 , 记 作 f(D)CR. 通 常 还 把 P 的 
坐标 z 与 y 称 为 f 的 自 变量 ,而 把 z 称 为 因 变 量 . 

在 映射 意义 下 ,上 述 x= f(P) 称 为 PP 的 象 ,P 称 为 > 的 原 象 . 当 把 (xz,y)E 
D 和 它 所 对 应 的 象 >= f(x,y) 一 起 组 成 三 维 数组 (xz,y,z) 时 ,三 维 欧 氏 空 间 R- 
中 的 点 集 
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S= (ry,z)|lz = fryy),(r,y) EDICR 

便 是 二 元 函数 f 的 图 象 . 通 常 ~z = zy) 的 图 象 是 一 空间 曲面 , /的 定义 域 万 
便 是 该 曲面 在 xOy 平面 上 的 投影 . 

为 方便 起 见 , 由 (7) 式 所 确定 的 二 元 哆 数 也 记 作 

z= f(x,y), (xr,y)E€ED 

或 z= f(P), PE€ED, 
- 且 当 它 的 定义 域 D 不 会 第 误解 的 情况 下 ,也 简单 地 说 “ 消 数 z= f(x,y) 或 “ 荫 
数 矿 . 

例 2 为数 >=2z+Sy 的 图 象 是 R? 中 一 个 平面 ,其 定义 域 是 了 , 值 域 是 
R. 中 

例 3 函数 z=vV 1 (zr?+ yy) 的 定义 域 是 xOy 平面 上 的 单位 图 域 |( xz,y) 
x + y* 亿 11, 值 域 为 区 间 [0,1j， 亡 的 图 租 居 以 原 上 为 中 心 的 单位 球面 的 上 六 


部 分 {图 16 一 4). 0 
例 4 <=xyv 是 定义 在 整个 xOy 平面 上 的 消 数 , 它 的 图 象 是 过 原点 的 双 巾 
抛物 面 (多 16 一 5). 口 


图 16 一 4 图 16 一 5 
例 5 <=[V zi+y] 是 定义 在 民 上 的 隆 数 , 值 域 是 全 体 非 负 整数 , 它 的 图 
形 如 图 16 一 6 所 示 . 中 
车 二 元 函数 的 值 域 是 有 界 数 集 , 则 称 该 函数 为 : 
有 界 函 数 ,如 例 3 中 的 函数 ; 若 值 域 是 无 界 数 集 , 则 二 
称 该 函数 为 无 界 函 数 ,如 例 2.4.5 中 的 函数 rr 2 
四 nn 元 叶 数 to 
所 有 )， 个 有 序 实数 组 (zi, x;,…, xx, ) 的 全 体 [帮办 


称 为 n 维 向 量 空间 ,简称 z 维 空 间 , 记 作 R" .其 中 
每 个 有 序 实 数组 (zi,zz,…,z) 称 为 及 ”中 的 一 个 图 16-6 
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点 3 个 实数 riyzr>，……,z 是 这 个 点 的 坐标 . 

设 下 为 R" 中 的 点 集 , 耕 有 某 个 对 应 法 则 f ,使 EF 中 每 一 点 已 (zly za，…， 
zh) ,都 有 惟一 的 一 个 实数 y 与 之 对 应 , 则 称 f 为 定义 在 E 上 的 r 元 范 数 (或 称 
厂 为 下 CR" 到 R 的 一 个 映射 ), 记 作 

f/f:E—R, 

(T1779) yy. (8) 
也 党 把 2 元 函数 简写 成 

y 一 A CE 

或 

y= AP),PEE (9) 
对 于 后 一 种 被 称 为 “点 肾 数 的 写法 , 它 可 使 多 元 铺 数 与 一 元 晴 数 在 形式 上 尺 量 
保持 一 致 ， 以 使 仿照 一 元 函数 的 办 法 来 处 理 多 元 冰 数 中 的 许多 问题 ， 同时 还 可 把 
二 无 果 数 的 某 些 论断 推广 到 了 人 3) 匹 果 数 . 


习 是 


1. 判断 下 列 平面 点 集中 哪些 是 开 集 . 财 集 .有 界 集 .区域 ”并 分 别 指出 它们 的 事 点 与 界 


Bl: 
Wl)ia.p)xic,d); (2) i(r,y ry 0); 
(3) iCr,y)lry=0; (4) ‘(x,y)|y> 1r;; 
(5) jr,y)lr<2,vy<2,7r+ y>2); 


(6) i(r,yy)jr ty 二 1 或 y=0.0 扩 rx 人 1); 

(7) Gry 让 二 yy 六 1 或 y=0,] 扩 x 太 2)， 

(8) 1(z,y) lr,y 均 为 整数 |; (9) 1(z,y)ly=sin 一 ,>0 

2. 试问 集合 i(z,y)10<|zxz~al<6,0<|y-b5b|< 达 61 与 集合 i(x,y)!l|x-al<<6,， 
Jy-bi<6,(z,y) 关 (a ,5b) | 是否 相同 ? 

3. 证 明 : 当 且 仅 当 存 在 各 点 互 不 相同 的 点 列 (P,iCE,P, 关 Po, limP,= Po 时 ,Po 是 EE 

4. 证 明 , 闭 域 必 为 团 集 .举例 说 明 反 之 不 下 

5. 证 明 : 点 列 ; P(rs,yn)| 收 皱 于 Putxo,20) 的 充 妥 条件 是 im zn= zo 和 lim yn = yo. 

6. 求 下 列 各 项 数 的 项 数值 : 

DA sD] 求 /( 上 3 13 | 


L arctan (x 一 y) 


mi 


2) f(z) = 下, 求 /1 之) 


(3) fxr,y)= Tx + oy -zytan 求 f(tr， ty). 
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7. 设 F(zr,y)=inzxny, 证 明 : 特 wx>0,m>0, 则 
F(xzysuv) = F(zrsu) + Flr,v) + Fly,u) + F(y,v). 
8. 求 下 列 各 函数 的 定义 域 , 画 出 定义 域 的 图 形 , 并 说 明 这 是 何 种 点 集 : 


2 


(D f(r.3) = (2) f(z) Ta 

(3) f(z,y)=Y wi (4) f(r,y)=V -rt yl; 
(5) f(x,y =Inrtiny:; (6) f(x»y)=% sin (z+ yy); 

(7) F(x,y)= ln (vy 7); (8) f(z,Y) ee 

(9) fry sr) 

(10) fz sy,2) = RI ry + (R>r). 


9. 证 明 ; 开 集 与 闭 集 上 共有 对 偶 性 一 一 大 为 开 集 , 则 [ 为 团 集 ; 夺 上 为 闭 集 , 则 {下 
为 开 集 . 

10. 证 骨 ， 

(1) 和 蔡 开 天 为 财 集 , 则 FU FF, 与 Ff 人 PP 都 为 有 团 集 ; 

(2) 若 El,E2 为 开 集 , 则 E1UE, 与 Elf\E; 都 为 开 集 ; 

(3) 硅 下 为 团 集 ,FE 为 开 集 , 则 FF\ 下 为 闭 集 , 玉 \ 下 为 开 集 . 

11. 试 把 闭 域 套 定 理 推广 为 团 集 套 定理 ,并 证 明之 . 

12. 证 明定 理 16.4( 有 限 覆 盖 定 理 ). 
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一 ”二 元 函数 的 极限 
定义 1 设 7 为 定义 在 DCR2 上 的 二 元 函数 ,P, 为 D 的 一 个 聚 点 ,A 是 一 
个 确定 的 实数 . 若 对 任 给 正 数 es, 总 存在 某 正 数 $ ,使 得 当 己 EU (Po0;56) 们 DD 
时 ,都 有 
| FCP)- 4 < es， 
则 称 三 在 万 上 当 P 一 Po 时 ,以 A 为 极限 , 记 作 


limf(P)= A. (1) 
PeD 
在 对 于 PED 不 致 产生 误解 时 ,也 可 简单 地 写作 
limf(P)= A. (1") 
当 P,Po 分别 用 坐标 (xz,y),(zxo, yo) 表示 时 ,(1 ) 式 也 和 常 瑟 作 
f(r,y) = A. (1 ) 


1m 
(I,y) (TY0) 
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例 1 依 定义 验证 lim (zx + zy+y)=7. 
证 ”因为 
r+ryv+y—7| 
= |(r -4)+ry—-2+(y -1)| 
= (z+2)(r -2)+(r-2)y+2(y-1)+(y+1)(y-1)| 
<z-2llzrz+y+2l+ly-llly+3| 
先 限制 在 点 (2,1) 的 6=1 的 方 邻 域 
iI(xryy)l ir-2i <1,ly-1i<1i 
内 讨论 ,于 是 有 
y+3l =|y-1+4I 达 |y-1|+4<5, 
ztyt+2| =|(r- -2)+(y—-1)+5| 
< iz-2 +ily-1+5<7. 
所 以 
r+t+ry+y -7 <7lr-2|+5ly-1| 
<7(lr-2|+|y-1|). 


设 。 为 任 给 的 正 数 , 取 5=min (1, 土 ), 则 当 | -21 <6,ly-1i<6,(x,y) 
(2,1) 时 ,就 有 
[Iz +ryt+y -7|<7.26= 1486< es. 口 


2 


2 2 
i (x,y) # (0,0), 

U ， (xz,y) 一 (0,0), 
证 明 lim f(z,y)=0. 

证 ”对 上 盟 数 的 目 变 量 作 极 坐 标 变换 z = rcos p,y= rsin 9. 这 时 (zx,y) 一 
(0,0) 等 价 于 对 任何 pg 都 有 一 0. 由 于 


FUzyy) -0 一 


th 
和 
< tt 


tr2|sin 40| 去 二 2， 


因此 ,对 任何 se>0, 只 须 取 9G=2Ve, 当 0<r=Vz+ 兴 <G 时 ,不 管 p 取 什 么 
但 部 有 | f(x,y)-0|<e A lm f(x,y)=0. 品 

下 述 定 理 及 其 推论 相当 于 数列 极限 的 子 列 定 理 与 -- 元 函数 极限 的 海 涅 归结 
原则 (而 且 证 明 方 法 也 相似 ). 读 者 可 通过 它们 进一步 认识 定义 1 中 “P-> Pu" 所 
包 合 的 意义 . 
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定理 16.5 limf(P)= A 的 充 要 条 件 是 :对 于 DD 的 任 一 子 集 EE, 只 要 Po 
PED 
是 E 的 聚 点 ,就 有 
limf(P) = A. 
peE 
推论 1 设 E1ICD,Po 是 EEi 的 聚 点 . 若 limf(P) 不 存在 , 则 lmf(P) 也 不 
PE peD 
存在 ， 
推论 2 设 El,E2CD,Po 是 它们 的 聚 点 , 若 存在 极限 
lim £(P) = Al, lim £(P) = A,, 
peE, pe E, 
但 A1 隆 A2, 则 limf(P) 不 存在 . 


PED 


推论 3 极限 im/(P) 存 在 的 充 要 条 件 是 :对 于 DD 中 任 一 满足 条 件 忆 ,天 PP 


PED 
且 limP, = Po 的 点 列 { P, 上 , 它 所 对 应 的 函数 列 |7( P,)} 都 收 伍 . 
下 面 两 个 例子 是 它们 的 应 用 . 
例 3 讨论 f(x,y) = 一 一 一 当 (x,y) 一 (0,0) 时 是 否 存 在 极限 . 


r+y 


解 ” 当 动 点 (x,y) 沿 着 直线 y = mxz 而 趋 于 定点 (0,0) 时 ,由 于 此 时 


f(x,y)=f(z ,mzr)= 了 i, 因而 有 


,lim fz) = limf (rx, mr) = 1 1 

这 一 结果 说 明 动 点 沿 不 同 斜 率 m 的 直线 趋 于 原点 时 ,对 应 的 极限 值 也 不 同 , 因 
此 所 讨论 的 极限 不 存在 . ] 

例 4 二 元 函数 

1 ， 当 0 < yy < zz， 
Neen | -oo<z<+co 时 ， 
0， 其 余部 分 . 

如 图 16-7 所 示 , 当 (zx,y) 沿 任何 直线 趋 于 原 
点 时 ,相应 的 F(z,y) 都 趋 于 零 , 但 这 并 不 表明 此 jp/ 
函数 在 (x,y) > (0,0) 时 极限 存在 . 因为 当 点 ”AI SG 六 | 


(z,y) 沿 抛物 线 y= kz2(0<k<1) 趋 于 O 点 时 ， 2 l 
f(x,y) 将 趋 于 1. 所 以 极限 “lim ,f(x,y) 不 存 SS pp 


在 . J 图 16-7 
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下 面 我 们 再 给 出 当 P(xz,y) 一 Po(xo,y0) 时 ,f(x,y) 趋 于 + co( 非 正常 极 
限 ) 的 定义 . 
定义 2 设 万 为 二 元 图 数 厂 的 定义 域 , Pu(zoy,y) 是 呈 的 一 个 聚 点 .在 对 任 
给 正 数 M ,总 存在 点 Po 的 一 个 6 邻 域 ,使 得 当 P(x,y)EU (Po;6) 间 D 时 ,都 
有 /(P)>M, 则 称 了 在 D 上 当 Pp~Po 时 ,存在 非 正 常 极限 + co , 记 作 
lim ,fryY) 三 十 Oc 
或 lim A(P) 一 十 529 
仿 此 可 类 似 地 定义 : 
limf(P)=-% 与 lim/(P)=%. 
、 1 、 
例 5 设 几 zy) 一 733 证 由 
im f(x,y) = 二 oo. 


(zy)-*(0,0) 


证 因为 2z*+3y< 之 4(x* + y*), 对 任 给 正 数 /M, 取 


2 Vv AM 
/一 本 一 一 : 1 
ha 2 十 2 一 一 -一 一 . 
人 ” ?~2vM 
由 此 推 得 27< 十 3y” < 1 ， 
1 
即 > 5 3 > M 


图 16-8 


一 元 函数 极限 的 四 则 运算 法 则 与 一 元 函数 极限 四 则 运算 法 则 相仿 ,特别 把 
f(x,y) 看 作 点 函数 j(P) 时 ,相应 定理 的 证 法 也 完全 相同 ,这 里 就 不 再 一 一 列 
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出 . 
二 累 次 极限 
在 上 一 段 所 研究 的 极限 lim f(z,y) 中 ,两 个 自 变 量 ,> 同时 以 任何 


方式 趋 于 .zgyy0. 这 种 极限 也 称 为 重 极 限 . 在 这 一 段 里 ,我 们 要 考 罕 xz 与 y 依 一 
定 的 先后 顺序 相继 趋 于 zo 与 yo 时 了 的 极限 ,这 种 极限 称 为 索 次 极限 . 

定义 3 设 E,E,CR,zo 是 F, 的 聚 点 ,yo 是 ,的 聚 点 ,二 元 思 数 /在 集 
合 品 = FE,XxXE, 中 上 有 定义 .车 对 每 一 个 yE Eyy 天 yo 存在 极限 lim /f(x,y) , 由 


EE 
< 


于 此 极限 一 般 与 y 有 关 , 因 此 记 作 
p(y) 一 limf(z,y), 
rEE, 
而 且 进 一 步 存 在 极限 
L = limp(y), 
则 称 此 极限 为 二 元 函数 f 先 对 xz( 习 x0) 后 对 y( 一 yo) 的 累 次 极限 ,并 记 作 
L = lim limf(x,y) 
ee 
或 简 记 作 
L = lim lim f(x ,y). 
类 似 地 可 以 定义 先 对 y 后 对 z 的 累 次 极限 
K = lim lim f(x ,y). 


办 次 极限 与 重 极限 是 两 个 不 同 的 概念 ,它们 的 存在 性 没有 必然 的 蕴含 关系 . 
下 面 三 个 例子 将 说 明 这 一 点 . 
例 6 设 f(x,y)= 一 一 .由 例 3 已 经 知道 (zx,y) 习 (0,0) 时 了 的 重 极限 
了 


XxX 十 


不 存在 .但 当 y 关 0 时 有 


lim Vy 
70 92 十 < 
YY 
im li -二 0. 
. 。 XY 
BJ lim lm -一 一 = 0. 
同 理 可 得 im li 3 


@ 为 理解 上 简单 起 见 ,可 认为 E;,E, 均 为 区 间 . 
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即 f 的 两 个 累 次 极限 都 存在 而 且 相 等 . 口 


_ 2 2 
例 7 设 f(x,y)= 汪 一, 它 关于 原点 的 两 个 黑 次 极限 分 别 为 


十 


十 ?十 2 2 
limlim > 2 =~ lim> 2 -lim(y—1)=-1 
y*0 xr-*0 T+y 人 人 站 -0 
_ 2 2 
,1 站 十 十 . 十 . 
与 limlim 一 一 一 一 一 -lim = lim(1+xz)=1. 
工人 y=*0 a 十 y T—*0 > 从 


当 沿 斜率 不 同 的 直线 y= mz,(z,y) 一 (0,0) 时 , 容 多 验证 所 得 极限 也 不 
同 . 因 此 该 函数 的 重 极限 不 存在 (下 面 的 定理 16.6 将 告诉 我 们 ,这 是 一 个 必然 的 
入 果 ). 0D 


例 8 设 f(z,y)= zxsin + ysin 一 , 它 关 于 原点 的 两 个 时 次 极限 都 不 存 
在 .这 是 因为 对 任何 y 关 0, 当 z+->0 时 f 的 第 二 项 不 存在 极限 . 同 理 , 对 任何 
z 关 0, 当 y>0 时 了 的 第 一 项 也 不 存在 极限 .但 是 由 于 


: .1 . 1 
Tsn yy ysn 之 |r|+ly|, 


故 按 定义 1 知道 的 重 极限 存在 , 且 。 lim f(x,y)=0. 品 


,y)—*(0,0) 


下 述 定理 告诉 我 们 : 重 极 限 与 累 次 极限 在 一 定 条 件 下 也 是 有 联系 的 . 
定理 16.6 车 F(z,y) 在 点 (zo,yo) 存 在 重 极限 


i ,3 天 
与 累 次 极限 lim lim f(z,y), 
则 它们 必 相 等 . 
证 设 
ln ,fT ,>) = 人 A " 
则 对 任 给 的 正 数 = ,总 存在 正 数 6 ,使 得 当 P(xz,y)E U (Po;6) 时 ,有 
f(r,y)~-A|l<e. (2) 
另 由 存在 累 次 极限 之 假设 ,对 任 一 满足 不 等 式 
0<|zxz-zxol<d (3) 
的 xz ,存在 极限 
limf(z,y) = g(x). (4) 
回 到 不 等 式 (2), 让 其 中 y 一 yo; 由 (4) 可 得 
lo(x)-A|<e. (5) 


改 由 (3),(5) 证 得 lm p(z)= 人 A, 妈 
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lim lim f(z,y) = (z RR. fT, y) = | 
由 这 个 定理 可 导出 如 下 两 个 便于 应 用 的 推论 
推论 1 寿 累 次 极限 
lim lim f(z ,»), li Lim lim f(x, y) 
和 重 极 限 
lm ,fT ,y) 
都 存在 , 则 三 者 相等 . 


推论 2 ”者 累 次 极限 
limlimf(x,y) 与 lim lim f(x ,y) 


TTY 加 


存在 但 不 相等 , 则 重 极限 lim f(xz,y) 必 不 存在 . 


(zy)->(zo 加) 


请 注意 ,定理 16.6 保证 了 在 重 极 跟 与 一 个 累 次 极限 都 存在 时 ,它们 必 相 等 . 
(本 节 习 题 3 则 给 出 较 定 理 16.6 弱 一 些 的 充分 条 件 . ) 但 它们 对 男 一 个 累 次 极限 
的 存在 性 却 得 不 出 什么 结论 ,对 此 只 需 考察 本 节 习 题 249) 

推论 1 给 出 了 累 次 极限 次 序 可 交换 的 一 个 充分 条 件 ; 推 论 2 可 被 用 来 否定 
重 极限 的 存在 性 (如 例 7). 


习 题 


1. 试 求 下 列 极限 (包括 非 正常 极限 )， 
] + zx“+ 
Ty yr 
(1) (zx, lm 0) x7 十 yy ， (2) (x, dm 0) x 十 yy ， 
2+y . 2y 十 ] 
(3) lm 一 二 一 二 一 (4) lm 全 
(zy 一 (D,D) 1 1 十 XT 十 yr” 1 (TII(0,0) TF 二 多 
， 1 _ 十 问 
(5) dim 27 —y. (6) dim okz y)sin 人 十 y” ” 


学 全 
Sin " 十 “) 
(7) im sin(z Ht 
(rr(00) r+y 


2. 讨论 下 列 函 数 在 点 (0,0) 的 重 极限 与 累 次 极限 : 


y” 
(1) f(x,y)= 7 2 (2) fx,y)= (x+ y)sin 一 sin 
(3) f(11y) = (4) f(x,y)=- ; 
zy t+(rT~Y) ;i 
(5) f(x,y) =ysin 十 ; (6) f(xy) = 
(7) f(z,y) = 


Sin XY 


i 


100 第 十 六 章 “多 元 函数 的 极限 与 连续 


3. 证 明 : 阁 1 lim f(x,y) 存 在 且 等 于 A;2'y 在 b 的 茶 邻 域内 ,存在 有 limf(x,y) = 
209), 则 limlimf(z,y)=A. 
4. 试 应 用 e 一 6 定义 证 明 
. xy 
do 
5. 叙述 并 证 明 : 二 元 函数 的 惟一 性 定理 ,局 部 有 界 性 定理 与 局 部 保 号 性 定理 . 


6. 试 写 出 下 列 类 型 极限 的 精确 定义 : 


(1) (r J dm, zi (2) ( ,mn ft,y)=A. 
7. 试 求 下 列 极限 ， 
(1) Im Et, (2) li (172+ yi)e +t») 
Core dm, ty )e 
二 一 . 1 


8. 试 作 一 函数 F(z ,y) 使 当 r 一 +ocoyy 一 +co 时 ， 

(1) 两 个 累 次 极限 存在 而 重 极限 不 存在 ; 

(2) 两 个 累 次 极限 不 存在 而 重 极限 存在 ; 

(3) 重 极限 与 累 次 极限 都 不 存在 ; 

(4) 重 极限 与 一 个 累 次 极限 存在 , 另 一 个 累 次 极限 不 存在 . 
9. 证 明定 理 16.5 及 其 推论 3. 


$ 3 二 元 函数 的 连续 性 


一 ”二 元 函数 的 连续 性 概念 
定义 ” 设 f 为 定义 在 点 集 DCR? 上 的 二 元 函数 ,Po€E D( 它 或 者 是 DD 的 案 
点 ,或 者 是 DD 的 孤立 点 ). 对 于 任 给 的 正 数 e, 总 存在 相应 的 正 数 6, 只 要 PE 
U(Po;6) 们 DD ,就 有 
1f(P)- f(Po)| < es， (1) 
则 称 了 关于 集合 D 在 点 Po 连续 . 在 不 致 误解 的 情况 下 ,也 称 f 在 点 Po 连续 . 
若 在 D 上 任何 点 都 关于 集合 连续 , 则 称 f 为 D 上 的 连续 函数 
由 上 述 定义 知道 :大 Po 是 D 的 孤立 点 , 则 Po 必定 是 f 关于 也 的 连续 点 ; 
若 P, 是 也 的 聚 点 , 则 f 关 于 DD 在 Po 连续 等 价 于 
ji ) = f(Po). (2) 


PED 
如 果 Po 是 DD 的 聚 点 ,而 (2) 式 不 成 立 (其 含义 与 一 元 函数 的 对 应 情形 相 
同 ), 则 称 Po 是 f 的 不 连续 点 (或 称 间断 点 ) .特别 当 (2) 式 左边 极限 存在 但 不 等 


于 F(Po) 时 ,Pu 是 三 的 可 去 间断 点 . 
如 上 节 例 1.2 给 出 的 阻 数 在 原点 连续 ; 例 4 给 出 的 阻 数 在 原点 不 连续 ,叉车 
把 例 3 的 图 数 改 为 


Xxy _ 

je) ep E li(r,y)ly = rz 天 0 
rt , (X,Yy) = (0,0), 

其 中 mm 为 固定 实数 , 亦 即 函数 了 ym 上 ,这 时 由 于 


/ (7, y) = = f(0,0), 


(x, Ja 
因此 f 在 原点 沿 着 直线 y= 的 
设 Po(zxo,y0) .P(rz,y)ED,Ar=x- xo,Ay=Yy -Yo, 则 称 
Az =Af(xro, yo) 一 COzyy) 一 f(xo, Yo) 
=f(xzo + Ar,yo + Ay) — flxo, Yo) 
为 函数 f 在 点 Po 的 全 增 量 . 和 一 元 函数 一 样 , 可 用 增 量 形式 来 描述 连续 性 , 印 尘 
mag | 
时 ,ff 在 点 Po 连续 ， 
如 果 在 全 增 量 中 取 Az =0 或 Ay=0, 则 相应 的 函数 增 量 称 为 偏 增 量 , 记 作 
Asf(zo,yo) = Frzo+Ar,yo) — f(xo,y0), 
Aflro'y) = f(xo,yo + Ay) — f(xo, yo0). 
一 般 说 来 ,函数 的 全 增 量 并 不 等 于 相应 的 两 个 偏 增 量 之 和 . 

若 一 个 偏 增 量 的 极限 为 零 ,例如 limAzf (zo, yo) =0, 它 表示 在 f 的 两 个 日 
变量 中 , 当 固 定 y= yo 时 , f(zx, Yo) 作为 x 的 一 元 函数 在 xo 连续 . 同 理 , 寿 
limAyf(zo,yo) 二 0, 则 表 不 f(xo,y) 在 yo 连续 .容易 证 明 : 当 三 在 其 定义 域 的 
内 点 (xo，yo ) 连续 时 , f(z,yo) 在 zo 和 2 
f(zosy) 在 yo 都 连续 .但 是 反 过 来 ,二 无 雏 
数 对 单个 自 变 量 都 连续 并 不 能 保证 该 项 效 
的 连续 性 (除非 再 增加 条 件 ,如 本 节 习 题 4、 人 _ A 
6 .10). 例如 二 元 函数 (参见 图 16 一 9) 


1，2xy 关 0， 0 
f(z,y) = 0 ZXy 二 
在 原点 处 显然 不 连续 .但 由 于 x 
f(0,y) 一 rz;0) 三 0， 图 16 一 9 


因此 在 原点 处 了 对 x 和 对 y 分 别 都 连续 ， 
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硅 二 元 函数 在 某 一 点 连续 , 则 与 一 元 函数 一 样 ,可 以 证 明 它 在 这 一 点 近 旁 具 
有 局 部 有 界 性 .局部 保 号 性 以 及 相应 的 有 理 运 算 的 各 个 法 则 .下 面 证 明 二 元 复合 
级 数 的 连续 性 定理 ,其余 留 给 读者 自己 去 证 明 . 
定理 16.7( 复 合 晒 数 的 连续 性 ) 设 孙 数 = p(xz,y) 和 w=y(zr,y) 在 zy 
平面 上 点 Po(zoyyo) 的 某 邻 域内 有 征 义 ,并 在 点 Po 连续 ;函数 fr(xz ,mo) 在 zx 平 
面 上 点 Qo( wo, v0) 的 某 邻 域内 有 定义 ,并 在 点 Qo 连续 ,其 中 wo = g(xzo., v0)， 
v0 三 J(zo,y0). 则 复合 葬 数 g(x,y)= 二 fo(zx,y),y(zx,y) | 在 点 Po 也 连续 . 
证 由 了 在 点 Qo 连续 可 知 ; 任 给 正 数 e ,存在 相应 正 数 ww, 使 得 当 |u 一 wo| 
<7n,lv 一 vo| 达 7 时 ,有 
|f(u,v)— fluo,vo)| < e. 
又 由 pg、y 在 点 Po 连续 可 知 :对 上 述 正 数 w, 总 存在 正 数 6 ,使 得 当 |z 一 xol<<6， 
iy- yol 之 6 时 ,都 有 
| -xj = |o(r,y) 一 p(xo, y0) | < 7， 
[vvol = jy(r,y) -~ g(ro,y0)| < 7. 
综合 起 来 , 当 |z -zol<6,|y 一 yol<<6 时 , 便 有 
g(rsy) ~ g(rosyo)| = | Fo)- fluo,vo)| < e. 


所 以 说 复合 函数 f(gp(z,y),J(z,y)) 在 点 Po(xo,yo0) 连 续 . 口 
二 有 界 闭 域 上 连续 函数 的 性 质 
本 段 讨 论 有 界 闭 域 上 多 元 连续 函数 的 性 质 . 它们 可 以 看 作 是 财 区 间 上 一 元 
连续 下 数 性 质 的 推广 . 


定理 16.8( 有 界 性 与 最 大 、 最 小 值 定理 ) 若 函 数 /在 有 界 闭 域 DCR 上 连 
续 , 则 f 在 D 上 有 界 , 昌 能 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 
证 ” 先 证 明 f 在 D 上 有 界 .倘若 不 然 , 则 对 每 个 正 整数 n, 必 存在 后 PE 
DD ,使 得 
| FCP)E > n,n = 1,2,.. (3) 
于 是 得 到 一 个 有 界 点 列 |P,iCD, 且 总 能 使 1 P| 中 有 无 穷 多 个 不 同 的 点 .由 31 
定理 16.3( 聚 点 定理 ) 的 推论 ,|P,1 存 在 收敛 子 列 |P，1, 设 limP,， = Po. 且 因 DD 
是 闭 域 ,从 而 PoED. 
由 于 f 在 D 上 连续 ,当然 在 点 Po 也 连续 ,因此 有 
lmf(P,) = f(Po). 
这 与 不 等 式 (3) 相 矛盾 .所 以 是 D 上 的 有 界 本 数 . 
下 面 证 明 f 在 D 上 能 取 到 最 大 、 最 小 值 .为 此 设 
m = in{f f(D), M = sup f(D). 
可 证 必 有 一 点 QED, 使 f(Q) = M( 同 理 可 证 存在 Q' ED, 使 AQ )= m). 如 


- " rio PP PH ee | 
: 人 
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右 不 然 , 对 任意 PED, 都 有 M- f(P) >>0. 考 察 D 上 的 连续 正 值 函数 


1 

F(P) = M- FB? 
由 前 面 的 证 明知 道 ,FF 在 D 上 有 界 , 又 因 f 不 能 在 D 上 达到 上 确 界 M ,所 以 存在 
收敛 点 列 | Pei CD, 使 jim (Po)=M. 于 是 有 limF(P。) = 十 00, 这 导致 与 下 在 
D 上 有 界 的 结论 相 了 矛盾 .从 而 证 得 f 在 D 上 能 取得 最 大 值 . 口 

定理 16.9( 一 致 连续 性 定理 ) ”车 函数 上 在 有 界 闭 域 DCR- 上 连续 , 则 /在 
D 上 一 致 连续 . 即 对 任何 s>0, 总 存在 只 依赖 于 s 的 正 数 68, 使 得 对 一 切 点 P、 
Q ,只 要 o(P,Q)<9, 就 有 |FCP)- FIQ)I<e， 

证 本 定理 可 参照 第 七 章 中 证 明 一 致 连续 性 定理 的 办 法 ,运用 有 限 覆 盖 定 
理 来 证 明 , 也 可 以 运用 聚 点 定理 来 证 明 . 这 里 我 们 采用 后 一 种 证 法 . 

倘若 在 上 连续 而 不 一 致 连续 , 则 存在 某 eo 0, 对 于 任意 小 的 86>>0, 例 


如 6= 二 ,ma = 1,2,…, 总 有 相应 的 P,、Q,E€ 了 ,虽然 po(P,,Q,)< 二 ,但 是 
| F(CP,) - f(Q,) | 之 evo. 
由 于 DD 为 有 界 闭 域 ,因此 存在 收敛 子 列 { P, 1C 1P。| ,并 设 lim P, = Po€ 
D ,为 记号 方便 起 见 , 再 在 | Q。j 中 取出 与 P, 下 标 相同 的 子 列 { Q, |, 则 因 
0 委 o(P, ,Q, ) < 二 ,kr 
而 有 limQ。 = limP,, = 已 .最 后 ,由 了 在 Po 连续 ,得 到 
lim|f(P,) - f(Q,)| = |f(Po) - f(Po)| =0 
这 与 |f(P, ) 一 了 (Q; )| 之 eo>0 相 矛盾 .所 以 f 在 D 上 一 臻 连续. 四 
定理 16.10( 介 值 性 定理 ) 设 函 数 f 在 区 域 DCR” 上 连续 , 若 Pi,P; 为 D 
中 任意 两 点 , 且 f(P1)<f(P;), 则 对 任何 满足 不 等 式 
f(Pi) < p< f(P;) (4) 
的 实数 p, 必 存在 点 PoED ,使 得 f(Po)=. 
证 ” 作 辅 助 了 消 数 
F(P)= f(P)-~-14, PED. 
易 见 下 仍 在 D 上 连续 , 且 由 不 等 式 (4) 知 道 
F(P1)<0,F(P,)>>0. 这 里 不 妨 假设 P,P 
是 万 的 内 点 (为 什么 ?). 下 面 证 明 必 存在 Po€ 
DD, 使 F(Po)=0. 
由 于 DD 为 区 域 ,我 们 可 以 用 有 限 段 都 在 D 
中 的 折线 连结 P; 和 P,( 图 16 -10). 知 有 某 一 图 16 一 10 
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个 连结 点 所 对 应 的 函数 值 为 0, 则 定理 已 得 证 .否则 从 一 端 开始 逐个 检查 直线 
段 ,必定 存在 某 直线 段 ,F 在 它 两 端的 函数 值 异 号 ,不 失 一 般 性 , 设 连结 Pi(zl， 
y1) ,Pz(zz,y2) 的 直线 段 食 于 了 ,其 方程 为 
= 1 十 t (x2 一 1 ) ， 
y = y+ t(y2 — y1)) 
在 此 直线 段 上 ,下 表示 为 关于 上 的 复合 函数 
G(1) = F(zxi + t(x2 一 1) yl 十 上 io — y1)),0RtRL1. 

它 是 [0,1] 上 的 一 元 连续 晃 数 , 日 F(Pj)=G(0)<0<G(1)= FF(P2). 由 一 元 由 

数 根 的 存在 定理 ,在 (0,1) 内 存在 一 点 t0, 使 得 G(to)=0. 记 

Xx0 = Xi+ to(x2 ~ 7X1),Y0 = y+ to(y2 一 yU， 
则 有 Po( xo,yo)ED, 使 得 

F(Po) = G(t0) =0 即 f(Po)= p. UD 
实际 上 ,定理 16.8 与 16.9 中 的 有 界 闭 域 D 可 以 改 为 有 界 闭 集 (证 明 过 程 
无 原则 性 变化 ) .但 是 , 介 值 性 定理 中 所 考察 的 点 集 D 只 能 假设 是 一 区 域 ,这 大 
为 了 保证 它 具 有 连通 性 ,而 一 般 的 开 集 或 闭 集 不 一 定 具有 这 一 特性 .此 外 ,由 定 
理 16.10 可 知 , 若 为 区 域 D 上 连续 函数 , 则 f(D) 必 定 是 一 个 区 间 ( 有 限 或 无 


0 委 上 所]1. 


限 ). 
习 题 

1. 讨论 下 列 函 数 的 连续 性 出; 

(1) f(x,y)= tan(x’ +y’); (2) f(x,y)=[z+y]; 
sin Ty 
一 天 0， 

(3) je y ”7 
0 ， y=0; 


siNn TY > 7 
一 一， 2 二天 0， 
(4) f(x,y) 二 z+y 


0， z+ y=0; 
(5) ( )=1 z 为 无 理 数 ， 
人 y， 工 为 有 理 数 ; 
2 7 2 2 2 ， 2 
六 nz 十 六)， 2 十 久 天 0， 
i 6 站 ， _- 
(6) f(x,y) 0 0 
“(7) f(z 9) = my * (8) f(x,y)=e >、 


2. 人 氢 述 并 证 明 二 元 连续 诅 数 的 局 部 保 号 性 ， 


中 本 习题 中 有 * 号 者 为 横 线 下 习题 . 
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3. 设 
_ 过 2 
re YA (p > 0)， 
0 ， 元 十 yy = 0 

试 讨 论 它 在 (0,0) 点 处 的 连续 性. 

4. 设 F(z,y) 定 义 在 闭 和 拖 形 域 S= [a,65]X[c,aj. 若 ff 对 yy 在 [c,d] 上 处 处 连续 ,对 工 
在 [a ,bi( 且 关于 y) 为 一 致 连续 ,证 明 ff 在 S 上 处 处 连续 . 

5. 证 明 : 若 DCR- 是 有 界 闭 域 ,f 为 D 上 连续 消 数 , 则 f(DD) 不 仅 有 界 ( 定 理 16.8) ,而且 
是 闭 区 间 . 


6. 设 f(z,y) 在 集合 CCR2 上 对 x 连续 ,对 y 满足 利 普 希 茨 条 件 : 
[zy -zy Lly -yl|, 
其 中 (xz,y ),(z,y )EG,L 为 常数 . 试 证 明 f 在 G 上 处 处 连续 ， 
7. 若 一 元 函数 p(z) 在 [ac,pj 上 连续 , 令 
zy)= v(x),(r,y) ED= [a,bl xX(- %,+ %). 
试 讨论 f 在 D 上 是 否 连 续 ? 是 否 一 致 连续 ? 
8. 设 


f(r,y) 一 To (zy) 和 也 二 [0,1) Xx [0,1), 
证 明 ; 了 在 D 上 连续 ,但 不 一 致 连续 . 
9. 设 f 在 R* 上 分 别 对 每 一 自 变 量 x 和 y 是 连续 的 ,并 且 每 当 固定 x 时 了 对 y 是 单调 


的 ,证明 /是 Re 上 的 二 元 连续 函数 . 
总 练习 题 


1. 设 ECR? 是 有 界 闭 集 ,d (EE) 为 的 直径 .证 明 : 存 在 P,P2€E, 使 得 p(Pi,P2)= 
dl(E). 
2. 设 f(z,y)= 记 ,r= z+y,k>1, 
Di = {(z,y) kr <y < 


D>» = {i(z,y)| zx > 0,y> 0}. 
试 分 别 讨论 ;= 1,2 时 极限 lim f(z,y) 是 否 存 在 ? 为 什么 ? 


(yj D. 


3. 设 lim p(y)=A, lim g(xz)=0, 且 在 (zo,yo) 附 近 有 |f(z,y) 一 p(y) | 全 g(x). 证 明 
RA =A. 


4. 设 /为 定义 在 R* 上 的 连续 函数 ,a 是 任 一 实数 ， 
E = zy fx,y) >a,(x,y) 和 R’|, 
F= |(z,y)| f(z,y) a,(z,y) ER 


md EH i “时 
四 di 
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证 明 玉 是 开 集 ,F 是 闭 集 . 

5. 设 f 在 有 界 开 集 E 上 一 致 连续 .证 明 ， 

(1) 可 将 f 连续 延 拓 到 玉 的 边界 ; 

(2) f 在 这 上 有 界 . z 

6. 设 w= p(xz,y) 与 v= 办 zy) 在 zy 平面 中 的 点 集 玉 上 一 致 连续 ;ow 与 少 把 点 集 五 映 
射 为 uv 平面 中 的 点 集 DD, f(w,v) 在 D 上 一 致 连续 .证 明 复 合 函数 f(gp(z,y),y(x,y)) 在 上 
上 一 致 连续 . 

7. 设 f(z) 在 区 间 (a ,2) 内 连续 可 时 ,函数 


F(z,y) = fe (天 力 ,FCziz) = f(z) 


定义 在 区 域 D=(a,5) x (a,5) 内 .证 明 ; 对 任何 cE (a,6), 有 
lim ,F(Zz,y) = 三 (c) 


(zc 


一 ”可 微 性 与 全 微分 
与 一 元 函数 一 样 ,在 多 元 郴 数 微分 学 中 ,主要 讨论 多 元 函数 的 可 微 性 及 其 应 
用 .本 章 首先 建立 二 元 函数 可 微 性 概念 ,至 于 一 般 n 元 果 数 的 可 向 性 不 难 据 此 
相应 地 给 出 (对 此 ,在 第 二 十 三 章 有 更 详细 的 论述 ). 
定义 1 设 函 数 z= Flz,y) 在 点 Po(zo,yo) 的 某 邻 域 U(Po) 内 有 定义 ,对 
于 U(Po) 中 的 点 P(zyy)=(zo+Az,yo+Ay), 和 者 函数 了 在 氮 Po 处 的 全 增 量 
Az 可 表示 为 : 
Az = f(xo+ Ar,yo + Ay)— f(z,Yy) 
=AAz + BAy + o(p), (1) 
其 中 A ,B 是 仅 与 点 P, 有 关 的 常数 ,o=YV Azr* +Ay ,ol(p) 是 较 o 高 阶 的 无 穷 
小 量 , 则 称 函数 了 在 点 Po 可 微 . 并 称 (1) 式 中 关于 Az,Ay 的 线性 函数 AAxz + 
BAy 为 函数 在 点 Po 的 全 微分 , 记 作 
dz |p, = df(xo,y0) = AAz + BAy (2) 
由 (1) (2) 可 见 dz 是 Az 的 线性 主 部 ,特别 当 | Az |, | Ay | 充分 小 时 ,全 微分 dz 
可 作为 全 增 量 Az 的 近似 值 , 即 


f(ryy) f(ro,yo0) + A(z — xo) + Bly — yo0). (3) 
在 使 用 上 ,有 时 也 把 (1) 式 写成 如 下 形式 
Az = AArz + BAy + xcAz + BAy, (4) 
这 里 
lm a= lm 8=0. 
(Ar,Ay)-(0.0) (Ar,Ay)>(0,0) 


例 1 考察 函数 f(x,y)= zy 在 点 (zo,yo) 处 的 可 微 性 . 
解 ”在 点 (zo,yo) 处 函数 了 的 全 增 量 为 
AF(zo,yo) =(zo+Az)(yo + Ay) — Zo30 
一 y0OAz + Z0Ay + AZAYy. 
由 于 
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ArAy 四 A <p0 (0 —> 0), 
因此 AxAy=o(p). 从 而 图 数 了 在 (zo,yo) 可 向, 且 
df = y0OAZ + XxoAy. 四 
二 ” 偏 导 数 


由 一 元 函数 微分 学 知道 ; 若 f(z ) 在 点 ze 可 微 , 则 了 鸥 数 增 量 (xo + Az) 
-f(xzo)=AAxT+ o(Ax), 其 中 A= (x0). 同样 ,由 上 一 段 已 知 , 厂 二 元 畏 数 f 
在 点 (ro, yo) 可 微 , 则 fF 在 (zo, yo) 处 的 全 增 量 可 由 (1) 式 表示 .现在 讨论 其 中 
4 了 昌 的 值 与 函数 广 的 关系 .为 此 ,在 (4) 式 中 令 Ay=0(Az 天 0), 这 时 得 到 Az 关 
于 的 偏 增 量 A,z, 且 有 


AZ 
A 9 A = 人 +a. 
现 让 Ax 一 0, 由 上 式 便 得 A 的 一 个 极限 表示 式 
Az ). f(xot+Az,y) - fro, y0) 
A = lim Ar | lim AXx (5) 


容易 看 出 ,($) 式 右边 的 极限 正 是 关于 xz 的 一 元 函数 F(z,yo) 在 工 =zo 处 的 好 
数 . 类似 地 , 令 Ax =0(Ay 关 0), 由 (4) 式 又 可 得 到 
fx0, 20 + Ay’ -f(xo,y0) (6) 
yy 
它 是 关于 y 的 一 元 函数 F(zo,y) 在 y= yo 处 的 导数 . 
二 元 函数 当 固 定 其 中 一 个 自 变 量 时 , 它 对 另 一 个 自 变量 的 导数 称 为 偏 导 数 ， 
定义 如 下 : 
定义 2 设 函 数 zx= f(x,y),(zx,y)ED. 厅 (zo,y0)ED, 且 rzy yo) 在 2z0 
的 某 一 邻 域内 有 定义 , 则 当 极 限 
[mn Aafkzo,yo) _ 1 f(zo + Azx, yo0) — f(xo, Yo) (7) 
Ar—=0 AZ Ar-*0 Az 
存在 时 , 称 这 个 极限 为 函数 在 点 (zxo,yo) 关 于 z 的 偏 导 数 , 记 作 


9f 
f(xo, yo) 或 Dr (2, ») 


A 
B = lim = lim 
Ay—*0 Ay Ay*0 


注意 1 这 里 符号 ,3 专用 于 偏 导数 算 符 ， 与 一 元 函数 的 导数 符号 ~ C_ 相 
仿 , 但 又 有 差别 . 

注意 2 在 上 述 定义 中 ,7 在 点 (zo,yo) 存 在 关于 zx( 或 y) 的 偏 导数 ,了 至 少 
在 |(z,y)iy=w,lz-zol<8i( 或 (zy)lz=zoly-yol<9i) 上 几 须 有 是 
若 晒 数 z= f(x,y) 在 区 域 D 上 每 一 点 (z,y) 都 存在 对 z( 或 对 yy) 的 但 好 
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数 , 则 得 到 函数 z= f(z,y) 在 区 域 D 上 对 x( 或 对 y) 的 偏 导 函 数 ( 也 简称 偏 导 
数 ) , 记 作 


可 9 f(x,y) 了 四 9 f(x,y) 
(zy) 或 了 (jp(zyy) 或 >)， 


也 可 简单 地 写作 fz 或 开 | 万, 或 5 ). 

在 上 一 章 中 已 指出 ,二 元 函数 z= f(z,y) 的 几何 图 象 通常 是 三 维 空间 中 的 
曲面 , 设 Po(zo, yo; zo0) 为 这 曲面 上 一 点 ,其 中 zo = f(xzo,y0), 过 Po 作 平 面 y= 
yo, 它 与 曲面 的 交 线 

ce” ~ .0， 
lz = f(r,y) 


是 平面 y= yo 上 的 一 条 曲线 .于 是 ,二 元 阻 数 偏 导数 的 几何 意义 (如 图 17 -1) 
是 ;所 (zo, vo) 作为 一 元 阻 数 f(x, yo) 在 z | 
工 二 ZX0 的 导数 ,就 是 曲线 C 在 点 Po 处 的 切 
线 TT, 对 于 xz 轴 的 斜率 , 即 T 与 x 轴 正 问 
所 成 倾角 的 正切 tan a. 同样 , f(xzo, yo) 是 
平面 z= zxo 与 曲面 z= f(z,y) 的 交 线 
人 一 XO0s 
z = f(x,y) 

在 点 Po 处 的 切线 人 关于 y 轴 的 斜率 
tan pb. 

由 偏 导数 的 定义 还 知道 , 郴 数 f 对 哪 一 
个 自 变 量 求 偏 导数 ,是 先 把 其 他 自 变量 看 作 常 数 ,从 而 变 成 一 元 隔 数 的 求 导 问 
题 ,因此 第 五 章 中 有 关 求 导 的 一 些 基 本 法 则 ,对 多 元 函数 求 偏 导 数 仍 然 运 用 . 

例 2 求 函数 f(z,y)=z+2zx?y 一 在 点 (1,3) 关 于 x 和 关于 y 的 偏 导 
数 ， 

解 ” 先 求 f 在 点 (1,3) 关 于 z 的 偏 导数 ,为 此 , 令 y=3, 得 到 以 z 为 日 变量 
的 函数 f(x ,3)= +6x 一 27, 求 它 在 x=1 的 导数 , 即 


df(x,3) 
f£.(1,3) dz 


再 求 f 在 (1.3) 关 于 y 的 偏 导 数 . 先 令 zx =1, 得 到 以 y 为 自 变量 的 函数 
f(1,y)=1+2y 一 yy , 求 它 在 y=3 的 导数 ,得 


fl1,3) = SEY ,= 2-3y|,y-3 =-25. 
y= 


通常 也 可 分 别 先 求 出 f 关 于 xz 和 y 的 偏 导 阴 数 : 


图 17--1 


一 37z 十 12x|,-1 = 一 15. 
1 


My 一 
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f(r,y) = 3x +4ry, 
f(r,y) 一 27° — 3y’. 


然后 以 (zx ,y)= (1,3) 代 入 ,也 能 得 到 同样 结果 . 0 
例 3 求 图 数 z= (zx >>0) 的 作 叶 数 . 
解 
=y 1 = nz 品 


例 4 求 三 元 函数 w=sin(x + y 一 e?) 的 偏 导数 . 
解 把 y 和 zz 看 作 和 常数 ,得 


du _ 2 Zz 
jr 二 cos( 工 十 2 ez ) . 


把 z,z 看 作 常 数 ,得 
3 = 2yoos(z + ye). 
把 z,y 看 作 和 常数 ,得 
了 = 一 ezcos( 工 十 网 一 ez)， 0 
三 ”可 微 性 条 件 


由 偏 导 数 定义 及 (5),(6) 两 式 可 得 如 下 定理 . 
定理 17.1( 可 微 的 必要 条 件 ) 车 二 元 函数 f 在 其 定义 域内 一 点 (zo, yo) 处 
可 微 , 则 f 在 该 点 关于 每 个 自 变量 的 偏 导 数 都 存在 , 且 (1) 式 中 的 
A= f.(zxo,y0), B= fy(zo, yo0). 
依 此 函数 f 在 点 (zo,yo) 的 全 微分 (2) 可 惟一 地 表示 为 
df) = 户 (zoyo) ' Ar + fylx0, 0) * Ay: 
与 一 元 函数 的 情况 一 样 ,由 于 自 变量 的 增 量 等 于 自 变量 的 微分 , 印 
Az = dz,Ay = dy, 
所 以 全 微分 又 可 写 为 
dz = 广 (zoyyo)dz + f,(xo, yo0)dy. 
若 函 数 f 在 区 域 D 上 每 一 点 (z,y) 都 可 微 , 则 称 函 数 矿 在 区 域 D 上 可 微 ， 


且 f 在 D 上 全 微分 为 
df(zxr,y) = f(x,y)dr + f(z,y)dy. (8) 
例 5 考察 函数 
- 六 十 光 尖 0， 
f(x,Yy) 一 元 十 多 
0， z+y=0 
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在 原点 的 可 向 性 . 
解 ” 按 偶 导 数 定义 
广 (0,0) = lm 六 So f(0,0) _ lim 0 0 


同 理 可 得 A(0,0)=0. 知 函数 f 在 原点 可 微 , 则 
Az — dz =f(0+Ar,0+ Ay) - f(0,0) 一 ff.(0,0)Az — f,(0,0)Ay 


AZAy 
V Az 十 Ay’ 
应 是 较 op =v Ax”+Ay 高 阶 的 无 穷 小 量 . 为 此 ,考察 极限 
|; Az 一 dz _. AZA7 
1m Im 
”0 0 pr0 Ar + Ay” 
由 第 十 六 章 $2 例 3 知道 ,上 述 极限 存在 ,因而 函数 了 在 原点 不 可 微 . 吕 


这 个 例子 说 明 , 偏 导数 即使 存在 ,函数 也 不 一 定 可 微 ( 但 对 于 一 元 函数 来 说 ， 
函数 可 微 与 导数 存在 是 等 价 的 ). 
定理 17.2( 可 微 的 充分 条 件 )” 若 函数 z= F(z,y) 的 偶 导 数 在 点 (Zzoy,yo) 
的 某 邻 域内 存在 , 且 f 与 有 在 点 (zo,yo) 处 连续 , 则 函数 f 在 点 (zxo,y0) 可 微 . 
证 ”我们 把 全 增 量 Az 写作 
Az = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo0, yo) 
=[f(zxo + Ax,yo + Ay) - f(x0, Yo + Ay)] 
+ [f(zxo, yo + Ay) - f(zxo,y0)]. 
在 第 一 个 括号 里 , 它 是 函数 F(z,yo+Ay) 关 于 zx 的 偏 增 量 ;在 第 二 个 括号 里 , 则 
是 函数 f(zxo0,y) 关 于 y 的 偏 增 量 .对 它们 分 别 应 用 一 元 函数 的 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 ,得 


Az = f(xo+ OAx,yo + Ay)Az + f(xo,y + DAy)Ay， (9) 
0<Z0,0 < 1. 
由 于 所 与 户 在 点 (zo,yo) 连 续 , 因 此 有 
f(xo + OAzr,yo t+ Ay) = 万 (zoyo) +a， (10) 
f(zo,y + O02Ay) = 万 (zo,yoj + Bh, (11) 


其 中 当 (Azr,Ay) 一 (0,0) 时 ,a 一 0, 8 一 0. 将 (10)、(11) 代 入 (9) 式 , 则 得 
Az = f(xo,y0)Ar 十 f(xo, yo)AYy + wAZz + BPAY. 
由 (4) 式 便 知 函数 f 在 点 (zxo,yo) 可 逢 . 0 
根据 这 个 定理 , 例 2 中 的 函数 f(x,y)= 工 +2z2y 一 多 在 点 (1,3) 可 微 , 且 
drjd3 = 1$dz - 25dy. 
例 3 中 的 函数 zx= 之 在 D= (zy)1lz>0,-co<3?<+ocoi 上 可 微 , 且 
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dz = yr ldr + zln rdy. 
注意 ” 偏 导 数 连 续 并 不 是 孙 数 可 微 的 必要 条 件 , 如 阴 数 


f(r,y) -| t+y 天 0， 


0， 元 十 oy = 一 0 

在 原点 (0,0) 处 可 微 ,但 广 与 A 却 在 (0,0) 处 不 连续 ( 见 本 节 习 题 7). 奋 x= 
F(z,y) 在 点 (zo,yo) 偏 导数 f.,f, 连续 , 则 称 了 在 点 (zo,yo) 连 续 可 微 . 

在 定理 17.2 证 明 过 程 中 所 出 现 的 (9) 式 ,实际 上 是 二 元 函数 的 一 个 中 值 公 
式 , 即 有 如 下 定理: 

定理 17.3 设 阻 数 和 在 点 (zo,yo) 的 某 邻 域内 存在 侦 导 数 , 石 z,y) 属 于 
该 邻 域 , 则 存在 £= rot+ Oi(x -x0o) 和 和 7 三 yo Gly — y0),0< 0 ,02<1, 使 得 

f(r,y)-— f(xo, yo) 一 fr(€,y)(x 一 x0) 十 f(ro, ny — y0). (12) 

读者 还 可 以 从 可 微 性 概念 看 到 ,函数 在 可 微 点 处 必 连 续 , 但 在 申 数 的 连续 点 

处 不 一 定 存在 偏 导 数 ,当然 它 更 不 能 保证 函数 在 该 点 可 微 .例如 ,函数 f(z,y) 


=V zr2+ (圆锥 ) 在 原点 连续 ,但 在 该 点 不 存在 偏 导数 .更 值得 注意 的 是 ,即使 
函数 在 某 一 点 存在 对 所 有 自 变量 的 偏 导 数 , 也 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 .例如 ， 


zy) -7 > 7 
0， z+y =0 


在 原点 不 连续 ,但 却 存在 偏 导 数 
f.(0,0) = lim Se = 0,f,(0,0) = 0 


这 是 因为 偏 导数 只 是 刻画 了 哺 数 入 工 轴 或 》 轴 方 向 的 变化 特征 .所 以 这 个 例子 
只 能 说 明 f 在 原点 分 别 对 x 和 对 y 必定 连续 ,但 由 此 并 不 能 保证 f 作为 二 元 敬 
数 在 原点 连续 .与 定理 17.2 相仿 ,只 有 对 偏 导 数 附加 适当 的 条 件 后 ,才能 你 证 哺 
数 的 连续 性 (有 关内 容 可 从 本 节 习 题 中 去 找 ). 

可 微 性 几何 意义 及 应 用 

一元 函数 可 微 , 在 几何 上 反映 为 曲线 存在 不 平行 于 y 轴 的 切线 .对 于 二 元 
函数 来 说 .可 微 性 则 反映 为 曲面 与 其 切 平面 之 间 的 类 似 关系 .为 此 ,我 们 需要 先 
给 出 曲面 的 切 平面 的 定义 ,这 可 以 从 曲线 的 切线 定义 中 获得 局 发 . 

在 第 五 章 $1 中 ,我 们 曾 把 平面 曲线 S 在 某 一 点 已 (zo,yo) 的 切线 PT 定义 
为 过 PP 点 的 割 线 PQ 当 Q 沿 S 趋 近 P 时 的 极限 位 置 (如 果 存 在 的 话 ). 这 时 , PQ 
与 PT 的 夹 角 ow 也 将 随 Q 一 P 而 趋 于 零 ( 图 17 一 2). 由 于 


， hh 
Sin 站 一 ad? 
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其 中 有 和 4 分 别 表示 点 Q 到 直线 PT 的 距离 和 Q 到 P 的 距离 ,因此 当 Q 沿 S 
趋 于 P 时 ,gp 一 0 等 同 于 全 -0 
仿照 这 个 想法 ,我 们 引入 曲面 S 在 点 P 的 切 平面 定义 . 


图 17 一 2 图 17 一 3 


定义 3 设 己 是 曲面 S 上 一 点 ,也 为 通过 点 书 的 一 个 平面 ,曲面 S$ 上 的 动 
点 Q 到 定点 P 和 到 平面 工 的 距离 分 别 为 4 与 关 ( 图 17-3). 寿 当 Q 在 S 上 以 任 
何方 式 趋 近 于 已 时 , 伍 有 全 ->0, 则 称 平面 区 为 曲面 S 在 点 P 处 的 切 平面 ,P 为 

定理 17.4 曲面 z= f(xz,y) 在 点 P(xo, yo, f(zo,Y0)) 和 存在 不 平行 于 z 轴 
的 切 平 面世 的 充 要 条 件 是 函数 了 在 点 PCzo,yo) 可 微 . 

证 {充分 性 ] 车 函数 f 在 Po 可 微 , 由 定义 知 

Az = z—zo= f(rosyo) (zx — ro) + fylzxo,y0) ly — y0) + ol(p), 


其 中 zo0= f(xo,y0),0=V (xz— zo0) +(y— yo0). 现在 讨论 过 点 P(xo, yo, z0) 
的 平面 

4 一 2&0 = f(xo,yo)(X 一 Z0) 十 fylxo, vo(Y 一 y0)， 
其 中 X,Y,2 是 平面 上 点 的 流动 坐标 .我 们 证 明 它 就 是 曲面 z= 六 z,y) 在 点 卫 
的 切 平面 .事实 上 ,由 解析 几何 学 知道 ,曲面 上 任意 一 点 Q(x,y,z) 到 这 个 平 
面 的 距离 为 

,|z— xo- fs(zoy0)(z — zo) — f(rosy0)(y 一 20) 
V1+filzo,y0) + f(xo,Y0) 
|o(p)| 
V1+ f(zo,y0) + fy(xo, Yo) 


另 一 方面 ,P 到 Q 的 距离 为 


d =/(r xo) ty y) +(z- zo) =Vo +(z- 0 >p. 
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于 是 由 二 >0 及 

hh_lopl 1 

ap wp V1l+f( )+f 0 ‘00 

+ fz vA 十 fs (xo,y0) 

根据 定义 3, 平 面 I 为 曲面 z= f(z,y) 在 点 忆 的 切 平面 . 

[必要 性 ] 若 曲 面 -= f(z,y) 在 P(zo,yo,f(zxo,Y0)) 存 在 不 平行 于 z 轴 的 切 平面 

LZ— z0 一 A(X— xo)+ B(Y — yo). 

设 Q(z,y,z) 是 曲面 上 任意 一 点 ,由 Q 到 这 个 平面 的 距离 为 
_ Iz—-zo-A(z-zo)- Bl(y- yo)| 
令 工 -Tz0=ArT,y- yo0=Ay,z- zo0=Az,p=~ Az2 十 Ay. 由 切 和 平面 定义 知 , 当 Q 充分 接近 
P 时 ,有 地 一 0. 因 此 对 于 充分 接近 P 的 QQ, 有 


| Az - AAz ~ BAy | 1 
dv1li+A2:+B 2V1+A:+B: 


h 


hh 
d 
即 
|Az ~- AAz - BAy| < 各 = 方 WV ATTAY+A = +A. 
由 不 等 式 |a| 一 16| 志 |a 一 51| 得 
[Az| - |AllAz| -1B811Ay| < 方 VpzfA2 < 了 (+ |Az|), 


故 有 
1 
|Az| < 14|1Azl +|B| |Ay| + Fp; 


而 且 


= |Azl ， IB| Ley ) +1<2014| + |B|)+1. 
p p p 


因此 -全 是 有 界 量 .从 而 由 
d vp’+Az Az \” |Az| 
-ee 1+ (YF) < 1+ ; <2(|A|+|1B|+1) 
知 和 也 是 有 界 量 .于 是 当 p 一 0 时 ,有 


|Az —- (AAr + BAy)| _ |Az —- AAzr - BA (4d) Ira 
P Vi+A4 +Bd ‘Pf 


= 人 ( 委 儿 全 YIT+ 人 + 孚 一 0(o 一 0)， 


即 
Az = AAz + BAy + o(p). 
这 就 证 明了 函数 z= f(z,y) 在 点 (zo,yo) 是 可 微 的 . 0 
定理 17.4 说 明 ; 若 函数 f 在 (zo,yo) 可 微 , 则 曲面 z= f(z,y) 在 后 Plzo， 


Pe pip re me He rr Tr 
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yoyz0) 处 的 切 平 面 方程 为 
z— zo= f(xo,y) (rz -Zo) + fy(xo,y0)(y — yo0). (13) 
过 切 点 P 与 切 平面 垂直 的 直线 称 为 曲面 在 点 P 的 法 线 . 由 切 平面 方程 知 
道 ,法 线 的 方向 数 是 
+ (f(xo,y0),fy (ro,y0), — 1), 


所 以 过 切 点 P 的 法 线 方程 是 
X10 _ )》 0 _%2“  *0 
fr(xo,y0) f(xo, yo0) 一 ] - (14) 


二 元 函数 全 微分 的 几何 意义 如 图 17-4 所 示 , 当 自 变 量 增 量 为 Az,Ay 时 ， 
函数 z= f(xz,y) 的 增 量 Az 是 竖 坐 标 上 的 一 段 NQ ,而 二 元 函数 z= f(z,y) 在 
点 (zo,yo) 的 全 微分 

dz = 万 (zo,yo)Az + 万 (zo,y0)Ay 

的 值 是 过 P 的 切 平 面 PMIMM: 上 , 当 
自 变量 z,y 分 别 由 zo,yo 增加 到 zo 十 
Az,yo+Ay 时 的 增 量 , 即 MN 那 一 段 . 
于 是 Az 与 dz 之 差 是 MQ , 它 的 值 随 着 
o>0 而 趋 于 零 ,而且 是 较 p 高 阶 的 无 
穷 小 量 . 

例 6 试 求 抛物 面 > = az + by 
在 点 M(xzo, yo,zo) 处 的 切 平 面 方 程 与 
法 线 方程 . 

解 ” 因 为 


广 (zo,y0) = 2aro, fy(xo0,y0) = 2by0, 
由 公式 (13), 过 M 的 切 平面 方程 为 
z — zo = 2axo(z - zxo) +28yo(y - y0). 
因为 zo 二 azxf 十 by6, 所 以 它 可 简化 为 
2azoz + 2byoy ~ zz- zo= 0. 
由 公式 (14) ,过 点 M 的 法 线 方程 是 


0 y »0 之 ”<《0 吕 


ie 


下 面 的 例 7 和 例 8 是 利用 线性 逼近 公式 (3) 所 作 的 近似 计算 和 误差 估计 . 
例 7 求 1.08>* 的 近似 值 . 
解 设 Flz,y)= 心 , 令 zo=l,y=4,Az=0.08,Ay= 一 0.04. 由 公式 (3) 


有 


ii -pair i ar = 四 器 
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1.08 0 = f(zxo + Ax,yo + Ay) 
Sf(1,4) + f.(1,4)Ax + f,(1,4)Ay 
=1+4:0.08+14.,lIn1.(-0.04) 
=1 +0.32 = 1.32. D 


例 8 应 用 公式 S= 方 absin C 计算 某 三 角形 面积 , 现 测 得 a =12. 50,6 = 
8.30,C=30". 若 测量 a,5 的 误差 为 +0.01,C 的 误差 为 +0.1°, 求 用 此 公式 计 
算 三 角形 面积 时 的 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 . 

解 ” 依 题 意 ,测量 中 a,5,C 的 绝对 误差 限 分 别 为 


Aal| = 0.01,1Ab| = 0.01,|1AC| = 0.1° = gp- 


由 于 


IAS| 2x | dS Aa + ISAb + 9SAC | 


dS 
sl = | 中 
S 3S 
<|5i al + | 加 :1as1+ | 强 |lac 
= 寺 |bsin C| lAa| + 六 lasin C| | Ap | 


+ 1abcos CI1AC|， 


将 各 数据 代入 上 式 ,得 到 S 的 绝对 误差 限 为 
AS| 0.13. 


因为 


. 12.50 .8.30. 工 25.94. 


S = Fabsin C = 7 


所 以 S 的 相对 误差 限 为 
AS| 0.13 、 


对 是 


1. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 . 


1 
(1) z= zy; (2) z= yeos 工 ; (3) /a 


(4) z=In(x’ + vy’); (3) z= (6) z=arctan 一 ; 


(7) z= rye Dy); (8) z= ye (9) wu = (zy)’; 


EE -ET Ti i ee i CE 
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(10) wx= 阅 . 
2. 设 拟 z,y) 一 工 十 (y- DarsioV 三 ; 求 f(z,1). 


， 1 
3 | z+ 办 天 0， 
0， rx’*+ y=0, 
考察 函数 了 在 原点 (0,0) 的 偶 导 数 . 


4. 证 明 函 数 >=V zx*+ 在 点 (0,0) 连 续 但 偏 导数 不 存在 . 


. 1 
ysin Zt ， XT:+ yA0, 


5. 考察 图 数 ne 在 后 (0,0) 处 的 可 微 性 . 


0 ， T+y =0 

2 

车 
+». z+ yA0, 


6. 证 明 冰 数 Ne 在 点 (0,0) 连 续 且 偏 导 数 存在 ,但 在 此 扣 


0,， x+y =0 
不 可 微 . 
(x + y)sin l ， 22+ 光 天 0， 
7. 证 明明 数 Aero V I +y’ 在 点 (0,0) 连 续 且 候 导 
0 Xx“+y=0 


数 存在 ,但 偏 导数 在 (0,0) 不 连续 ,而 在 原点 (0,0) 可 微 . 
8. 求 下 列 函 数 在 给 定点 的 全 微分 : 
(1) z= z+ yy 一 4x“y 在 点 (0,0),(1,1); 
(2) = 在 点 (1 0) 0) 
9. 求 下 列 函 数 的 全 微分 ， 
(1) z= ysin(z + y); (2) u= re”+e “+y. 


10. 求 曲面 z=arctan 学 在 点 (1,1, 皇 ) 处 的 切 平面 方程 和 法 线 方程 


11. 求 曲面 3zx? + 只- z2=27 在 点 (3,1,1) 处 的 切 平 面 与 法 线 方程 ， 

12. 在 曲面 z= zy 上 求 一 点 ,使 这 点 的 切 平面 平行 于 平面 工 +3y+z +9=0; 并 写 出 这 
切 平面 方程 和 法 线 方程 . 

13. 计算 近似 值 : 

(1) 1.002x2.0032X3.004:; (2) sin 29° x tan 46 . 

14. 设 圆 台 上 下 底 的 半径 分 别 为 R=30 cem,r =20 cam, 高 hh=40 cm. 若 尺 ,r,h 分 别 增 
加 3 mm,4 mm,2 mm, 求 此 圆 台 体积 变化 的 近似 值 . 


15. 证 明 , 若 二 元 函数 f 在 点 P(xo, wo) 的 某 邻 域 U(P) 内 的 偏 导 函数 fi 与 f, 有 界 , 则 了 
在 U(P) 内 连续 . 

16. 设 二 元 函数 f 在 区 域 D=[a,5] XLc,ad] 上 连续 . 

(1) 车 在 int D 内 有 所 寺 0, 试 问 f 在 D 上 有 何 特 性 ? 

(2) 若 在 int D 内 有 所 = 包 二 0,f 又 怎样 ? 
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(3) 在 (1) 的 讨论 中 ,关于 了 在 忆 上 的 连续 性 假设 可 否 省 略 ? 长 方形 区 域 可 否 改 为 任意 
区 域 ? 
17. 试 证 在 原点 (0,0) 的 充分 小 邻 域内 ,有 


2 2 
18. 求 曲面 z= 一 与 平面 y=4 的 交 线 在 z=2 处 的 切线 与 Or 轴 的 交角 . 


19. 试 证 :(1) 乘积 的 相对 误差 限 近 似 于 各 因子 相对 误差 限 之 和 和. 
(2) 商 的 相对 误差 限 近 似 于 分 子 和 分 母 相 对 误差 限 之 差 . 
20. 测 得 一 物体 的 体积 V=4.45 oar, 其 绝对 误差 限 为 0.01 cm; 又 测 得 重量 W = 


30.80 g, 其 绝对 误差 限 为 0.01 g. 求 由 公式 4 = 芯 算出 的 比重 d 的 相对 误差 限 和 绝对 误差 限 ， 


$ 2 复合 天数 微分 法 
设 函 数 
T= 9(s,t) 与 y= Y(s,t) (1) 
定义 在 st 平面 的 区 域 D 上 , 消 数 
z= f(x,y) (2) 


定义 在 zy 平面 的 区 域 D1 上 , 且 
{(z,y)lz = p(s,t),y = si) St) EE 门 | CD, 
则 图 数 
z = F(s,t) = f(¢(s,t), p(s,t)),(s,t) ED (3) 

是 以 (2) 为 外 函数 , (1) 为 内 函数 的 复合 函数 .其 中 zx,y 称 为 函数 下 的 中 间 变 量 ， 
sot 为 函数 的 目 变 量 . 

本 节 将 讨论 复合 函数 下 的 可 微 性 . 偏 导 数 与 全 微分 . 

一 ”复合 函数 的 求 导 法 则 

定理 17.$ 看 图 数 工 = p(s,t),y = Jy(s,t) 在 点 (s,t)€ED 可 微 ,z= 
f(zyy) 在 点 (x,y)= (p(s,t),p(s,z)) 可 微 , 则 复合 函数 

z= f(op(s,t), p(s,t)) 

在 点 (s,t) 可 微 , 且 它 关于 * 与 1 的 偏 导数 分 别 为 


dz gz 9x dz Oy 

9s | Ozl(s,y9s Is 9yl(r,y9s | ,0) (4) 
2 _ gz 9 并 gz 9y 

at az)atlcp Oy|(z,y9¢ 6,2) 


证 由 假设 z= p(s,t),y= yls,t) 在 点 (s,t) 可 微 ,于 是 
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gr oz 
/ AzZ = DA: 十 ar 人 ot + alAs + PiAt, (9 ) 


9y 9y 
Ay = 3 十 3 + a2As + BoAt, (6) 


其 中 当 As, At 趋 于 零 时 , al, as, pp 都 趋向 于 零 . 又 由 z= (zy) 在 点 
(x,y) 可 微 , 所 以 / 
Az = SEAr 十 52Ay + aAxr + BAY, (7) 


其 中 当 Axz,Ay 一 0 时 ,xc ,6 一 0( 我 们 补充 a,8 之 定义 使 当 Az =0,Ay=0 时 ， 
oe = 二 B=0), 将 (5),(6) 代 入 (7), 得 


9 9 9 
Az = 医 十 a | (守信 + 了 Ai + alAs + BiAt | 


Oz 9 9 
十 ( 完 十 9) (Fa + grt + Q2As 十 Boat 


整理 后 
Az = |( 守 . 基 + 生活 jas+ ( 闫 莹 + 六 A raas+ Bat， (8 ) 
其 中 
a = ga + ge2 + ea + FB+ aal + Pa, (9) 
B= I B+ p+ Fat B+ aB1 + Bip2. (10) 


由 于 p(s,z),g(s,t) 在 点 (s,z) 可 微 ,因此 它们 在 点 (5s,z) 都 连续 ,有 即 当 As， 
At 一 0 时 ,有 Azr,Ay 一 0. 从 而 也 有 a 一 0, 8 一 0, 以 及 ai,a;,Bi,PB2 悦 0. 于 是 在 
(9)、(10) 式 中 , 当 As,Azt 一 0,, 有 o>0,B8 一 0. 故 由 (8) 式 推 得 复合 函数 (3) 可 微 
并 求 得 z 关于 s 和 + 上 的 偏 导 数 (4). 

这 里 公式 (4) 也 称 为 链 式 法 则 . 

注意 ”如果 只 是 求 复 合 函 数 f(gp(s,t),y(s,t)) 关 于 s 或 t 的 偏 导数 , 则 定 
理 17.5 中 z= p(s,it) 和 y=y(s,t) 只 须 具 有 关于 ;或 t 的 偏 导 数 就 够 了 .因为 
以 As 或 At 除 (7) 式 两 边 , 然 后 让 As 一 0 或 At 一 0, 也 能 得 到 相应 的 结果 .但 是 
对 外 函数 『 的 可 微 性 假设 是 不 能 省 略 的 ,否则 上 述 复 合 隧 数 求 导 公 式 不 一 定 成 
立 . 如 函数 


2 
3, r+y 0, 
f(r,sy) 三 47 +y 
| 0 ， r+y =0. 
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由 》1 习题 6 知 f.(0,0)= 所 (0,0)=0, 但 f(z,y) 在 (0,0) 不 可 微 . 阁 以 f(z,y) 
为 外 函数 ,x =t,y=t 为 内 函数 , 则 得 以 z 为 自 变 量 的 复合 函数 


= = F(t)= tt) = 也， 


所 以 拼 = 才 .这 时 若 用 链 式 法 则 ,将 得 出 错误 结果 : 
dz dz QZ 
dz (0,0) dt l=0 9y 

-0.:1+0:.:1=0. 

这 个 例子 说 明 在 使 用 复合 函数 求 导 公式 时 ,必须 注意 外 函数 f 可 微 这 一 重要 条 

件 . 

一 般 地 , 石 Fa ) 在 点 (wu1 ,Unm) 可 微 ,w = gi(z1,*… ,Tn)(k=1， 

2,-…,m), 在 点 (x1，…,X,) 具 有 关于 zi(i=1,2,…,n) 的 偏 导 数 , 则 复合 消 数 

FUgI(Cz1 Zr) 82 TI, Tn) Bm(T1s ,Tn)) 

关于 自 变 量 zx; 的 偶 寻 数 是 

9f — > 9Ff du (2 — 1,2,.…,n ). 


gz; =1 ou, 9 x; 


dy 
(0,0) dt 


dz 
t=0 dz 


t=0 


多 元 函数 的 复合 函数 求 导 一 般 比 较 复杂 ,读者 必须 特别 注意 复合 郴 煞 中 时 
些 是 自 变 量 ,哪些 是 中 间 变 量 . 只 有 这 样 才能 正确 使 用 链 式 法 则 《4) 求 出 络 采 . 


2 
例 1 设 z=ln(wu*++v), 而 w=e*Y ,VU 三 Xx“ 十 y, 求 


9z gz 
gz gy 
解 ” 所 讨论 的 复合 函数 以 zx,y 为 自 变量 ,x ,zw 为 中 间 变 量 .由 于 
gz Du dz 1 


si Om 


9u w+v’ov0 U< 十 必 


rty dv 


2 9 
d 并 十 了 du - 2we :本 了 = 2z ,ay = |， 


加 1 
U ++v WU* 十 


例 2 设 w= za(z,y) 可 微 ,在 极 坐标 变换 X=roos 0,y=7sin 0 下 ,证 明 


(4uyer!y + 1). D 


Ta - .Ai 有 有 和 1 


- 站 中 的 人 HiPER 
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(9 + 去 ( 唉 ) = (总 ) (号 ) 
证 zw 可 以 看 作 x ,60 的 复合 区 数 = u(roos Sn 0), 因 此 


5& Gu 92 + 9& SY - ucos g + usin 0, 
or 9x or dy Dr or Oy 


du gudr ,dudy Au 


. ou 
一 ~ 二 -一 -一 一 一 一 (一 十 一 一 。 .8. 
ol or gb dy a0 az rsin 0) ay rr*cosdt 


+ 二 (路 ) 


au au a) 
一 (有 E09+ aysm 0 ] 十 


au 2 1au 
的 ( 吕 ) 
例 3 设 x=zxwo+sinz, 其 中 w=e ,v=cosz, 求 旦 ， 


解 这 里 把 u,v,t 看 作 中 间 变 量 ,复合 后 仅 是 自 变量 : 的 一 元 函数 .于 是 
dz dz du ,9zdv ,dz dt 


i 


一 十 而 
dt du dt aw di: of dt 


=~wver+u(— sint)+cost 


于 是 


|| 


=~e'(cost - sin 1) + cost. | 
注意 ， 上 面 第 一 个 等 式 中 ,左边 的 笠 是 作为 一 元 函数 的 复合 函数 对 * 求 导 


数 ,右边 最 后 一 项 里 的 3z 是 外 函数 (作为 u,v,t 的 三 元 函数 ) 对 上 求 偏 导 ,二 者 
所 用 符号 各 自 有 别 . 

例 4 用 多 元 复合 微分 法 计算 下 列 一 元 函数 的 导数 : 

(1) y=77; (2) y= (1+ nz 


sin zr+cosc 


解 (1) 令 y=wu”,u=xX,v 二 xX, 则 有 


-一 一。 二 Un 
dz Vu dz Yt dz UU 
~ i+rihnr= x (1l+ln Zz). 
(2) 令 y= ,uw=sin z+cos x,v0=1+X ,w=In 工 , 则 有 


dy 9y du ,9ydv, 9 dw 
dr adrz gdvdr gr dz 


vl 


i 渤 


一 一 th Fr rt i "7 "i de rb 由 
二 or 
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= eal (sin TX 十 COS z)[2zh 万 十 | +) 
— (cos Tt — sin x)(1 + x )In zx]. 口 
由 此 可 见 , 以 前 用 “对 数 求 性 法 " 求 一 元 函数 的 导数 问题 ,如 今 也 可 用 多 元 复合 函 
数 链 式 法 则 来 计算 . 
二 复合 函数 的 全 微分 
若 以 z 和 yy 为 自 变 量 的 函数 z= f(z,y) 可 微 , 则 其 全 微分 为 
dz = dz + Fdy (11) 


如 果 xz,y 作为 中 间 变 量 又 是 自 变量 s ,zt 的 可 微 晴 数 
T= op(s,t), y= p(s,t), 
则 由 定理 17.5 知道 ,复合 函数 z= f(w(s,t),y(s,i)) 是 可 微 的 ,其 全 微分 为 


Hz OT dz > | 
-| 人 + 一 一 jds+ |[ 汪 守 + 一 一 
(2 ds dy ds ja (= ot dy ot d 


_9z/9zx 9 并 < dy 
= 守 (Fds + dt )+ (Fds + Fd) (12) 
由 于 zx,y 又 是 (s,z) 的 可 微 函 数 , 因 此 同时 有 
_ gx 并 _ 9y 9y 
dz = 了 ds 二 gr dt ， dy = je ds 十 3rd (13) 


将 (13) 式 代入 (12) 式 ,得 到 与 (11) 式 完全 相同 的 结果 . 这 就 是 关于 多 元 项 数 的 一 


阶 ( 全 ) 微 分 形式 不 变性 . 
必须 指出 ,在 (11) 式 中 当 z,y 作为 自 变量 时 ,dz 和 dy 各 自 独 立 取 值 ; 当 
zx,y 作为 中 间 变 量 时 ,dz 和 dy 如 (13) 式 所 示 , 它 们 的 值 由 s,z ,ds ,dt 所 确定 ， 
利用 微分 形式 不 变性 ,能 更 有 条 理 地 计算 复杂 函数 的 全 微分 . 


例 5 设 z=evsin(z+y), 利 用 微分 形式 不 变性 求 dz, 并 由 此 导出 宅 与 


dz 
dy 
解 今 z=esin v,U 二 XYy,v 三 工 +y. 由 于 
dz = zdu + zdv = esin vdu + ecos vdv, 
du = ydz + xdy, 
dv = dz + dy, 
因此 


dz =exsin v(ydzx + xdy) + e*cos v(dz + dy) 
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=ed| ysin( xX + y) +cos(z +y)]dz 
+ ew|[zrsin(x + y) + cos(xz + y) ldy, 


并 由 此 得 到 
之 x 二 eS| ysin(x + y) 十 cos( 十 y)]， 
zy = ezy[zsin(z + y) + cos(z + y)]. I 
习 题 


1. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导 数 或 导数 : 
(1) 设 z=arctan(xy),y=e*, 求 些 ，; 


2 2 
bE , 求 二 ,一 ，; 
TY gz dy 


(2) 设 z= 


(3) 设 z=z?+ zy+,z= 扩 y=， 求 尝 ; 
、 QO 过 
(4) 设 z=.x In YT yu 2 了 ,了 
、 du oo 
(5) 设 w=f(z+y,zy), 求 5,9y 
,fT 之 | 求 2 ou ou 
(6) 设 w=/( 王 ,学 )， dx'dy’ dz 
,其 中 了 为 可 微 郴 数 , 验 证 
1dz lo 2z 
Tor yo9y yy 
3. 设 >=sin y+ f(sin z-sin y), 其 中 f 为 可 微 函 数 ,证 明 . 


y 
2. 设 > Kr) 


az 9z 
ar™—* dy 


4. 设 f(z,y) 可 微 ,证 明 ; 在 坐标 旋转 变换 
T= uos 0 - vsin0,y= usingd+ vcosd 
之 下 ,(/.)?+(f,)? 是 一 个 形式 不 变量 . 即 若 
g(u,v) = fl(ucos 0 — vsin 0,usin G+ vcos 9 ) ， 
则 必 有 ( 户 关 + (万 关 = (ge 六 +(8go) 其 中 旋转 角 0 是 常数 )， 
5. 设 f(z) 是 可 微 函 数 ,F(zx,t)= f(z+2t)+ f(37z 一 27). 试 求 ; 
F,(0,0) 与 F.(0,0). 


sec y= 1]. 


6. 若 函 数 x = F(z,y,z) 满 足 恒等式 F(tzr,ty,tz)= F(z,y,z)(k>0), 则 称 F(z,y， 
=) 为 天 次 齐 次 函数 . 试 证 下 述 关于 齐 次 函数 的 欧 拉 定 理 : 可 徽 函数 F(x,y,z) 为 上 次 齐 次 函 


数 的 充 要 条 件 是 : 
Th (zyy，Zz) 十 FLCzyy，z) 十 zF (zyyz) 一 kF (rx,Yy,z). 
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2 
并 证 明 :z= = 一 一 -一 - 23 
/i zy 为 2 次 齐 次 函数 
7. 设 FLz,yyz) 具 有 性 质 f(tx， ty,t"z)= f(x,y,z)(t >0), 证 明 ， 
(Dflzsy,2)= 2 (1 2 , ); 
(2) rf.(x ,yz) + kyf (zx,y, z)+ mzf. (zr,y,2)=nf(rx,y,z). 
8. 设 由 行列 式 表示 的 函数 


ai(t) 1 ain(t) 
D(#) = : ， 
ani(t) “am(t) 
其 中 a; (2)(i,j = 1,2,… ,7 ) 的 导数 都 存在 ,证 明 


Qi) “"° a1n(t) 


dD YY ab) eal) | 
Qi) 机 am(t) 
$3 方向 导数 与 梯度 


在 许多 问题 中 ,不 仅 要 知道 函数 在 坐标 轴 方 向 上 的 变化 率 ( 即 偶 导 数 尹 而且 
还 要 设法 求 得 函数 在 其 他 特定 方向 上 的 变化 率 . 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 方 同 了 守 
数 . 
定义 1 设 三 元 函数 f 在 点 Po(zo,yo,zo) 的 某 邻 域 U(Po)CR 内 有 定 
义 了 为 从 点 Po 出 发 的 射线 ,P(z,y,z) 为 上 上 且 含 于 U(CPo) 内 的 任 一 点 ,以 6 
表示 了 与 Po 两 点 间 的 距离 . 右 极 限 
kim f(P)-— A - _ Ai 
| 0 0 
存在 , 则 称 此 极限 为 消 数 他 在 点 Po 沿 方 向 7 的 方向 导数 ， 记 作 


2 | ,HKCPo) 或 万 (zovyovzo)， 
上 0 


容易 看 到 , 若 f 在 点 Po 存在 关于 z 的 偏 导数 , 则 上 在 点 Po 沿 z 轴 正 同 的 
方 同 导数 恰 为 


of| _ of 

| Pp es P 
当 1 的 方向 为 x 轴 的 负 方 向 时 , 则 有 

2 of 

dl FP gz P 


四 i 二 .Pp i Pr nm 性 
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沿 任 一 方向 的 方向 导数 与 偏 导数 的 关系 由 下 述 定理 给 出 . 
定理 17.6 若 函 数 f 在 点 Po(xo, vo;z0) 可 微 , 则 了 在 点 Po 处 沿 任 一 方 同 
! 的 方向 导数 都 存在 , 且 
fi(Po) = f.(Po)cos a + fy(Po)cos 86+ 太 (Po)cos 7, (1) 
其 中 cos a ,cos B,cos 7 为 方向 [的 方向 余弦 . 
证 设 P(z,y,z) 为 1 上 任 一 点 ,于 是 ( 见 图 
17—5) 
tr- 7x0= Ax = pcosa, 
y -~ 0 = Ay = poos p, (2) 
z— zo = Az = pcos 7. 
由 假设 f 在 点 Po 可 微 , 则 有 
f(P)-— f(Po) =f.(PoO)Az + fy(Po)Ay + 17—5 
f.(Po)Az + ol(p). 
上 式 左 、 右 两 边缘 除 以 p ,并 根据 (2) 式 可 得 


fP) -FP) Gp) hE pp) + Po) E+ 
人 O 0 0 


~ f,(Po)cos a + fs(Po)oos B+ f.(Po)cos y + ep. 


因为 当 o>0 时 ,上 式 右边 末 项 人 一 0, 于 是 左边 极限 存在 且 有 


fi(Po) = lim f(P) -A 


= f,(Po)cos a + f,(Po)eos B+ fe(Po)eos Y. ] 
对 于 二 元 函数 f(z ,y) 来 说 ,相应 于 (1) 的 结 末 是 
fi(Po) = f(xo,y0)cos at 万 (zoyyojoos bp, 

其 中 a ,8 是 平面 向 量 1 的 方向 角 . 

例 1 设 f(x,y,z)=7x +y + z*, 求 ff 在 点 Po(1,1,1) 沿 方 问 1:.(2,—2, 
1) 的 方向 导数 . 

解 ” 易 见 f 在 点 Po 可 微 . 故 由 户 (Po) =1, 户 (Po) =2, 户 (Po)=3 及 方 问 | 
的 方向 余弦 


2 -2 
VEA+(-2)2+2 > 
ap-= -一 一 一 -= 二， 
2+(-27 + 
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V2+(-272+T 3 
可 按 公式 (1) 求 得 了 沿 方向 1 的 方向 导数 为 
JPo) = 1. 子 +2(- 本 |j+3 :村 = 全 [1 
例 2 设 
f(x ) = 当 0<y<z, 一 co<z<+oco 时 ， 
;yy 0， 其 余部 分 ， 


如 图 16 一 7 所 示 . 这 个 函数 在 原点 不 连续 (当然 也 不 可 微 ) ,但 在 始 于 原点 的 任何 
射线 上 ,都 存在 包含 原点 的 充分 小 的 一 段 , 在 这 一 段 上 f 的 函数 值 恒 为 零 .于 是 
由 方向 导数 定义 ,在 原点 处 沿 任 何方 向 1 都 有 


9af 
= 0. 门 
9l | (0,0) 


这 个 例子 说 明 :;(i) 函 数 在 一 点 可 微 是 方向 导数 存在 的 充分 条 件 而 不 是 必要 
条 件 ; (ii) 函 数 在 一 点 连续 同样 不 是 方向 导数 存在 的 必要 条 件 , 当然 也 不 是 充分 
条 件 (对 此 读者 容易 举 出 反例 ). 

定义 2 若 f(x,y,z) 在 点 Po(zo,y0， 。) 存 在 对 所 有 自 变 量 的 偏 导数 , 则 
称 向 量 (f.(Po),f,(Po),f.(Po)) 为 函数 f 在 点 Po 的 梯度 , 记 作 中 

grad f = (fs(Po), fs( Po), fo (Po0)). 
向 量 grad 了 的 长 度 ( 或 模 ) 为 


lgrad f| =V f.(Po) + fy(Po) + f.(Po). 
在 定理 17.6 的 条 件 下 , 若 记 1 方向 上 的 单位 向 量 为 
lo = (cos a ,cos B,cos Yy ). 
于 是 方向 导数 公式 又 可 写成 
fi(Po) = grad F(Po) lo = | grad f(Po)|cos 6 

这 里 9 是 梯度 向 量 grad f(Po) 与 lo 的 夹 角 .因此 当 9=0 时 ,fi(Po) 取 得 最 大 值 
grad f(Po)|. 这 就 是 说 , 当 f 在 Po 可 微 时 ,fF 在 Po 的 梯度 方向 是 f 的 值 增长 
最 快 的 方向 , 且 沿 这 一 方向 的 变化 率 就 是 梯度 的 模 ;而 当 1 与 梯度 向 量 反 方向 
(9=r) 时 ,方向 导数 取得 最 小 值 - |grad f(Po)|. 

例 3 设 F(z,y,z)=z2+ye3, 求 了 在 点 Po(2,-] 巧 处 的 梯度 及 它 的 


解 由 于 ff.(Po)=1,f(Po)= 一 3,f.(Po)= -3, 有 所 以 


”grad 是 英文 gradient( 梯 度 ) 一 词 的 编写 . 
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grad f(Po) = (1, — 3, -3)， 


| grad f(Po)| =vV E+ (3)+(-3) = VI. 品 
习 是 


1. 求 函 数 w= ry + zyz 在 点 (1,1,2) 处 沿 方向 1( 其 方向 角 分 别 为 60" ,45" ,60 ) 的 
方向 导数 ， 

2. 求 函 数 x= ze 在 点 A(5,1,2) 处 沿 到 点 B(9,4,14) 的 方向 A 六 上 的 方向 导数 . 

3,. 求 聘 数 妈 = x +2y 二 3z2+xy-4r+2y 一 4z 在 点 A = (0,0,0) 及 点 B= 


(5, -3, 记 ) 处 的 梯度 以 及 它们 的 模 


4. 设 函 数 4=In( 二) ,其 中 ,r=V(z-aJ7+(y-65 有 +(z-c 六 , 求 u 的 梯度 ;并 指出 
在 空间 哪些 点 上 成 立 等 式 |grad x | =1. 


5 设 函数 ,一生 - 瑟 -与 ， 求 它 在 点 (a ,6,c) 的 梯度 
6. 证 明 

(1) grad(x+c)=grad wu (c 为 常数 ) 

(2) grad(au + 色 )=agrad x+Bgrad v (a,B 为 常数 ); 
(3) grad( uv ) = ugrad v + vgrad wu; 

(4) gradf(u)= f (u)grad u. 

1, 设 ->=w r+ + x?, 试 求 ， 


(1) grad r (2) grad 一 ， 


8. 设 = 工 :+ yy 十 zx 一 3xy ,试问 在 怎样 的 点 集 上 grad xz 分 别 满足 :(1) 垂 直 于 x 轴 ; 
(2) 平 行 于 过 轴 ;(3) 恒 为 零 门 量 . 

9. 设 f(r,y) 可 微 ,1 是 R* 上 的 一 个 确定 向 量 . 倘若 处 处 有 (x,y) 寺 0, 试问 此 轴 数 f 
有 何 特征 ? 

10. 设 Fiz,y) 可 微 汪 与 是 了 上 一 组 线性 无 关 向 量 . 试 证 明 : 老 fi (x,y) 志 0(i=1， 
2), 则 A(z,y) 三 常数 . 
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一 ”高 阶 偏 导 数 

由 于 z= f(x,y) 的 偏 导 函 数 f(x,y),f,(z,y) 仍 然 是 自 变 量 工 与 y 的 也 
数 ,如 果 它 们 关于 z 与 y 的 偏 导 数 也 存在 , 则 说 函数 f 具有 二 阶 偏 导数 ,二 元 盟 
数 的 二 阶 偏 导 数 有 如 下 四 种 情形 : 
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A 2 = frr(r,y), 


亲 gz 
DZ- 


(2 )= 元 入 = 方 (zy)， 
艺 (经 )= Fz 六 (zy)， 


类 似 地 可 定义 更 高 阶 的 偏 导数 ,z= zyy) 的 三 阶 偶 导 数 共 有 八 种 情形 ， 
如 


例 1 求 函数 ==e 2 的 所 有 二 阶 偏 导数 和 
解 ” 由 于 了 薄 数 的 一 阶 偏 导 数 是 


9 之 — C+2y dz 一 TeZT+223 
3 。 


> 
9 yadr” 


因此 有 


d 
_ 一 (ez+2y ) — ex12y, 


< ) 于 (2ez+2> ) = 2ez+2y; 


一 (Fer+2y) — 4ez+27 
9y 


> 
3 2 
和 as = 污 | 9 之 )= (2e"') _ Dezr+2y 站 


pe 一 yy qz i 以 一 
~ 一 = ,所 以 二 阶 但 寻 数 为 
Bz 31 一》 上 ZY 
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9“ v -了 一 y j= 2 一 图 
9r9y gdy\z’+wy’ (z2 + 内)2 7 
9“z -| 并 )=- XT’—y 
9yar 97\x + (xz2 + 办 )2 
zz _39/ zx \_ 一 2zy 
oy 区 十 3)= (< 十 人 | 


注意 从 上 面 两 个 例子 看 到 ,这 些 函 数 关 于 x 和 y 的 不 同 顺序 的 两 个 二 阶 
偏 导数 都 相等 (这 种 既 有 关于 z 又 有 关于 y 的 高 阶 偶 导 数 称 为 混合 偏 导数 ) , 即 
Oz gz 
azgy Oyax 
但 这 个 结论 并 不 对 任何 苯 数 都 成 立 ,例如 函数 


2 2 
之 > 2 2 
f( -人 ry 
之 9 yy/ 一 + y 


0 ， xX“ 十 y* = 0, 
它 的 一 阶 仿 导数 为 
y(z4+4ry —y) ， ， 
» 十 y 天 0， 
f(x,y) = | (x + vy )’ 
0 ， xX’*+y = 0, 


(z+ y*)’ | 

0 ， x +y = 0. 

进而 求 f 在 (0,0) 处 关于 zx 和 y 的 两 个 不 同 顺序 的 混合 偶 寻 数 ,得 
广 (0,Ay) 一 产 (00) _ ， 二 Ay _ 


4_ 422 4 
f(z,y) -1 ,+ 
了 本 


fy(0,0) 一 lm Ay Ay so Ay 一 上， 
, f(Ax ,0 ) i f,(0,0) i 和 并 


由 此 看 到 ,这 里 的 f(xz,y) 在 原点 处 的 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 与 求 导 顺序 有 关 . 孝 
么 ,在 什么 条 件 下 混合 偏 导 数 与 求 导 顺序 无 关 呢 ?为 此 ,我 们 按 定义 先 把 
f(x0;Y0) 与 f(zo,yo) 表 示 成 极限 形式 .由 于 
.0 f(z+Ar,y)— f(z,y) 
f(r,y) lim Arx 3 
因此 有 


fi (Xo0, Yo 十 Ay) f. (x0, y0) 


fr x0, y0) 一 lm Ay 


i 7 te te Ee rete de te trie ee 由 .hm | 
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Ar— 人 0 


| | f(zo + Az, yo + Ay)— f(xo, yo + Ay) 
ET 


| f(zo +Ar,yo) - azooo | 
Az 


_ | | frotAr,yotAy)— f(royo+Ay)- flxo+ Ar,yo) + f(zxo,yo) 
Ay*0 Ar—0 AzAy . 
(1) 
类 似 地 有 
fr x0, y0) 
_ 1 fzotAr,yotAy)- f(zo+ Az,y0)— foxo,yo+ Ay)+ f(xo, yo) 
Ar*0 Ay*0 ArAy 


(2) 
为 使 f(xzo,y0) = 请 (zo,yo) 成 立 ,必须 使 (1),(2) 这 两 个 累 次 极限 相等 , 即 可 
以 交换 累 次 极限 的 极限 次 序 . 下 述 定理 给 出 了 使 极限 (1),(2) 相 等 的 一 个 充分 
条 件 . 
定理 17.7 若 f,,(z,y) 和 f(z,y) 都 在 点 (zo,yo) 连 续 , 则 
f(xo0,y0) = frr (xo, yo0). (3) 
证 令 
F(Az,Ay) = f(zxo + Ax,yo + Ay) — f(zo + Ax,y0) 一 
f(zxo, yo + Ay) + f(xo, y0), 
p(T) = f(z,yot+ Ay) — f(x ,yo0). 
于 是 有 
F(Azx,Ay) = p(xo + Ar) - p(xo0). (4) 
由 于 函数 存在 关于 z 的 偏 导 数 ,所 以 函数 p 可 导 . 应 用 一 元 函数 的 中 值 定 理 ， 
有 
p(z0+Ar)-9(zo) = 9 (zo+ OAr)Ar 
= [f(xot+ Ar,yo +Ay)— f(zot+ OAr,y)JAr (0< 0 < 1). 
又 由 f. 存在 关于 y 的 偏 导 数 , 故 对 以 y 为 自 变 量 的 函数 户 (zo+OAz,y) 应 用 
一 元 函数 中 值 定 理 ,又 使 上 式 化 为 
p(xzo + Ar)— g(x0) = fiy(xo + OAzr, yot+ O02Ay)ATAyY 
(0 < 0,0 < 1). 
由 (4) 则 有 
F(Azr,AMy) = fiy(xo + O01Ax, yo + GAy)AxAYy 
(0<0,0 <1). (5) 


EE rp 2 op br i ”人 
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如 果 令 p(y) = f(zo + Azx,y) — f(xo,y), 
则 有 
F(Az,Ay) = y(yo + Ay) ~ p(y0). 

用 前 面相 同 的 方法 ,又 可 得 到 
F(Ax,Ay) = fr (xo + OAzx, yo + OAy)ArAy 
(0 < 0;,0, < 1). (6) 
当 Ax ,Ay 不 为 零 时 ,由 (5)、(6) 两 式 得 到 
f(xo + OAx, yo + O02Ay) = fr\xo + 03Ax ,yo + OAy) 
(0 < 01,0,,03,04 < 1). (7) 
由 定理 假设 太 (z,y) 杜 fz(X,y) 在 点 (xo, 0) 连 续 , 故 当 AZz 一 0,Ay 一 0 时 ， 
(7) 式 两 边 极 限 都 存在 而 且 相 等 ,这 就 得 到 所 要 证 明 的 (3) 式 . 0 
这 个 定理 的 结论 对 n 元 函数 的 混合 偏 导数 也 成 立 . 如 三 元 因数 w= f(z， 
y,z), 若 下 述 六 个 三 阶 混合 偏 导 数 ” 
fw Ty YZ), fer (Ty, 2), frry( X,Y ,2), 
fy (TY TZ), fe (TY, 2), fo (TY, z) 
在 某 一 点 都 连续 , 则 在 这 一 点 六 个 混合 偏 导数 都 相等 ;同样 ,大 二 元 肾 数 z= 
f(z,y) 在 点 (zx,y) 存 在 直到 n 阶 的 连续 混合 偏 导 数 , 则 在 这 一 点 m (二 7) 阶 沁 
合 偏 导数 都 与 顺序 无 关 . 
今后 除 特别 指出 外 ,都 假设 相应 阶 数 的 混合 偏 导 数 连 续 , 从 而 混合 偏 叶 数 与 
求 导 有 顺序 无 关 . 
下 面 讨 论 复合 函数 的 高 阶 偏 导 数 . 设 z 是 通过 中 间 变 量 z,y 而 成 为 *,z 的 
男 数 , 印 
z= f(x,y), 
其 中 工 = p(s,t) ,y= 二 J(s,t). 若 函数 f,p,Y 都 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 则 作为 
复合 函数 的 z 对 s,t 同样 存在 二 阶 连 续 偏 导数 .具体 计算 如 下 : 
9z _ 9z9x 2z92 


一 一 一 一 一 十 4 
9s Ax qs Oy ds 
9z _ 9z 99x 9Zz22 
of 9zro dy9r 


9z .9 入 9z dz dx 9z dy 
显然 了 与 弛 仍 是 s,t 的 复合 函数 ,其 中 zz, 是 并 的 函数 ,地 ,5 ,3 了， 


之 是 5，1 的 函数 .继续 求 z 关于 s,t 的 二 阶 偏 导数 


5 - 寺 ( 站 ) 生 3 庆 人 人 


ay2 9s\9zr)as dr gs\9s 


er rt .mE ip ot 和 HH LE 
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9 {zy ,2.93 {9 
1 2 


(2 je 
D72< 95 9zdgy 9s /ds QT 9 


| az 2 a ?z Fy 


9yd 工 gs Oy” ds As 9y 94 
02 rs (9) az 9z 9z 
9r gs gay 9s Di 
2 (22) az .Pr | ILOy 
Qay’ ds 9xX 9s° dy Qs 
同 理 可 得 
02z -2 9-z az 9Y 
3t2 9x’\9t 3zayv at 9t 


世人 az Pr ,9z 22 
gx ar’ ay 372， 


Oz dz Ox OX gz [至 人 2 5 | 


二 一 一 一 十 
9s9t dx:9s 9t droay\9s dt ot 9s 


9"z3y3y az Pr ,az 2 
9 y’ Qs ot dx dsoat dy 9soat 


0r9s 


D2 O° 


. 一 迷 1 二 志 迄 
例 3 设 z=f(z, 王 )， JL do 
解 这 里 z 是 以 zx 和 y 为 自 变 量 的 复合 函数 , 它 也 可 改写 成 如 下 形式 : 


z= = f(uv) d= rv = 
由 复合 项 数 求 导 公 式 有 
az _ 9f 9u ,9f av _ 9f ,1 9f 
0z 9u ox v9T Ou yu 


注意 ， 这 里 了 辽 仍 是 以 w， ,为 中 间 变量 x,y 为 自 变 量 的 复合 函数 .所 以 


pe 2 (5 1 
—— 一 一 一 -一 十 -一 一 
dr 97x\9u y gv 

Pfau, Ff 30 ,1 ! (2 ef) 


gn2 dx dudv audv.9x dvdu gz dv’ 9 


| 


十 问 评 机 he et tri dh 
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Ou: YY 9udv y Do2 
zz 9 (of 1 27) 


azgay dy\du yy 9v 
Pfou, Pf oo 19f, 
du 9Yy Gudvdy vy 9v 
1 
y \9v9u 9y 9o 9y 
zf x9f 19 
办 Duo yov ‘yy gz 


二 ”中 值 定理 和 泰勒 公式 

二 元 函数 的 中 和 值 公 式 和 泰勒 公式 ,与 一 元 函数 的 拉 格 朗 日 公式 和 泰勒 公式 
相仿 ,对 于 n 元 函数 (n >>2) 也 有 同样 的 公式 ,只 是 形式 上 更 复 林 一 些 . 

在 叙述 有 关 定 理 之 前 , 先 介绍 凸 区 域 的 概念 ， 

若 区 域 D 上 任意 两 点 的 连 线 都 含 于 品 , 则 称 万 为 凸 区 域 ( 图 17 一 6). 这 就 
是 说 ,车 DD 为 凸 区 域 , 则 对 任意 两 点 Pi(ziyyi),Pz(zi,y)EDD 和 一 切 人 40< 
三 1), 恒 有 

P(xzi + A(x2 — ZX1),Yy1+ (yy — y1)) €E D. 


是 区 域 非 乌 区 域 


图 17-6 
定理 17.8( 中 值 定理 ) 设 二 元 函数 /在 凸 开 域 DCR- 上 连续 ,在 DD 的 所 
有 内 点 都 可 微 , 则 对 D 内 任意 两 点 P(a,b),Q(a+h,5+k)€int 万 ,存在 某 
5(0<0<1) ,使 得 
flat+h,b+k)— fla,b) 
= f(at+r,b+ 扫 )h+f(at 的 ,b+ 做)k. (8) 
证 令 
B(t) = f(a+ 专 ,b+ 雹 ). 
它 是 定义 在 [0,1] 上 的 一 元 函数 ,由 定理 中 的 条 件 知 B(i) 在 [0,1] 上 连续 ,在 
(0,1) 内 可 微 .于 是 根据 一 元 函数 中 值 定理 ,存在 0(0<0<1) 使 得 
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0(1) ~ $0) = $ (0). (9) 

由 复合 函数 的 求 导 法 则 
DB(0)= f.lat+M,b+ Rh+ f(at+M,b+ NR)R. (10) 
由 于 DD 为 凸 区 域 , 所 以 (a + 贫 ,b+ 人 锯 )ED, 故 由 (9),(10) 即 得 所 要 证 明 的 (8) 
式 . 吕 


注意 者 DD 是 用 凸 域 , 且 对 D 上 任意 两 点 Pi(zi,y1),P2(xo,y2) 及 任意 

(0<1<I) ,都 有 
Pl(zi + A(x2 一 X1) ,YI 十 A(y2 和 y1)) € int D, 

则 对 D 上 连续 ,int D 内 可 微 的 函数 六 ,只 要 P,QED, 也 存在 6€ (0,1) 使 (8) 
式 成 立 . 

例如 D 是 圆 域 {(zx,y)|(z 一 £8)+(y--y) 志 xr*|,f 在 D 上 连续 ,在 int DD 
内 可 微 , 则 必 有 (8) 式 成 立 .倘若 D 是 矩形 区 域 [a ,2 jx [c,dj」, 那 就 不 能 保证 对 
D 上 任意 两 点 P,Q 都 有 (8) 式 成 立 ( 为 什么 ?). 

公式 (8) 也 称 为 二 元 函数 (在 凸 域 上 ) 的 中 值 公式 . 它 与 定理 17.3 的 中 值 公 
式 (12) 相 比较 ,差别 在 于 这 里 的 中 值 点 (a + 碎 ,5+ 侯 ) 是 在 P,Q 的 连 线 上 ,而 
在 定理 17.3 中 9 与 9, 可 以 不 相等 . 

推论 ” 乔 明 数 7 在 区 肛 上 存在 侦 嫂 数 , 且 

fi = fy 二 0, 

则 了 在 区 域 D 上 为 常量 鹃 数 . 

请 读者 作为 练习 自行 证 明 ( 注 意 本 推论 与 $1 习题 16(2) 两 者 证 明 的 差别 ). 

定理 17.9( 泰 勒 定理 ) 若 函 数 /在 点 Po(zo,yo) 的 某 邻 域 U(Po) 内 有 直 
到 n++1 阶 的 连续 偏 导 数 , 则 对 U(Po) 内 任 一 点 (zo + 有 ,yo + 有 ), 和 存在 相应 的 
90€ (0,1) ,使 得 


f(xot+h,yo+k)-= f(zo, y0) 十 (元 k Fo f(zos%) + 


1/, 3 ,3 
(并 +4 2) f(z0sy0) + + 


9 dy 
21 (4 3 二 kj 7Czo syo) 十 


CT 元 + k ~ 5) f(zo+ 乓 ,yo + 所 ) (11) 
411) 称 六 天 二 数 耻 点 的 nn 站 表 灿 公式 其 中 
[到 + >) flzo y0) = DC 5 J f(xo, y0)hk™ 


证 与 定理 17.8 的 证 明 一 翌 . 作 函数 
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P(t1) = f(xo+ th,yot+ th). 
由 定理 的 假设 ,一 元 函数 BB(z ) 在 [0,1j] 上 满足 一 元 畏 数 泰勒 定理 条 件 , 于 是 有 
$B(1) = 8B(0)+ © + © 十 … 十 
nl! (n+1)! 
应 用 复合 函数 求 导 法 则 ,可 求 得 @B(z ) 的 各 阶 导数 : 
p00) = (hat ht 


(m = 1,2,°*…,n + 1). 


(OO<0<1). (12) 


当 上 =0 时 , 则 有 
(mr0 一 人 也 _ 
Bo)(0) = 人 儿 天 + 区 ) froy) (=122) (13) 
及 
60+0(0) = (4 六 th) f(ro+ ,yo + kk) (14) 
将 (13),(14) 式 代入 (12) 式 就 得 到 所 求 之 泰勒 公式 (11). 口 


易 见 ,中 值 公式 (8) 正 是 泰勒 公式 (11) 在 n =0 时 的 特殊 情形 . 
蕊 在 公式 (11) 中 只 要 求 余 项 R, =o0(p") (p=Vh+k), 则 仅 需 在 
U(P,) 内 存在 直到 n 阶 连续 偏 导 数 , 便 有 
f(xot+h,yot+k) 


n P 
= frowyo) + 交 +) fro %) + olp") (15) 


例 4 求 f(z,y)=x 在 点 (1,4) 的 泰勒 公式 (到 二 阶 为 止 ), 并 用 它 计算 
(1.08)…. 
解 ”由 于 xo=1,yo=4,n =2, 因 此 有 
flx,y) = ,fl(1,4)= 1, 
六 (zy) =y0 ,fi(1,4) = 4, 
f(x,y) = Tn r, fy(1,4) = 0， 
Pa(zy) =y(y - Dr ,fr(1,4) = 12, 
f(x,y) x2 1+ ye nzr,fwy(l,4)= 1. 
fir(x,y) = In r) ,fy(1,4) = 0. 


将 它们 代 人 泰勒 公式 (15), 妈 得 
w=1+4C(xr-1)+6y-1)+6(xr-1)+(r-1)(y-4)+o(p). 


车 略 去 余 项 ,并 让 z=1.08,y=3.96, 则 有 


i 骨 
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(1.08)%> 1+4x0.08+6x0.0&% -0.08x0.04 = 1.3552. D0 
与 $1 例 7 的 结果 相 比 较 ,这 是 更 接近 于 真 值 (1.3S6 307…) 的 近似 值 . 因为 
微分 近似 式 相 当 于 现在 的 一 阶 泰勒 公开 . 
三 ” 极 值 问题 
多 元 消 数 的 极 值 问题 是 多 元 函数 微分 学 的 重要 应 用 ,这 里 仍 以 二 元 肾 数 为 
例 进行 讨论 . 
定义 ” 设 函 数 f 在 点 Pu(zo,yo) 的 某 邻 域 U(Po) 内 有 定义 .车 对 于 任何 点 
P(xz,y)EU(Po0), 成 立 不 等 式 
f(P) 过 fl(Po) (或 扩 P) 之 APo))， 
则 称 函 数 f 在 点 Po 取得 极 大 (或 极 小 ) 值 ,点 Po 称 为 f 的 极 大 (或 极 小 ) 值 点 . 
极 大 值 极 小 值 统称 极 值 . 极 大 值 点 . 极 小 值 点 统称 极 值 态 . 
注意 :这 里 所 讨论 的 极 值 点 只 限于 定义 域 的 内 扣 . 
例 5 设 f(r,y)=2zx +y ,g(x,y)=Y 1-x 一 y ,h(x,y)= xy. 由 定 
义 直接 知道 ,坐标 原点 (0,0) 是 的 极 小 值 点 ,是 g 的 极 大 值 点 ,但 不 是 h 的 极 
值 点 .这 是 因为 对 任何 点 (z,y), 便 有 f(x,y) 之 f(0,0)=0; 对 任何 (zx,y)€ 
|(z,y)|lzx?+ 二 1), 恒 有 g(xz,y) 生 g(0,0)=1; 而 对 于 函数 ,在 原点 的 任意 
小 邻 域内 , 既 含 有 使 R(z,y)>0 的 工 焉 象限 中 的 点 ,又 含有 使 ARCz,y)<0 的 
[ .象限 中 的 点 ,所 以 h(0,0) =0 既 不 是 极 大 值 又 不 是 极 小 值 . 0 
由 定义 可 见 , 若 了 在 点 (xo, yo) 取 得 极 值 , 则 当 圈定 y = yo 时 ,一 元 函数 
f( 工 ; yo) 必定 在 z= zo 取 相 同 的 极 值 . 同 理 ,一 元 隐 数 f(xo,y) 在 y= yo 也 取 
相同 的 极 值 .于 是 得 到 二 元 函数 取 极 值 的 必要 条 件 如 下 : 
定理 17.10( 极 值 必要 条 件 ) 若 函 数 f 在 点 Po(zo,y) 存 在 偏 导数 , 且 在 
Po 取得 极 值 , 则 有 
fi(zo,yo) = 0,f,(xo,y0) = 0. (16) 
反之 , 若 函 数 f 在 点 P, 满足 (16), 则 称 点 Po 为 了 的 稳定 点 .定理 17.10 指 
出 :车 f 存在 偏 导数 , 则 其 极 值 点 必 是 稳定 挟 . 但 稳定 点 并 不 都 是 极 值 点 ,如 例 5 
中 的 函数 ,原点 为 其 稳定 点 ,但 它 在 原点 并 不 取得 极 值 . 
与 一 元 函数 的 情形 相同 ,函数 在 偏 导 数 不 存 在 的 点 上 也 有 可 能 取得 极 值 . 例 


如 f(x,y)=Y x 十 在 原点 没有 偏 导 数 , 但 了 (0,0)=0 是 了 的 极 小 值 ， 
为 了 讨论 二 元 函数 f 在 点 Po( zo, wo) 取得 极 值 的 充分 条 件 ， 我 们 假定 f 具 
有 二 阶 连续 偏 导数 ,并 记 


Hr(Po) = Fp, f, (Po) fe fy p, 
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它 称 为 f 在 Po 的 黑 赛 (Hesse) 和 矩阵 中 
定理 17.11( 极 值 充 分 条 件 ) ” 设 二 元 函数 f 在 点 Po(xzo, wy) 的 某 邻 域 
U(Po) 内 具有 二 阶 连续 偏 导 数 , 且 Po 是 f 的 稳定 点 . 则 当 Hy(Po) 是 正定 矩阵 
时 ,了 在 Po 取得 极 小 值 ; 当 Hj(Po) 是 负 定 矩阵 时 ,了 在 Po 取得 极 大 值 ; 当 
于 (Pu) 是 不 定 乍 阵 时 ,让 在 P 不 取 极 值 
证 由 了 在 Po 的 二 阶 泰 勒 公 式 ,并 注意 到 条 件 f.(Po)= 廊 CPo)=0, 有 
f(r,y) — f(xo, yo) 


二 (Az,Ay)H/(Po)(Ar, Ay)T + 0(Ax” 十 Ay’). 


由 于 Hy(Po) 正 定 , 所 以 对 任何 (Axr,Ay) 隆 (0,0), 恒 使 二 次 型 Q(Az,Ay)= 
(Azr ,Ay)Hy(Po)(Axz,Ay)'>0. 因 此 存在 一 个 与 Az,Ay 无 关 的 正 数 g%, 使 得 
Q(Ar,Ay) 守 2g(Axr’+ Ay’). 

从 而 对 于 充分 小 的 U(Po0), 只 要 (xz,y)EU(Po) 束 有 
f(z,y) -Crzoyyo) 之 g(Az- 十 Ay) 二 o(Axr” + Ay’) 
= (Ar + Ay’)(g + 0(1)) 守 0, 
即 了 在 点 (xo, Yo) 取得 极 小 值 . 
同 理 可 证 本 /( Po) 为 负 定 矩阵 时 ,f 在 Po 取得 极 大 值 ， 
最 后 , 当 Hj( Po) 不 定时 ,了 f 在 Po 不 取 极 值 .这 是 因为 倘 大 了 上 取 极 值 ( 例 如 取 
极 大 值 ), 则 沿 任 何 过 Po 的 直线 = 20 十 zzAzyy 三 y0 十 tAy, f(z 了) = f(xo 十 
iAz ,yo+tiAy)=2(t) 在 上 =0 亦 取 极 大 值 .由 一 元 函数 取 极 值 的 充分 条 件 ， 
9p (0)>0 是 不 可 能 的 (否则 p 在 t=0 将 取 极 小 值 ), 故 pg (0) 二 0. 而 
0O (1) = fAr + fyAy, 
pt) = 六 Az +2f ArAy + fyAy’, 
9 (0) = (Az,Ay)H/(Po)(Ax,Ay) . 
这 表明 Hy( 了 Po) 必须 是 负 半 定 的 . 同 理 ,倘若 f 取 极 小 值 , 则 将 导致 Hy(Po) 必 须 
是 正 半 定 的 .也 就 是 说 , 当 f 在 Po 取得 极 值 时 ,Hy(Po) 必 须 是 正 半 年 或 负 半 定 
矩阵 ,但 这 与 假设 相 予 盾 . 图 
根据 正 半 定 或 负 半 定 对 称 阵 所 属 主 子 行列 式 的 符号 规则 ,定理 17.11 又 可 
写成 如 下 比较 实用 的 形式 : 


四 关于 黑 赛 矩 阵 的 一 般 形式 ,将 在 第 二 十 三 章 里 介绍 ， 
@ 因为 Q(Azr,Ay)/Az2+Ay)=(ayv)ErCPoa po) = PB(u,v), 其 中 
u = AzlvV Ar*+Ay, v= Ay/v Azz 十 Ay’. 
显然 . @6(w v) 是 (zx ,o) 的 连续 函数 .由 于 u?+v?=1, 因 此 加 在 单位 圆 w?+w?=1 上 必 有 最 小 值 2 之 0. 
又 因 (w,v) 关 (0,0), 故 g>0. 
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若 天 数 f 如 定理 17.11 所 设 . Po 是 f 的 稳定 点 , 则 有 ， 
(i) 当 f.(Po)>0,(ffy 一 所 ,)(Po)>0 时 ,了 在 点 Po 取得 极 小 值 ; 
(i) 当 fi (Po)<0,(fify 一 fy)(Po)>0 时 ,了 在 点 Po 取得 极 大 值 ; 
(iii) 当 (ff, 一 户 ,)(Po)<0 时 ,下 在 点 Po 不 能 取得 极 值 ; 
(iv) 当 ( ff 一,)(Po)=0 时 ,不 能 肯定 f 在 点 Po 是 否 取 得 极 值 
例 6 求 f(x,y)=z +S5y -6zrz+t+10y+6 的 极 值 . 
解 ” 由 方程 组 
f=2x-606=0, 
fo 
得 的 稳定 点 Po(3, 一 1), 由 于 
fr Po) 一 2 , fry( Po) = 0,， 
fs (Po) = 10,(fisfy — fiy) (Po) = 20. 
因此 f 在 点 Po 取得 极 小 值 f(3, -1)= -8. 又 因 了 处 处 存在 仿 导 数 ,故人 3, 一 了 ) 
为 f 的 惟一 极 值 点 . 0 
例 7 讨论 f(z,y)= x + zy 是 否 存 在 极 值 . 
解 ” 由 方程 组 f. =2zx+y=0, 了 ,x=0 得 稳定 点 为 原 扩 . 
因 ff -及 ,= 一 1<0, 故 原点 不 是 的 极 值 点 .又 因 / 处 处 可 微 ,所 以 f 
没有 极 值 点 . [ 
例 8 讨论 f(z,y)=(y--x?)(y 一 2x“) 在 原点 是 否 取 得 极 值 . 
解 容易 验证 原点 是 f 的 稳定 点 , 且 在 原点 万 -~ fiy=0, 故 由 定理 
17.11 无 法 判定 f 在 原点 是 否 取 到 极 值 .但 由 于 当 xz*<y<2x 时 f(z,y)<0， 
而 当 y>2z? 或 y 之 x 时 ,f(x,y)>>0( 图 17 一 7), 所 以 函数 f 不 可 能 在 原点 取 


得 极 值 . 吕 


图 17 一 7 图 17~8 


由 极 值 的 定义 还 知道 , 极 值 只 是 函数 了 在 某 一 点 的 局 部 性 概念 . 要 想 获 得 
函数 了 在 区 域 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 (由 上 一 章 知道 在 有 界 闭 区 域 上 的 连续 略 
数 一 定 能 取得 最 大 与 最 小 值 ) ,与 一 元 函数 的 问题 一 样 ,必须 考察 函数 了 在 所 有 


稳定 点 .无 偏 导 点 以 及 属于 区 域 的 界 点 上 的 函数 值 出. 

比较 这 些 值 ,其 中 最 大 者 (或 最 小 着 ) 即 为 图 数 大 在 万 上 的 最 大 (小 ) 值 . 

例 9 证 明 : 贺 的 所 有 外 切 三 角形 中 ,以 正三 角形 的 面积 为 最 小 . 

证 ” 设 圆 的 半径 为 a. 任 一 外 切 三 角形 为 全 ABC ,三 切 点 处 的 半径 两 两 相 夹 
的 中 心 角 分 别 为 ,8,7y. 其 中 7y=2r- (a+B)( 图 17 一 8). 容 多 得 出 全 ABC 的 
面积 表达 式 为 


其 中 0<a,8<r. 为 求 得 稳定 点 , 令 


S = 3a (sc -see | 0 ， 
Sp = 二 oz(secb - sec 本 = 0 


在 定义 域内 上 述 关于 a,8 的 方程 组 仅 有 惟一 解 :a = P= 了 rr=2x- (e+ 有)= 


全 
x. 
为 了 应 用 定理 17.11, 求 得 在 稳定 点 (a， p)= ($n 了 xj 处 处 的 二 阶 偏 导数 为 


Ss = 4V3a2,S,8 = 2Y3a2 ,Ses = 4VY3a“. 
由 于 Ss >0, SwSgs 一 S2s 二 36a4>0, 因 此 S 在 此 稳定 点 上 取得 极 小 值 . 

因为 面积 函数 S 在 定义 域 中 处 处 存在 偏 导数 ,又 因此 时 a= p= 7 
问题 存在 最 小 值 , 故 外 切 三 角形 中 以 正三 角形 的 面积 为 最 小 . 

例 10( 最 小 二 乘法 问题 ) 设 通 过 观测 或 实验 得 到 一 列 点 (Zi;, yi),i = _ 12 
…,n. 它 们 大 体 上 在 一 条 直线 上 , 即 大 体 上 可 用 直线 方程 来 反映 变量 xz 写 y 之 
间 的 对 应 关系 (参见 图 17- 9). 现 要 确定 一 直线 使 得 与 这 ? 个 所 的 侦 差 十 方 和 
最 小 (最 小 二 乘 方 )， 

解 ” 设 所 求 直 线 方程 为 

y= QZ 十 0， 


所 测 得 的 7 个 点 为 (zx;,y;)(i=1,2,…,n). 现 要 确定 ap ,使 得 
fla,b) 一 > (ar +b — y,) 


QD 如果 属于 区 域 的 界 点 成 一 曲线 F(z,y)=0， 求 函 数 f 在 此 曲线 上 的 最 大 (小 ) 值 一 般 要 用 下 一 章 
的 条 件 极 值 方法 去 解决 . 倘若 该 曲线 有 一 显 式 方 程 y= 9 (x)， 则 上 述 问题 归结 为 求 一 元 函数 &( 工 ) 
= 7z,p(Cz)) 的 极 值 . 
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为 最 小 .为 此 , 令 / 
|f = 2> zilar +6-»)=0, 
中 =- 22) (or +6- y;) = 0， 
把 这 组 关于 a， 6 的 线性 方程 加 以 整理 得 
| = Driyi, 


a 2 zit bn = Dy 图 17 一 9 
求 此 方程 组 的 解 , 即 得 He 人) 的 症 点 由 
"Do (Pa)( Dy) 
2 
(Da) (Ds)- (Drm) (Ds) 
De) 


为 进一步 确定 该 点 是 极 小 值 点 ,我 们 计算 得 


A= fu = 2 x >0, 


a 一 


b = 


B = fap 一 2 >， 工 ， 
i=1 
C= fw 一 2n; 


D = AC - B? = 4n 2) x? 4( 2)z :) >0, 
从 而 根据 定理 17.11, f(a ,6 ) 在 点 (a， 5) 取 得 极 小 值 由 实际 问题 可 知 这 极 小 值 
为 最 小 值 . D 


习 霜 


1. 求 下 列 函 数 的 高 阶 仿 导 数 ; 


0 当 zl za，zn 不 全 相等 时 ,可 由 数学 归纳 法 证 得 m zx? 一 ( zi) >0. 


=] 


rh a rr tt ee rr 
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(1) z= 二 z+y~4z*y, 所 有 二 阶 偏 导数 ， 

(2) z= 二 er(eos y+ zsin y), 所 有 二 阶 健 导 数 ，; 
Oi Oz . 

ze2oy 9r9y 
3p 9 7 

gzpgydazr， 

(5) z= f(xy zy), 所 有 二 阶 偏 导数 ; 

(6) w= f(x*+ +z ), 所 有 二 阶 偏 导数 ; 


(7) z= f(z+y,7y, FE ) ,zs zo, zy 
2. 设 x= f(z,y), 工 二 rco0s 0,y 二 rsin 9, 证 有 明 ， 
Gu lou, 1 ou _du 9 
ar? ro9r ra 9r 9y 
3. 设 x= f(r),r*=xz?+ x 十 … 十 zx, 证 明 ， 
Ou Ou .ou du ,nl 
dxif 9z5 az2 dr r 


4. 设 v=Lg(t- 工 ),c 为 常数 ,rr =v Xx* 二 y+. 证明， 


r 


(3) z= zxln (zyy) 


T+ y+z 


(4) u= ze 


1 
Urr + Uyy 十 We = 2 Ve. 


5. 证 明定 理 17.8 的 推论 . 
6. 通过 对 F(z ,y) =sin zeos y 施 用 中 值 定理 ,证 明 对 某 6E (0,1), 有 
3 工 mM mW Xx. mm. IC 
4 一 3 SS 3 ouns 6 一 6 3 Sn 6 
7. 求 下 列 哨 数 在 指定 点 处 的 泰勒 公式 ， 
(1) f(x,y)=sin (x +y) 在 点 (0,0)( 到 二 阶 为 止 ); 


(2) f(z,y)= 走 在 点 (1,1)( 到 三 阶 为 止 ); 

(3) f(z,y)=In (1+x+y) 在 点 (0,0); 

(4) f(x,y)=2x*—xzy-y~6r-3y+5 在 点 (1, 一 2). 

8. 求 下 列 函 数 的 极 值 点 ; 

(1) z=3ary— x —y (a>0); 

(2) z=x*+S5y -6rt+1l0y+6; 

(3) z=@*(x+y +2y). 

9. 求 下 列 函 数 在 指定 范围 内 的 最 大 值 与 最 小 值 ; 

(1) z= zx-—y, (zy) zr + y SE4}; 

(2) z= x- ryty,{(z,y) irl+ lyle1); 

(3) z=sin z+sin y-sin (x+y), (x,y)| zr20,y>0,7r + y<2n|. 
10. 在 已 知 周 长 为 2p 的 一 切 三 角形 中 , 求 出 面积 为 最 大 的 三 角形 . 
11. 在 zy 平面 上 求 一 点 ,使 它 到 三 直线 x=0,y=0 及 工 +2y-16=0 的 距离 平方 和 最 
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12. 已 知 平面 上 2 个 点 的 坐标 分 别 是 
AZzl yl) A2Cz2y 372) "An (rn ,Yn )， 


试 求 一 点 ,使 它 与 这 个 点 距离 的 平方 和 最 小 . 


(rb 
e 4ao 《a,b 为 常数 ) 满 足 热 传导 方程 


、 ] 
13. 证 日 . 国 一 
晓 2a ~ zt 


ou > Ou 
~ = a ;. 
ot 9 x 


14. 证 明 . 函 数 w=lInv (xr-a)+(y- 6b)*(a,b 为 常数 ) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 


Bit 9 
+ 3 = 0 
15. 证 明 : 若 函数 wx= f(x ,y) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 
ou Pu 
az2 9y ， 
_// 
则 函数 =/( 27 > 也 满足 此 方程 


16. 设 函 数 = p(x + yg(y)) ,证明 


OE i 


dT ozdy 9y 9x” 
17. 设 f,f 和 ff 在 点 (zo, yo) 的 某 邻 域内 存在 ,fy 在 点 (zo, Yo) 连续, 证 明 fy xo, y0) 
也 存在 , 且 f(x0, 0) = fx (xo;y0). 
18. 设 广 , 广 在 点 (xu ,mw) 的 某 邻 域内 存在 且 在 点 (zo,yo) 可 向, 则 有 
FL(Czoyyo) = 良 (Czoyyo) 


19. 设 


求 ;(1) zy 十 uy + uz; (2) Zus + yuy + zuz; (3) Urr t Uy 十 Us. 
20 . 设 f(x,y,z)= Ar*+ By 二 Cz + Dry t+ Eyz+ Fzzr, 试 按 有 ,k,l 的 正 数 贤 展 天 


f(r+h,yt+k,zt+1L). 
1. 设 Frzyyyz)= 工 y+ yz 十 z*X, 证 明 
f+ftfi= (r+yt+ <). 


2. 求 换 数 


re -re eet Pr 
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在 原点 的 偶 导 数 /.(0,0) 与 户 (0,0) ,并 考察 所 zy) 在 (0,0) 的 可 微 性 . 
3. 设 


] ] 1 
过] i Ln 
u=|zft x z2 | ， 
x! x re 
、 Sm at - ou n(n—1) 
BB 二 1 人 ”一 0; -一 
证 明 : (1) 2 3 (2) On an 了 


4. 设 函 数 f(z,y) 具 有 连续 的 xz 阶 导 数 , 试 证 函数 g(2) 二 f(a+t+ ht,6b+ 直 ) 的 nn 阶 导 数 


d"g(z) ~ (ht+k) f(at ht ,b+ kt). 


dr” dx ay 
5$. 设 
a+x b+y ci2 
P(X,Y,Z) = 人 ee 十 工 fj+yi, 
gty h+z hi+rz 
求 2 
dr” 
6. 设 
fi(x) PCzh falr) 
名 (zyyz) = g1(Y) g2(y) g3(y) ， 
hi(z) ha(z) hatz) 
3 
求 了 9 


7. 设 函 数 zx= f(x,y) 在 Re 上 有 y=0, 试 求 关于 工 ,y 的 图 数 式 . 
8. 设 f 在 点 Po(xo, Yo) 可 微 ,日 在 Po 给 定 了 nn 个 向 量 上 ,i= 1,2,…,n, 相 邻 两 个 癌 量 


之 间 的 夹 角 为 冬 . 证 明 
9. 设 /f(x,y) 为 n 次 齐 次 函数 ,证 明 
(z 坟 +y5)f nn Da- m+ 1)f. 
10. 对 于 函数 7z,y)=sm 一 , 试 证 


9 2 
(z 关 19 亢 f=0. 


第 十 八 章 ” 隐 上 阔 数 定理 及 其 应 用 


$1 隐 了 肖 数 


一 隐 茜 数 概 念 
在 这 之 前 我 们 所 接触 的 函数 ,其 表达 式 大 多 是 自 变 量 的 某 个 算式 ,如 
y 二 r+1,u = ev(sin zy+ sin yz + sin zr). 
这 种 形式 的 函数 称 为 显 函 数 .但 在 不 少 场合 常会 遇 到 另 一 种 形式 的 国 数 ,其 目 变 
量 与 因 变量 之 间 的 对 应 法 则 是 由 一 个 方程 式 所 确定 . 设 XCR,YCR, 咒 数 下; 
X X Y-> 及 . 对 于 方程 
F(x,y)=0 (1) 
若 存 在 集合 JCX 与 JCY, 使 得 对 于 任何 xz€ 1, 恒 有 惟一 确定 的 y€EJ, 它 与 
一 起 满足 方程 (1) , 则 称 由 方程 (1) 确 定 一 个 定义 在 1 上, 值 域 仿 于 J 的 隐 消 数 . 
若 把 它 记 为 
y= f(r)t,xrEI,yEJ, 
则 成 立 恒等式 
F(x,F(r))=0,xz EI. 
例如 方程 
zy+y—1=0 
能 确定 一 个 定义 在 (- oo ,-1)U(-1,+oco) 上 的 隐 函 数 y= f(z). 如 果 从 方程 
中 把 y 解 出 ,这 个 函数 也 可 表示 为 显 函 数 形式 : 


?一 1 
又 如 : 圆 方程 z?+ y= 二 1 能 确定 一 个 定义 在 [一 1, +1] 上 ,函数 值 不 小 于 0 的 隐 
函数 y=V1- ;又 能 确定 另 一 个 定义 在 [ -1, + 1] 上 ,函数 值 不 大 于 0 的 隐 曲 


数 y= 一 v 1— xz“. 
所 以 , 隐 函 数 必 须 在 指出 确定 它 的 方程 以 及 x,y 的 取 值 范围 后 才 有 意义 . 


QD 这 里 只 表示 存在 着 定义 在 1 上 , 值 域 在 了 内 的 函数 .F, 它 并 不 意味 着 y 能 合用 过 的 某 一 显 式 来 表 
示 . 
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当然 在 不 产生 误解 的 情况 下 ,其 取 值 范围 也 可 不 必 一 一 指明 ,此 外 ,还 需 指 出 : 
(i) 并 不 是 任 一 方程 都 能 确定 出 隐 消 数 ,如 方程 
r+y +c=0. 
当 c >0 时 ,就 不 能 确定 任何 销 数 fz), 使 得 
z+[f(z)] +c 王 0. 
而 只 有 当 c 委 0 时 ,才能 确定 隐 函 数 .因此 ,我 们 必须 研究 方程 (1) 在 什么 条 件 下 
才能 确定 隐 函 数 . 

(ii) 倘若 方程 (1) 能 确定 隐 函 数 ,一 般 并 不 都 像 前 面 的 一 些 例子 那样 ,能 从 
方程 中 解 出 y, 并 用 自 变量 xz 的 算式 来 表示 (即使 F(xz, yy) 是 初等 畏 数 ). 例 如 ， 
对 于 方程 

y-x-3siny=0. 
确实 存在 一 个 定义 在 (- ce , + o0) 上 的 障 数 fz) ,使 得 
f(z)—x+ sin f(r) 三 0, 
但 这 函数 f(z ) 却 无 法 用 z 的 算式 来 表达 . 因此 ,在 一 般 情况 下 ,我们 主要 考 目 
方程 (1) 能 否 确定 隐 函 数 以 及 这 个 隐 函 数 的 连续 性 、 可 微 性 ,而 不 管 它 是 否 能 用 
显 式 表示 . 

二 ” 隐 销 数 存 在 性 条 件 的 分 析 

由 于 满足 方程 (1) 的 点 集 可 看 作曲 面 z = F(z,y) 与 坐标 平面 z=0 的 交 
集 ,所 以 方程 (1) 能 确定 一 个 函数 ,至 少 要 求 该 交集 非 空 , 即 存在 点 Po(zo,yo)， 
使 F(xzo,y0)=0. 

其 次 ,方程 (1) 能 在 点 Po 附近 确定 一 个 连续 函数 ,表现 为 上 述 交 集 是 一 条 
通过 点 Po 的 连续 曲线 段 (图 18 - 1). 如 未 
曲面 z= F(x,y) 在 点 Po 处 存在 切 平面 ， 
且 切 平面 与 坐标 平面 z=0 相交 于 直线 /， 
那么 曲面 z=F(x,y) 在 点 Po 附近 亦 必 与 
坐标 平面 z =0 相交 (其 交 线 在 点 Po 处 的 
切线 正 是 站 .为 此 , 设 下 在 点 Po 可 向 ,县 

(F,(Po),F,(Po)) 天 (0,0)， (2) 
则 可 使 上 述 切 平面 存在 ,并 满足 与 ==0 1 


相交 成 直线 的 要 求 . 
如 果 进 一 步 要 求 上 述 隐 函 数 y= f(x)( 或 z=g(y)) 在 点 Po 可 微 , 则 在 下 


为 可 微 的 假设 下 ,通过 方程 (1) 在 点 Po 处 对 z 求 导 , 依 链 式 法 则 得 到 
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F(P) +F(P) :SY =0. (3) 
当 FF,(Po) 关 0 时 ,可 由 (3) 解 出 
dy _  F.(Po) 
dzriz-r FP,) (4) 


类 似 地 , 当 F,(Po) 关 0 时 ,通过 方程 (1) 对 y 求 导 后 也 可 解 出 
dz F,( Po) 
: dy y= F,(Po) 
由 此 可 见 , 条 件 (2) 不 仅 对 于 隐 函 数 的 存在 性 ,而 且 对 于 隐 呆 数 的 求 导 同样 是 重 
要 的 . 

三 ” 隐 函 数 定 理 

定理 18.1( 隐 函数 存在 惟一 性 定理 ) 震 满 足下 列 条 件 : 

(i) 函数 正在 以 Po(zo,yo) 为 内 点 的 某 一 区 域 DCR 上 连续 ; 

(ii) F(zxo,yo) 二 0( 通 常 称 为 初始 条 件 ); 

(iii) 在 DD 内 存在 连续 的 仿 导 数 F,(x,y); 

(iv) F(xzo, y0) 0, 

则 在 点 Po 的 某 邻 域 U(Po)CD 内 ,方程 F(x,y)=0 惟 一 地 确定 了 一 个 定义 
在 某 区 间 (zo- w,zo+a) 内 的 函数 ( 隐 函 数 )y= f(x), 使 得 

1” f(zxo)= yo, TE(xo-a,zota)N 时 H(z, f(z))EU(PO)H F(zx, f(x)) 
=0; 

2” f(x) 在 (zo 一 a ,xo+a) 内 连续 . 

证 先 证 隐 函 数 f 的 存在 性 与 惟一 性 . 

由 条 件 (iv) ,不 妨 设 已 (zo,yo)>0( 若 下,(xo,x0)<0, 则 可 讨论 一 F(z,y) 
=0). 由 条 件 (证 ) ,在 D 内 连续 ,由 连续 函数 的 局 部 保 号 性 ,存在 点 Po 的 茶 一 
闭 的 方 邻 域 [zo - B,xo+ Bp] X[yo 一 B,yo+ PB]CD, 使 得 在 其 上 每 一 点 处 虱 有 
F(x,y)>0. 因 而 ,对 每 个 固定 的 xzELzxo-B,zxot+ Bl,F(z,y) 作 为 y 的 一 元 
函数 ,必定 在 [yo 一 8,yo+B] 上 严格 增 且 连续 .由 初始 条 件 (ii) 可 大 


FUOz yo - 8B) < 0， F(zxo, yo + B)>0. 
再 由 下 的 连续 性 条 件 (i) ,又 可 知道 F(x, yo 一 8) 与 F(x,wyot+B) 在 [zxo-P， 
zo+ 8B] 上 也 是 连续 的 .因此 由 保 号 性 存在 a>0(aB), 当 zxE(ro-a,xota) 
时 恒 有 

F(x,yo -8B)<0, F(z,yo + B)>0. 


A i HT pe Fe ee 
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如 图 18 一 2 所 示 , 在 矩形 ABB A “的 AB 
边 上 下 取 负 值 ,在 AB' 边 上 F 取 正 值 . 因 
此 对 (zxo 一 a ,zo + a) 内 每 个 固定 值 z, 辣 
样 有 F(z,yo-B)<0,F(z,yo+B)>0. 
根据 前 已 指出 的 F(z,y) 在 [yo B,yot 
Bj] 上 严格 增 且 连续 ,由 介 仁 性 保证 存在 惟 
一 的 yE (yo 一 B,yo+ PB) ,使 得 满足 F(z， 
y)=0. 由 元 在 (xo 一 a,xo+a) 中 的 任意 
性 ,这 就 确定 了 一 个 隐 图 数 y= f(x), 全 
的 定义 域 为 (zo 一 a,xzo+a), 仁 域 含 于 图 18-?2 
(yo 一 B,yo+ PB). 耕 记 
U( Po) 一 (zo a,Xxot a) xX (yo — pb,yot+ Bp),， 

则 y= f(x) 满足 结论 1 的 各 项 要 求 . 

再 证 明 f 的 连续 性 . 

对 于 (xo 一 a,zxo+a) 内 的 任意 点 ,y= f(z), 则 由 上 述 结论 可 和 项 yo 一 p< 
y<y+pB. 任 给 se>0, 且 设 se<minlyo+B- 了 ， y 一 yo++Bi ,使 得 

-By3-e<y+e<y +p. 
从 而 F(z ,ye)<<0， Fas3+ 6)>0. 由 保 号 性 存在 z 的 某 邻 域 (一 6,+ 6) 
C(zro-aw,zo+a), 使 得 当 属于 该 邻 域 时 间 样 有 
F(x,y—-e)<0, F(xr,y+€)>0. 

因此 存在 惟一 的 y, 使 得 F(z,y)=0,|y- 了 <s. 由 于 y 的 惟一 性 , 推 郑 y= 
F(z). 这 就 证 得 : 当 | 工 -元 |< 时 | F(z)- F( 去 )|<e, 即 JPGz) 在 互 连续 .由 工 
的 任意 性 ,证 得 f(z) 在 (zxo0 一 a,xo+a) 内 处 处 连续 . LD 

注意 1. 定理 18.1 的 条 件 仅仅 是 充分 的 ,例如 方程 一 x =0, 在 所 
(0,0) 不 满足 条 件 (iv)(F,(0,0) =0), 但 它 仍 能 确定 惟一 的 连续 晃 数 y= 工 . 当 
然 ,由 于 条 件 (iv) 不 满足 ,往往 导致 定理 结论 的 失效 ,例如 图 18 -3 所 示 的 双 纽 
线 ,其 方程 为 


F(zr,y) = (rx:+y) -zxz*+y =0. 
由 于 F(0,0)=0,F 与 F, =4y(x’ + y“) 十 2y 均 连 续 , 故 满足 定理 条 件 (i)、(ii)、 
(iii). 但 因 FF,(0,0) =0, 致 使 在 原点 的 无 论 怎 样 小 的 邻 域内 都 不 可 能 存在 惟一 
的 隐 范 数 . 
2 在 定理 证 明 过 程 中 ,条 件 (和 i) 和 (iv) 只 是 用 来 保证 存在 Po 的 某 一 邻 域 ， 
在 此 邻 域内 下 关于 变量 y 是 严格 单调 的 .因此 对 于 本 定理 所 要 证 明 的 结论 来 
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说 ,可 以 把 这 两 个 条 件 减 弱 为 “下 在 Po 的 某 
一 邻 域内 关于 y 严格 单调 ”. 现在 采用 较 强 的 
条 件 (iii) 和 (iv), 只 是 为 了 在 实际 应 用 中 便于 
检验 . 

3. 如 条 把 定理 的 条 件 ( 让 )、(iv) 改 为 
F(z,y) 连 续 , 且 F(xo0, yo) 关 0. 这 时 结论 
是 存在 惟一 的 连续 函数 z= g(y). 图 18 一 3 

定理 18.2( 隐 基数 可 微 性 定理 ) 设 
FLz,y) 满 足 隐 函数 存在 惟一 性 定理 中 的 条 件 (ib 一 (iv) ,又 设 在 D 内 还 存在 连 
续 的 偏 导 数 F(z,y), 则 由 方程 (1) 所 确定 的 隐 泉 数 y= FAz) 在 其 定义 域 (zo 一 
azo+aw) 内 有 连续 导 函 数 , 且 


f(z) = 居 全 (5) 


证 设 z 与 +Azr 都 属于 (zo- azo+aj) 它 们 所 对 应 的 图 数值 y= 
f(z) 与 y+Ay= f(xz+Axr) 痢 含 于 (yo 一 B,yo+B) 内 .由 于 
F(x,y) = 0, F(x + Az,y+ Ay) = 0, 
因此 由 FF,、F, 的 连续 性 以 及 二 元 函数 中 值 定 理 , 有 
0=F(z+Azx,y+Ay)— F(z,y) 
=F. (xz +0Ar,y+ OAy)Ar + F(x + 0Azx,y + 0Ay)Ay, 


其 中 0< 60<1. 因 而 
A F (r+O0Arx,y + OAy) 


Ar FF,(r+0Ar,y + OAy) 
注意 到 上 式 右 端 是 连续 函数 F(x,y)、F,(z,y) 与 f(x) 的 复合 肾 数 ,而 且 
F(z,，y) 在 U( Po) 内 不 等 于 零 , 故 有 


f (7x) = lim 外 和 F(x,y) 
日 f(z) 在 (zo 一 a,Xzot+a) 内 连续 . 吕 
像 在 第 二 段 里 我 们 所 分 析 的 那样 , 若 已 知 方程 (1) 确 实 存在 连续 可 微 的 隐 思 
数 , 则 可 对 方程 (1) 应 用 复合 函数 求 导 法 得 到 隐 酝 数 的 导数 ,因为 把 F(x， 

f(z)) 看 作 F(z,y) 与 y= f(z ) 的 复合 函数 时 ,有 

F (zy)+ 天 (zy)y = 0. 《9 

当下 (zy) 和 0 时 ,由 它 可 立刻 推 得 与 5) 相同 的 结 末 
对 于 隐 函 数 的 高 阶 导数 ,可 用 和 上 面 同 样 的 方法 来 求 得 ,这 时 只 要 假定 函数 
F 存在 相应 阶 数 的 连续 的 高 阶 偏 导数 . 例如 ,要 计算 y ,只 需 对 便 等 式 (6) 继 续 
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应 用 复合 函数 求 导 法 则 , 便 得 
F(z,sy) + Flr,y)y +t [F(x,y) + Fx,y)y J]y + F(zr,y)y = 0. 
再 把 (5) 的 结果 代入 上 式 ,整理 后 得 到 


光 = 一 去 (Fe +2Foy’ + Fyy’ ’) 
YY 


、 2 
2FFJF — FF — FFw 
3 : 


F 


> 


当然 它 也 可 由 公式 (5) 直 接 对 z 求 导数 而 得 到 . 
最 后 ,我 们 可 以 类 似 地 理解 由 方程 F(zi, zi,… zy)=0 所 确定 的 半死 
隐 函 数 的 概念 .并 叙述 下 列 n 元 隐 函 数 的 惟一 存在 与 连续 可 微 性 定理 : 
定理 18.3 若 (i) 函 数 F(zi, x2,…,Tnsy) 在 以 所 Po(zx?,r9,, Th,y ) 
为 内 点 的 区 域 DCR”"'! 上 连续 ; 
(i1) F(x, 77, ,Ty )=0; 
( 诈 ) 偏 导数 下. ,FF ,… ,FF ,下 在 D 内 存在 且 连 续 ; 
(iv) F(x), 79, rn, y ) #0, 
则 在 点 Po 的 某 邻 域 U(Po)CD 内 ,方程 F(zxi,… ,Xx,y) 二 0 惟一 地 确定 了 一 
个 定义 在 Qo(z*,z ,…,zx ) 的 某 邻 域 U(Qo)CR"” 内 的 元 连续 函数 ( 取 蝎 
数 )y 王 f(x1,… ,zn) ,使 得 
1” 当 (z1,z2, ,Tn) EU(Q0)N 
(x1,T2s° ,Ta f(T, T2,° "Tn)) E U(Po), 
且 F(z1, ,Xn f(r1 ,Tn)) 0, 
y= f(z1 Tn). 
2。 y= f(z1,…,z,) 在 U(Qo) 内 有 连续 篇 导数 :f , 广 ,大 ,而 且 
z F, 了 > 
fa 


隐 郴 数 求 导 举例 


例 1 设 方程 
F(z,y) = y—x-siny= 0. (7) 
由 于 下 及 其 偏 导数 下,, FF, 在 平面 上 任 一 点 都 连续 , 且 
F(0,0) = 0， 


1 
F,(x,y) = 1 一 cos 》 > 0. 
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故 依 定理 18.1 和 18.2, 方 程 (7) 确 定 了 一 个 连续 可 导 隐 晴 数 y= f(x), 按 公式 
(5), 其 导数 为 


F(x,y) ] 2 
( 一 一 — eo 加 汪 时 
f(z) F(z,y) 1 1 y 2 CoOsy 

例 2 讨论 笛 卡 儿 (Descartes) 叶 形 线 ， 

(图 18 一 4) ~ 
Xz”+y 3ary=0 (8) 攻 
所 确定 的 隐 孔 数 y= 了 f(z) 的 一 阶 与 二 阶 宫 
数 | 
v2a x 


解 由 隐 函 数 定 理 知 道 ,在 使 得 
Frziy)=3( 六 -azr) 天 0 » 
的 点 (zx,y) 附 近 , 方 程 (8) 都 能 确定 隐 哺 数 
y= F(z), 现 求 它 的 一 阶 与 二 阶 导 数 如 下 : 
对 (8) 式 求 关 于 z 的 导数 (其 中 水 是 工 图 18 一 4 
的 函数 ) 并 以 3 除 之 ,得 


rx’+yy ~ay—-ary =0 


或 (2 ay) + Var)y =0. (9) 
于 是 
y = (yar#0). (10) 
vy 一 QZ 


再 对 (9) 式 求 导 ,得 
2z 一 ay + (2yy — a)y + (光一 az)y = 0， 
y(y —ar)= Day ~ 2yy “— 27. (11) 
把 (10) 式 代入 (11) 式 的 石 边 ,得 
_ 二 2a3zy — 2ry(xT + y — 3ary) 


2ay — 2yy “27 ; 7 
(y” — axr) 
再 利用 方程 (8) 就 得 到 
3 
yy =- I (12) 


由 (10) 式 易 见 ,曲线 在 点 A( 沪 a ,74a ) 处 有 一 水 平 切 线 ,在 点 B(V4a ,y2a) 处 有 
一 垂直 切线 . 门 
注意 ”由 于 在 点 了 和 原点 处 的 任何 邻 域内 ,每 一 个 z 所 对 应 的 7 值 不 惟 
一 ,所 以 方程 (8) 不 能 在 那 两 点 的 邻 域内 确定 惟一 的 隐 哨 数 . 
例 3 讨论 方程 
F(x,y,z) = zy ?+x +y -z=0 (13) 


i ne 
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在 原点 附近 所 确定 的 二 元 隐 函 数 及 其 篇 导数. 

解 ”由 于 F(0,0,0)=0,F,(0,0,0)= 一 1 关 0,FF,F,,F,,F. 处 处 连续 , 根 
据 隐 函数 定理 18.3, 在 原点 (0,0,0) 附 近 能 惟一 确定 连续 可 微 的 隐 函 数 z = 
f(z,y), 且 可 求 得 它 的 偏 导数 如 下 : 


HL 


例 4( 反 函数 的 存在 性 与 其 导数 ) 设 y= 了 (xz) 在 zo 的 某 邻 域内 有 连续 的 

导 函 数 f(z), 且 f(x0)= yo, 考 虑 方程 
F(xr,y)=y~ f(r)=0. (14) 
由 于 z 
F(xo,Y0) = 0, F,= 1, F(xo,y0) = 一 f (xo), 

所 以 只 要 广 (z0) 天 0, 就 能 满足 隐 范 数 定理 的 所 有 条 件 ,这 时 方程 (14) 能 确定 出 
在 yo 的 某 邻 域 U(yo) 内 的 连续 可 微 隐 国 数 z= 二 g(y), 并 称 它 为 汝 数 y= f(z) 
的 反 吨 数 .反哺 数 的 导数 是 


, F 
g(y) = FP = Fp) = PEY: (15) 
事实 上 ,这 就 是 在 第 五 章 里 曾经 得 到 过 的 反 函 数 求 导 公式 ， 
习 起 


1. 方程 cos w+ sin y= ez 能 否 在 原点 的 某 邻 域内 确定 隐 范 数 y= f/( 工 ) 或 r=g(y)? 

2. 方程 zy+ zln y+e™=1 在 点 (0,1,1) 的 某 邻 域内 能 否 确定 出 某 一 个 变 昌 为 男 外 两 个 
变量 的 函数 : 

3. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 学 数 ; 


d 
(1) rry+ 3r4y -4=0, 求 一 ; 
dx 


d 
(2) inw zx:+y =arctan 一 , 求 二; 


_ dz 0 
(3) e > 一 2z+er=0, 求 5 
十 W a2 一 及 dy dy 
十 2_ 2 一 u -过 vv“ > >0 ,> 一 -一 
(4) at+V a -y= ye’,u 一 a>0), 求 2 


Oz dz 
($5) x + y+ 1-2rT+2y-4z-5=0, 求 39y; 


dz dx dy 
一 十 尽 十 二 ) 方 ?一 . 
(6) z= f(z+y z ,02), 求 313、 3 
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4. 设 == 妇 + 六 ,其 中 y= f(x) 为 由 方程 x? 一 zxy+ 凡 =1 所 确定 的 隐 函 数 , 求 经 及 
下 
dz 
dr 
5. 设 以 =x?2+ 池 +z2, 其 中 z= f(z,y) 是 由 方程 z+ y+z3=3zyz 所 确定 的 隐 范 数 ， 
求 u, 及 uy. 


6. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 偏 导 数 : 
(1)ziyt+ z=e ‘*+7Y+*) 求 z 对 于 zy,y 的 一 阶 与 二 阶 偏 导 数 ; 


、 Oz 9Dz- Oz 
十 十 和 y 十 一 一 ,一 太一 一 
(2) F(zx,Zz YY z) 0, 求 5z 5v 和 5 


7. 证 明 ; 设 方程 F(z,y) =0 所 确定 的 隐 西 数 y= A(z) 具 有 一 阶 导数 , 则 当 已 夭 0 时 ,有 
FF Fy F, 
F, F, FE, 
F, F, 0 
8. 设 /是 一 元 函数 ,试问 应 对 f 提出 什么 条 件 , 方 程 
2f(xy) = f(x) + f(y) 

在 点 (1,1) 的 邻 域内 就 能 确定 出 惟一 的 y 为 z 的 范 数 ? 


$2 隐 上 项 数组 


Fyy = 


一 ” 隐 函 数组 概念 
前 一 节 讨 论 的 是 由 一 个 方程 所 确定 的 隐 和 函数, 本 节 将 讨论 由 方程 组 所 确定 
的 隐 田 数组 . 
设 F(z,yv,o) 和 G(z,y,xyo) 为 定义 在 区 域 VCR 上 的 两 个 四 元 恩 
数 . 若 存在 平面 区 域 D ,对 于 D 中 每 一 点 (z,y) ,分 别 有 区 间 J 和 天 上 惟一 的 一 
对 值 wx€,vEK ,它们 与 x,y 一 起 满足 方程 组 
F(zx,y,u,v) = 0， 
G(xsysuv) = 0， 和 
则 说 方程 组 (1) 确 定 了 两 个 定义 在 DCR? 上 , 值 域 分 别 落 在 了 和 天 内 的 图 数 . 
我 们 称 这 两 个 函数 为 由 方程 组 (1) 所 确定 的 隐 函 数组 . 若 分 别 记 这 两 个 晒 数 为 u 
= f(zx,y)、v 二 g(x,y), 则 在 D 上 成 立 恒等式 
F(xr,y,f(x,y),g(r,y)) 三 0， 
G(z,y,FGz,y),gCzyy)) =0. 
关于 隐 函 数组 的 一 般 情 况 ( 含 有 m + ?2 个 变量 的 mx 个 方程 所 确定 的 mm 个 
隐 冰 数 ) 将 在 第 二 十 三 章 里 用 向 量 形 式 作 进一步 讨论 . 
二 ” 隐 范 数组 定理 
为 了 探索 由 方程 组 (1) 确 定 隐 函 数组 所 需要 的 条 件 ,不 妨 假设 (1) 中 的 蚌 数 
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天 与 G 是 可 微 的 ,而 且 由 (1) 所 确定 的 两 个 隐 哨 数 x 与 v 也 是 可 微 的 .那么 通过 
对 方程 组 (1) 关 于 x ,y 分 别 求 俩 导数 ,得 到 


F,.+ Fu,+ Fv, = 0, 
(2) 

G+ Gu t+ Gu = 0, 

1 + Fuu, + Fv,y = 0, 
Gy+ Guuy + Copy = 0. 3) 


要 想 从 (2) 解 出 xs 与 v;, 从 (3) 解 出 xy 与 v,, 其 充分 条 件 是 它们 的 系数 行列 式 
不 为 零 , 即 


天 0. (4) 


G, GG, 
(4) 式 左边 的 行列 式 称 为 函数 下 、G 关于 变量 x,v 的 函数 行列 式 ( 或 雅 可 比 


(Uacobi) 行 列 式 ), 亦 可 记 人 SEE。 ,条件 (4) 在 隐 函 数组 定理 中 所 起 的 作用 ,与 


定理 18.1 中 的 条 件 (iv) 相 当 . 

定理 18.4( 隐 也 数组 定理 ) 大 

(i) F(z,yyusv) 与 G(rz,y;Usv) 在 以 点 Po(zo,y0,U0,v0) 为 内 点 的 区 域 
VCR' 内 连续 ; 

(ii) F(zxo,yosuo;v0) 二 0,G(zro,yo;uo,v0) 二 0( 初 始 条 件 ); 

(iii) 在 V 内 FF,G 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ; 


(iv) Ja GJ 在 点 P 不 等 于 零 ， 
a(u,v) 


则 在 点 Po 的 某 一 (四 维 空间 ) 邻 域 U(Po)CV 内 ,方程 组 (1) 惟 一 地 确定 了 害 
义 在 点 Qu(zoyyo) 的 某 一 (二 维 空间 ) 邻 域 U(Qu) 内 的 两 个 二 元 隐 范 数 
u = zy), v = g(x,y), 
使 得 
上 uo= rzoyyo),vo=g(zoyyo) 且 当 (z,y)E ULCQo) 时 
(zyyyf(zy),gCzy)) E UCPo), 
F(zr,y,f(r,y),g(7x,y)) = 0, 
G(xyy, fr,y) g(x,y)) = 0; 
2” f(x,y),g(Xz,y) 在 U(Qo) 内 连续 ; 
3” f(z,y),g8(X,y) 在 U(Qo) 内 有 一 阶 连续 偏 导 数 , 且 
Qu 19(F,G) dv __ 1 9(F,G) (5) 


i NNO 


ar J 9(x,v)’ 9x J a9(u,r)’ 


ak 19(F,G) 9v __ 1 3(F,6G) 


ay J aly,v)’9y J 9(u,y) 
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本 定理 的 证 明 这 里 从 略 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 第 二 十 三 章 里 的 一 般 隐 函 数 
组 定理 及 其 证 明 ， 
注意 在 定理 18.4 由 ,车 将 条 件 (iv) 改 为 人 天 0, 则 方程 (1) 所 确 
定 的 隐 函 数组 相应 是 y= y(u,z),v =v(w,z); 其 他 情形 均 可 类 似 推 得 .总 之 ， 


由 方程 组 定义 隐 哺 数组 及 隐 孙 数组 求 导 时 ,应 先 明确 哪些 变量 是 日 变量 ,哪些 变 
量 是 因 变 量 ,然后 再 进行 有 关 的 运算 和 讨论 . 


例 1 讨论 方程 组 
F(xr,y,usv) = ut+v -xr -y=0, (6) 
G(x,yyu,v) =—-ut+v~ rxy+l1l=0 


在 点 Pi(2,1,1.2) 近 旁 能 确定 怎样 的 隐 范 数组 ,并 求 其 俩 导数 
解 首先 ,F(Po)=G(Po)=0, 即 Po 满足 初始 条 件 . 骨 求 出 下 ,G 的 所 有 
一 阶 偏 导 数 
F, =-27r, F,=-1,F,= 2u,F,= 2v, 
G; =—y, Gy=—- zx, GG =-1,G,=1. 
容易 验算 ,在 点 Po 处 的 所 有 六 个 雅 可 比 行列 式 中 只 有 
a(F,G) 
A(T,v) 
因此 ,只 有 xz,v 难以 肯定 能 否 作为 以 y,u 为 自 变 量 的 隐 函 数 . 除 此 之 外 ,在 Po 
的 近 旁 任何 两 个 变量 都 可 作为 以 其 余 两 个 变量 为 自 变 量 的 隐 和 函数 . 
如 果 我 们 想 求 得 rz=z(xvn)y=y(z 2) 的 偏 导数 ,只 需 对 方程 组 (6) 分 
别 关 于 u,v 求 偏 导 数 , 得 到 
2u — 27x7, — yu = 0,， 


= 0. 


(7) 


2v 一 277 — yy, = 0,， 
。 


1 — xy, 一 Mu = 0. 


由 (7) 解 出 
2xzu tl T+ ew 
i jr* 一 y ; Vu 2 72 —y 
由 (8) 解 出 
2xzr 一 上 2 -2 站 
2 
三 ” 反 函 数组 与 坐标 变换 


在 $1 例 4 中 ,我 们 通过 隐 函 数 定理 讨论 了 一 元 函数 反 函 数 存 在 的 (充分 ) 


ia 0 
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条 件 . 现 在 讨论 由 二 元 函数 组 所 确定 的 反 晒 数组 及 其 存在 的 (充分 ) 条 件 . 

设 函 数组 

u = U(x,y), v= v(r,y) (9) 
是 定义 在 zy 平面 点 集 BCR- 上 的 两 个 函数 ,对 每 一 点 P(xz,y)EB, 由 方程 组 
(9) 有 xm 平面 上 惟一 的 一 点 Q(x ,oo)ER- 与 之 对 应 .我 们 称 方程 组 (9) 确 定 了 
B 到 R2 的 一 个 映射 (变换 ) , 记 作 工 .这 时 映射 (9) 可 写成 如 下 函数 形式 
T.B—R’, 
P(zyy)r Q(u,v) 

或 写成 点 函数 形式 Q@= T(P),PEB, 并 称 Q(w ,wv) 为 映射 全 下 P(xz,y) 的 象 ， 
而 P 则 是 @Q 的 原 象 . 记 B 在 映射 下 的 象 集 为 B = T(B). 

反 过 来 , 若 代为 一 一 肌 射 ( 即 不 仅 每 一 原 象 只 对 应 一 个 象 , 而 且 不 同 的 原 象 
对 应 不 同 的 象 ). 这 时 每 一 点 QEB- ,由 方程 组 (9) 都 有 惟一 的 一 点 PE 与 之 
相对 应 .由 此 所 产生 的 新 映射 称 为 映射 了 的 逆 了 映射 ( 逆 变 换 ) , 记 作 本 , 即 


TI. B —8B, 
QPP 
或 P= T(Q),QEB. 
亦 即 存在 定义 在 妃 - 上 的 一 个 函数 组 
T= 7r(u,v), y= y(u,v), (10) 


把 它 代 入 (9) 而 成 为 恒等式 : 
u u(r(u,v),y(u,v)), vv(r(u,v),y(u,v)), (11) 
这 时 我 们 又 称 函 数组 (10) 是 函数 组 (9) 的 反 国 数组 . 
关于 反 函 数组 的 存在 性 问题 ,其 实 是 隐 范 数组 存在 性 问题 的 一 种 特殊 情形 . 
这 只 需 把 方程 组 (9) 改 写成 
F(x,yu,v) = u— u(r,y) = 0， 
G(r,yusv) = v— v(rz,y) = 0, (12) 
并 将 定理 18.4 应 用 于 (12) , 便 可 得 到 函数 组 (9) 在 某 个 局 部 范围 内 存在 反 函 数 


组 (10) 的 下 述 定理 . 
定理 18.5( 反 函数 组 定理 ) 设 函 数组 (9) 及 其 一 阶 偏 导数 在 某 区 域 DCR- 


上 连续 ,点 Po(zxo,y0) 是 DD 的 内 点 , 且 


9(u,v) 
wn 一 u (XT0,Y0), vo 一 v(x0,Y0) 3 y) p 天 0， 
” 0 


则 在 点 Po(wuo, vo) 的 某 一 邻 域 U(P2) 内 存在 惟一 的 一 组 反 函 数 (10) ,使 得 ro 
-zuoo),yo=y(zoyzeo), 且 当 (xw,z)E U(CPo) 时 ,有 
(z(u,v),y(u,v)) E U(Po) 


| 


i ed RE 
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以 及 恒等式 (11). 此 外 ,及 消 数组 (10) 在 ULUP,) 内 存在 连续 的 一 阶 偏 导数 , 且 


ez dv/ausv) 9z _ du/a(u,v) 
qz 9y a(xr,y) gz | dy ao(zr,y)’ 
9y gu /uo), oy 9u /uo) 
au 97z/ ozyy)” dw gr/ orzyyh) (13) 


由 (13) 看 到 : 互 为 反 函 数组 的 (9) 与 (10) ,它们 的 雅 可 比 行列 式 互 为 倒数 , 即 
a(usv) XY) 
9(z;y) (uv) 
这 与 (一 元 ) 反 函数 求 导 公 式 ( 1 中 (15) 式 ) 相 类 似 . 
例 2 平面 上 的 点 PP 的 直角 坐标 (x ,y) 与 极 坐 标 (7 ,0) 之 间 的 坐标 变换 公 


式 为 
T= reos0,y = rsindy. (14) 
由 于 
d(x,y) leos0 -rsng| _ 
a(r,0) |sinG rcos0 0 
所 以 除 原点 外 ,在 一 切 点 上 由 函数 组 (14) 所 确定 的 有 反 孙 数组 是 
,VT 
Jarcan >0 
D 


对 于 函数 组 
r= xuv Ww), y= yu,v, WwW), z= z(u,v,w), 
在 相应 于 定理 18.5 的 条 件 下 所 确定 出 的 反光 数组 为 
u = uryys2), v= vx,y 2), W = W(X, yzh)， 
它们 是 三 维 空间 中 直角 坐标 与 曲面 坐标 之 间 的 坐标 变换 . 
例 3 直角 坐标 (z,y,z) 与 球 坐 标 (r,0,p) 之 间 的 变换 公式 为 


T= rsin bcos 0p， 
= rsin bsin 0 ， (15) 
z 二 rcos 0. 
由 于 
az yz) Sin bcos 7 COS Oo0s 9 Sm 0sin 0 
3(7,0,0) = | sin 0Osin P reos sin po rsin bcos 9 
cos 0 一 rsing 0 
= r“sin 0， 


所 以 在 rzsin 0 天 0 即 除去 z 轴 上 的 一 切 点 ， 由 方程 组 (1S) 可 确定 出 >,p，,0 为 
zy,z(z>0) 的 函数 , 印 


= .= Ta Pe Tt ll es pF PE 
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= V rty +t, p= arctan~, 0 = arccos 吕 
x 
例 4 中 9 六 一 克 避 徽 国 数 .对 于 本 数组 w= Zr+earzo= 一 ct 试 把 弦 振 动 方程 
uu gr2 一 3 2 ud 
变换 成 以 u,v 为 自 变 量 的 形式 . 
解 首先 有 w=v=1,w= -wa 从 而 名 多 一 -2a 尖 0, 因 此 所 设 变换 存在 逆 变 


换 ,而 且 又 有 
du = uidx + wdt = dr + adi, dv = dz — adi. 
于 是 按 微 分 形式 不 变性 ,得 到 
dp = pdu + pdv = (pu + pu dr + a(p, - py)di, 
并 由 此 推 知 
pr = put po Pe = a(pu — po). 
按 此 继续 求 以 u,v 为 自 变 量 的 pe 与 pw 如下: 


3 3 
Jr =F pet po)ur + Fo Put po) vr 
= Pi + Pu t+ Puo + Pw = Pu t+ LPuv + go 


9 9 
Gu aT (pe po) us + Fo Pu — Po) vs 


ui 
=a’ (pw — Pu + po). 
借助 这 些 结果 束 得 到 
a prr ~ Pu =4ogm=0， 

即 把 原来 以 x ,i 作为 自 变量 的 弱 据 动 方程 变换 成 以 x ,zw 作为 新 自 变 量 的 方程 为 

9? 

9u9v ” 
而 且 进 一 步 容 易 求 得 此 方程 的 解 的 形式 为 

P = fl(u)t+ g(v) = zz 十 地) 十 g(x 一 ct) 

(参见 第 十 七 章 总 练习 题 7). 四 


1. 试 讨论 方程 组 


在 点 (1, -1,2) 的 附近 能 否 确 定形 如 z= fz),y= g(z) 的 隐 畏 数组: 
2. 求 下 列 方程 组 所 确定 的 隐 函 数组 的 导数 : 


rs 2+y+z =a’, dy d 
(D) | 求 二 ,9 
十 多 三 ， dz 


tr 


， ,ar re ete EE — ,7 -Hpi i oe he eT EJ 
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UT =0,， 求 2 dv ou dv 


az7?ar720y?ay; 


(2) MW 


y—- vw — xu=0, 
(3) (= fl(ur,vty), au dv 

v= g(u -XxX,vy), Ar’ dz 
3. 求 下 列 函 数组 所 确定 的 反 函 数组 的 偏 导 数 : 
=e"+ usmn vv, 


y=e*— ucos v, 


二 Wi+v， 
(2) [ee 求 = . 
z= ui+w, 
4. 设 函 数 z= z(x,y) 是 由 方程 组 
T= ee 7 ， y=e ,z= uv 

(u,v 为 参量 ) 所 定义 的 函数 , 求 当 xz=0,z=0 时 的 dz. 

5. 设 以 u,v 为 新 的 目 变 量变 换 下 列 方程 : 

了 


9 、 
(1) 人 r+y ,v=arctan™; 
x 


(2) 12 2 一 0, 设 w= xy,v= 二 一 . 
ay? YY y 


6. 股 函 数 u 二 u(x,y) 由 方程 组 
uC— f(x,y,z,t), g(y,z2,t) 一 0， h(z,i) = 0 


所 确定 , 求 了 和 尘 
7. 设 w=u(zyz),o=u(zyz) 和 xz=xz(st),y=y(Cst),z=x(syt) 都 有 连续 的 


一 阶 仿 导 数 ,证 明 
ausv) _3(az) Hz) ， 2(z 0) 92) ， a(u,v) DZ: 工 / 


9(s,t) 9(x,y) 9(s,1) tT 9(y,z) a(s,1) ~ 9(z,r) 9(s,t) 
一 ,证明 : 当 0<z< 亚 ,y>0 时 ,wo 可 以 用 来 作为 曲线 坐标 ; 解 


SIN 并 
出 zy 作为 xu 的 因数 ; 画 出 zy 平面 上 =1,v=2 所 对 应 应 的 坐标 曲线 ; ;计算 0 和 y) 


也 一 


8， 设 2 = > 
tan 并 


3( 工 ,并 验证 它们 互 为 倒数 . 


a(u,v) 
9. 将 以 下 式 中 的 (z,y,z) 变 换 成 球面 坐标 (>,0,9p) 的 形式 : 
2 2 NA2 
(+ 


Fu Pu Pu 
= 一 7 十 一 ?十 二 2. 
hu az2 9y 9 2 


» 宅 _ 
,v= 二 ,w= 坊 , 其 中 r=V x+y +z?. 
r 


1 嘱 
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qzyyyz) 


$3 几何 应 用 


在 本 节 中 所 讨论 的 曲线 和 曲面 ,由 于 它们 的 方程 是 以 隐 函 数 (组 ) 的 形式 出 
现 的 ,因此 在 求 它们 的 切线 (或 切 平面 ) 时 都 要 用 到 隐 范 数 ( 组 ) 的 微分 法 . 

一 平面 曲线 的 切线 与 法 线 

设 平 面 曲线 由 方程 

F(xr,y)=0 (1) 
给 出 , 它 在 点 Pu(zo,yo) 的 某 邻 域内 满足 隐 函 数 定理 条 件 , 于 是 在 Po 附近 所 确 
定 的 连续 可 微 隐 函 数 y= F(z)( 或 =g(y)) 和 方程 (1) 在 Po 附近 表示 同一 曲 
线 , 从 而 该 曲线 在 点 Po 处 存在 切线 和 法 线 ,其 方程 分 别 为 
y—y0= f(rzo(z—-zro) (或 x -zo= g (yo)(y - y0)) 

与 


1 人 
yy 一 .230 一 FU Z0 ) (或 x 一 xo = yo) y0)). 
由 于 
f(z) =- (或 g(y) = 总 】 


所 以 曲线 (1) 在 点 Po 处 的 切线 与 法 线 方程 为 

切线 ;F(xo,yo) (x — xo) + F(xo,y0)(y -yo) = 0， (2) 

法 线 : F(zo,y0) (zx 一 Z0) 一 F(zxo, yo)(y yo) = 0. (3) 

例 1 求 第 卡 儿 叶 形 线 (参见 $1 例 2) 

2(z3 +y)—-9ry=0 

在 点 (2,1) 处 的 切线 与 法 线 . 

解 设 Flr,y)=2(z3+y)-9ry, 于 是 FF,=6zx -9y,F==6y* 一 9z 在 
全 平面 连续 , 且 F,(2,1)=15 头 0, (2,1) = 一 12 关 0. 因 此 ,由 公式 (2) 与 (3) 分 
别 求 得 曲线 在 点 (2,1) 的 切线 方程 与 法 线 方程 分 别 为 

1$S(z -2)—12(y-1)=0 即 Sz-4y-6=0, 


-12(z -2)—15(y—-1)=0 即 4r+5y-13=0. 目 
二 空间 曲线 的 切线 与 法 平 四 
下 面 我 们 讨论 由 参数 方程 
L:x= x(t),y = y(t),z = z(t),a 夺 tb (4) 


表示 的 空间 曲线 L 上 某 一 点 Po(xo, yo, zo0) 处 的 切线 和 法 线 方程 ,这 里 zo = 


FL or 1 di er 
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T(t0),y0= y(to), zo = x( to),a 委 li0 委 0, 并 假定 (4) 式 中 的 三 个 函数 在 to 处 可 
寻 , 且 

[zx (to)】 + ly (to + [Lz to) 天 0. 
在 曲线 L 上 点 忆 附近 选取 一 点 P(x,y,z)= 二 P(rot+Ar,yot+Ay,zo+Az), 于 
是 连接 L 上 的 点 Po 与 P 的 割 线 方程 为 


i 


其 中 At=x(tot+Az) — T(to),Ay= y(to+ At)— y(t0),Az= z(tot+ Arz)-— 
z(t0). 以 At 除 上 式 各 分 母 ,得 


J 


当 At—0 时 , P->Po, 且 
E(t0), y(t0), > (0), 
即 得 曲线 工 在 Po 处 的 切线 方程 为 


A0 20 ~ <0 (5) 


z(t0) y(to) z(to) 
由 此 可 见 , 当 xz (10),y (zt0) ,z(to) 不 全 为 零 时 ,它们 是 该 切线 的 方向 数 . 
过 点 Po 可 以 作 无 穷 多 条 直线 与 切线 ! 重 
直 , 所 有 这 些 直线 都 在 同一 平面 上 , 称 这 平面 为 r 


曲线 上 在 点 Po 处 的 法 平面 (图 18 - 5 中 的 平面 、 
n). 它 通过 点 Po, 且 以 L 在 Po 的 切线 /7 为 它 的 
法 线 , 所 以 法 平面 n 的 方程 为 图 18-5 
rt (to)(x — zo) +y (to)(y — y0) + z (to)(z ~ z0) = 0. (6) 
当空 间 曲 线 上 由 方程 组 
F(x,y,2) = 0， (7) 
G(rz,y,z)=0 


给 出 时 , 若 它 在 点 Po(zo,yo,zo) 的 某 邻 域内 满足 隐 函 数组 定理 的 条 件 (这 里 不 
六 设 条 件 (iv) 是 2KE:-G] | ， 天 0), 则 方程 组 (7) 在 点 Po 附近 能 确定 惟一 连续 可 


微 的 隐 范 数组 


r= pz)，y = J(z), (8) 
使 得 xo= p(z0),y0= J(z0), 且 


9(zyy) 9(zyy) 
由 于 在 点 Po 附近 方程 组 (7) 与 函数 组 (8) 表 示 同 一 空间 曲线 ,因此 以 z 为 参量 
时 ,就 得 到 点 Po 附近 曲线 上 的 参量 方程 : : 
T= op(z), y= J(z)z= z. 
于 是 由 (5) 式 曲线 在 Po 处 的 切线 方程 为 


固 dy 1 
dz Pp, dz lp 
即 
TT-Xo0 YY-yY _ ZX- 
9(F,G) oa(F,G) 9(F,G) (9) 
a9(y,z) 9(z, Zz) 9(x,Yy) 
按 (6) 式 曲线 在 Po 处 的 法 平面 方程 为 
a(F,G) oa(F,G) oa(F,G) 
OUCy，z) p (7 -x0) + a(z,Ir) p(y -0) + d(T,y) p -zo) =0. 


(10) 
同样 可 推出 : 当 20 他 或 2 全 在 Po 处 不 等 于 零 时 ,曲线 在 P 处 的 切 


线 与 法 平面 方程 仍 分 别 取 (9) 与 (10) 的 形式 .由 此 可 见 , 当 
a(F,G) 9o(F,G) a(F,G) 
a(y,z) lp ” 9(z,7x) lp,” 9(x,y) ip 
不 全 为 零 时 ,它们 是 空间 曲线 (7) 在 点 Po 处 的 切线 的 方向 数 . 
例 2 求 球面 z*+ y+ z=50 与 锥 面 x*+y = x 所 截 出 的 曲线 的 点 (3， 
4,5) 处 的 切线 与 法 平面 方程 . 
解 区 


F(r,y,z) = rx + y+ z< — 50, 


G(x,y,z2) = XxX +y— Zz”. 


它们 在 点 (3,4,5) 处 的 偏 导数 和 雅 可 比 行列 式 之 值 为 : 


oF _ ,~ 9F _o oF 
ar 人 0 ， 9y 一 8 ， Dv 一 10 ， 
9G _ “39cC_R dG 
a7 = 6, 97 = 8, 32 =-10 
a(F,G) _ a9(F,G) _ a(F,G) _ 
各 yz) 二 100 ， F(Z r) 120,， jy 0， 
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所 以 曲线 在 点 (3,4,5) 处 的 切线 方程 为 : 


— 160 120 0 ， 
部 人 = 0， 
法 平面 方程 为 
-4(T -3)+3(y—4)+0(z—5)= 0， 
即 4Z 一 3y = 0. 0 
三 ”曲面 的 切 平面 与 法 线 
设 曲 面 由 方 种 
F(x,y,z)=0 (11) 


给 出 , 它 在 点 Po(zxo, yoyzo) 的 某 邻 域内 满足 隐 上 函数 定理 条 件 ( 这 里 不 妨 议 
FE (zoyyo,zo) 天 0). 于 是 方程 (Et 在 扣 Po 附近 确定 惟一 连续 可 微 的 隐 国 数 > 
= f(z,y) 使 得 zo = f(xzo,yo), 且 


过 之 F (zyyyz) 口 > F(z,y,2) 


ar F(xryz)’9y F(zr,y,z) 
由 于 在 扩 Po 附近 (11) 与 z= 二 f(x,y) 表 示 同 一 曲面 ,从 而 该 曲面 在 Po 处 有 切 平 
面 与 法 线 ( 第 十 七 章 $1(13) (14)) ,它们 的 方程 分 别 是 


Froy0z0) (2) -三 (zovyoysod(， 0) 
0 F(xo0, Yo, Zo) 9 F,(Xxo0,Y0, 20) M -0 
与 
TX0 _ yy 0 _ 0 
F, (xo, yo, zo0) F,( x0, y0, ZO) -1 
F,( zo, y0, Zo) F, (zxo,y0, 20) 
它们 也 可 分 别 写成 如 下 形式 : 
F(zxo, Yo, 20) (7 一 x0) + F(zxo,y0,20)(Y y0) + 
F,(zro,y0,zZ0)(z 和 z0) =0 (12) 
与 
TX0 J ”20 之 <0 (13) 


F(zxo,y0,20) F(xo,y0,20) F,(xo0, yo0, 0) 
这 种 形式 对 于 F(zxo, yo,z0) 居 0 或 F(zo,yo,z0) 顽 0 也 同样 适合 . 
例 3 求 椭 球 面 zz+2yY2z+3z2=6 在 (1,1,1) 处 的 切 平面 方程 与 法 线 方 在 . 
解 设 F(z,y,z)=z2+2 兴 +32 一 6. 由 于 下 三 27, FE 三 4 二 0z 在 


pit ne i Tt 得 
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全 空间 上 处 处 连续 .在 (1,1,1) 处 F,=2,F,=4,F,=6. 因 此 由 公式 (12)、(13) 


得 切 平面 方程 
2(zx—-1)+4(y—-1)+6(z—-1)=0, 
于 | T+2y+3z=6 
和 法 线 方程 
一 1 yy-1 > 一】 
1 2 3 - 
习 题 


1. 求 平面 曲线 z23 + 3= a23(a>0) 上 任 一 点 处 的 切线 方程 ,并 证 明 这 些 切线 被 坐标 


轴 所 鹤 取 的 线段 等 长 . 


2. 求 下 列 曲线 在 所 示 点 处 的 切线 与 法 平面 : 
(1) 了 = asin2t,y= bsin icos tyz= ccos2t ,在 点 4 
,2). 


(2) 277+3y’ 十 zx: = 二 9,z 二 3z +y ,在 点 (1, 一 
3. 求 下 列 曲 面 在 所 示 点 处 的 切 平面 与 法 线 . 
(1) ?0 在 点 (1,1,2); 


(2 束 + 区 + 三 -在 点 (月 ' 广 月) 
4. 证 明 对 任意 常数 o,p, 球 面 z? + y+ z?=p? 与 锥 面 x?+ y ==tan*p*z 是 正 交 的 . 
5. 求 曲 面 xz*+2y* +3z’=21 的 切 平面 ,使 它 平 行 于 平面 
z+4y+6z = 0. 
6. 求 曲 线 z=t,y= 志 ,z= 二 3 上 求 出 一 点 ,使 曲线 在 此 点 的 切线 平行 于 平面 +2y+ 之 


7. 求 晒 数 


1 二 一 一 一 一 一 一 
/r+ y+ 


在 点 M(1,2, -2) 处 沿 曲 线 


在 该 


T= ty = 2t,z=— 2 


点 切线 方向 导数 . 
8. 试 证 明 ; 函 数 F(z,y) 在 点 Po(zo,yo) 的 梯度 恰好 是 下 的 等 值 线 在 点 P 的 法 问 量 


( 设 下 有 连续 一 阶 般 导数 ). 


9. 确定 正 数 1 ,使 曲面 xzyz =4 与 机 球面 二 ;+ 雹 + 所 =1 在 某 一 点 相 切 ( 即 在 该 点 有 公 


共 切 平面 ). 


10. 求 曲 面 x+y+z = 的 切 平面 ,使 其 垂直 于 平面 fT-y- 廊 z=2 和 zz-y-z= 
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11. 求 两 曲面 
F(xr,y,2) = 0, Cry zh) = 0 
的 交 线 在 zy 平面 上 的 投影 曲线 的 切线 方程 . 


$4 条 件 极 值 


以 往 所 讨论 的 极 值 问题 ,其 极 值 点 的 搜索 范围 十 目 标 蝎 数 的 定义 域 , 但 古 态 
外 还 有 很 多 极 值 问题 ,其 极 值 点 的 搜索 范围 还 受到 各 自 不 同 条 件 的 限制 .例如 ， 
要 设计 一 个 容量 为 V 的 长 方形 利口 水 箱 ,试问 水 箱 的 长 . 宽 、 高 各 等 于 多 少时 ， 
其 表面 积 最 小 ? 为 此 , 设 水 箱 的 长 . 宽 .高 分 别 为 x ,y,z, 则 表面 积 为 
S(r,y,z2) = 2(xz + yz) + ry. 
依 题 意 ,上述 表 面积 函数 的 自 变量 不 仅 要 符合 定义 域 的 要 求 (人工 >0,y>0,z>> 
0) ,而 且 还 须 满足 条 件 


Ty = V. (1) 
这 类 附 有 约束 条 件 的 极 值 问题 称 为 条 件 极 值 问题 (不 带 约 东 条 件 的 极 值 问题 不 
妨 称 为 无 条 件 极 值 问题 ). 
条 件 极 值 问题 的 一 般 形式 是 在 条 件 组 
pe (TisT2,° Ta) = 0, k= 1,2,,m (m<n) (2) 
的 限制 下 , 求 目 标 函 数 
y = f(x Tr2, Ta) (3) 


的 极 值 . 
过 去 遇 到 这 类 极 值 问题 时 ,只 能 用 消 元 法 化 为 无 条 件 极 值 问题 来 求解 .如 上 


面 的 例子 ,由 条 件 (1) 解 出 z= Vizy, 并 代入 函数 S(x,y,z) 中 ,得 到 
V l 1 
F(x,y) = JERRIE 2V (~ 十 二 + XYy. 
然后 按 (下 ,, F,) = (0,0) , 求 出 稳定 点 z=y=》2V, 并 有 z== 方 2V. 最 后 判定 


在 此 稳定 点 上 取得 最 小 面积 $=3V4V2， 
然而 ,在 一 般 情形 下 要 从 条 件 组 (2) 中 解 出 mm 个 变 元 并 不 总 是 可 能 的 .下 面 
我 们 介绍 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 就 是 一 种 不 直接 依赖 消 元 而 求解 条 件 极 值 问题 的 有 
效 方法 . 
我 们 从 F, o 皆 为 二 元 函数 这 一 简单 情况 人 手 . 欲求 函数 
z= f(x,y) (4) 
的 极 值 ,其 中 (x ,y) 受 条 件 


Fi TE ES 中 
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C: p(x,y)=0 (5) 
的 限制 . 
若 把 条 件 C 看 作 (z ,y) 所 满足 的 曲线 方程 ,并 设 C 上 的 点 Po(zxo,y0) 为 f 
在 条 件 (5) 下 的 极 值 点 , 且 在 点 Po 的 某 邻 域内 方程 (5) 能 惟一 确定 可 微 的 隐 函 
数 y=g(z), 则 并 =zo 必定 也 是 z= f(z,g(x))=h(z) 的 极 值 点 . 故 由 下 在 
Po 可 微 ,g 在 zo 可 微 ,得 到 
h’ (zo) = fi(xo,y0) + f(xro,y0)g (zoj = 0. (6) 
而 当 o 满足 隐 函 数 定理 条 件 时 


2 | pr (Xo ,370 ) 
g (70) = py( x0 ,y0) (7) 
把 (7) 代 入 (6) 后 又 得 到 
fi(Po)9,(Po) - fy (Po)9(Po) = 0. (8) 


在 几何 意义 上 ,关系 式 (8) 表 示 曲 面 z= f(x ,y) 的 等 高 线 f(x,y)= 了 (Po) 与 曲 
线 C 在 点 Pu 处 具有 公共 切线 ( 见 图 18 一 6). 


(a) (b) 
图 18--6 


从 而 存在 某 一 常数 10, 使 得 在 Po 处 满足 


f.(Po) + MopzCPo) = 0， 
fy(Po) + Aopy (Po) = | (9) 
9p(Po) = 0. 
如 果 引 入 辅助 变量 4 和 辅助 函数 
LOzyzA)= f(x,y) + Ap(x,Yy), (10) 
则 (9) 中 三 式 就 是 
L(xo,Y0, 20) = f.(Po)+ Aopz( Po) = 0， 
L,(zo,yo,z0) = fy(Po) + Aopy( Po) = 0， (11) 


L(xo,Y0,20) 一 PP0) = 0， 


pe ee hoe dh er oh el ip EE ei EE sh es : 
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这 样 就 把 条 件 极 值 问 题 (4), (5) 转 化 为 讨论 函数 (10) 的 无 条 件 极 值 问题 .这 种 方 
法 称 为 拉 格 明日 溢 数 法 ,(10) 中 的 函数 工 称 为 拉 格 朗 日 函数 ,辅助 变量 4 称 为 


拉 格 朗 日 莱 数 . 
对 于 由 (3) 《2/) 两 式 所 表示 的 一 般 条 件 极 值 问题 的 拉 格 庆 日 果 数 是 


L (x1,T29°°", Tn s A1s 2 
一 f(x1, TX2,°" ) + > Mupk(zhzavzn) (12 ) 
其 中 ,1 ,为 拉 格 朗 日 乘 数 ,并 有 下 面 定理 ; 
定理 18.6 设 在 条 件 (2) 的 限制 下 , 求 函 数 (3) 的 极 值 问题 ,其 中 三 与 cx (R 
=1,2,…,m) 在 区 域 D 内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 若 万 的 内 点 Po(zto ,zto ) 


是 上 述 问 题 的 极 值 点 , 且 雅 可 比 矩 阵 
3zi x 
: : (13) 
9 pm 9 pm 
dz] Oz, F 


的 秩 为 m , 则 存在 m 个 常数 1(0) ，,… ,410) ,使 得 (区 zt0 ,1 ,… ,A0)) 为 
拉 格 朗 日 函数 (12) 的 稳定 点 , 即 (zt ,zt0 ,AAA ) 为 下 述 浆 士 六 个 
方程 : 


间 雪 和 


击 生 忆 关 和 


的 解 . 
当 n=2,m = 1 时 ,定理 的 正确 性 已 在 前 面 作 了 说 明 , 对 于 一 般 情形 的 证 明 
可 参阅 第 二 十 三 章 的 定理 23.19. 
例 1 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 重新 求 本 节 开 头 提 到 的 水 箱 设计 的 问题 . 
解 ”这 时 所 求 问题 的 拉 格 朗 日 函数 是 
L(zT,y,z,A) = 2( Xz + yz)+ xyt+ A(xzyz— V). 
对 工 求 偏 导数 ,并 令 它 们 都 等 于 0: 


snip Th 站 | 
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L, = 2z+ y+Ayz = 0, 
Ly,= 2z+x+Arz = 0, 
L, = 2(x +y)+Ary=0, 
L;= ry—-V=0. 

求 方程 组 (14) 的 解 ,得 


rz=y=2z=vy527,1=- 及 了 (15) 


(14) 


依 题 意 ,所 求 水 箱 的 表面 积 在 条 件 (1) 下 确实 存在 最 小 信 . 由 (15) 知 当 高 为 / 站， 
是 


长 与 宽 为 高 的 2 倍 时 ,表面 积 最 小 .最 小 值 S=3(2V)22， 
例 2 抛物 面 


被 平面 
XTX+y+z=]1 
截 成 一 个 椭圆 . 求 这 个 椭圆 到 原点 的 最 长 与 最 短 距离 . 
解 ” 这 个 问题 实质 上 就 是 要 求 隐 数 

flr,y,2) = Xx” + y* 十 之 
在 条 件 zz+-z==0 及 z+y+z-1=0 下 的 最 大 .最 小 值 问题 .应 用 拉 格 明 
日 来 数 法 , 令 

E(zyyzAAp) = rx + y+ tA(r 二 y —z)+t+u(r+y+z—1). 

对 工 求 一 阶 偏 导数 ,并 令 它 们 都 等 于 0, 则 有 

L,=2r+272+p4= 0, 

L,=2y+2w+p = 0， 

L,=2z—-A+p=0, 


Li=x +y -z=0, 


2 


L,=x+y+z-1=0. 


求 得 这 方程 组 的 解 为 


5 z= y= = 3, 2 -2-3 (16) 


(16) 就 是 拉 格 朗 日 函数 L(xz,y,z,X,4) 的 稳定 点 , 且 所 求 的 条 件 极 值 点 必 在 其 
中 取得 .由 于 所 求 问题 存在 最 大 值 与 最 小 值 (因为 函数 f 在 有 和 界 内 集 {1(T,y,z) 
[x +y =z,r+y+2= 1i1 上 连续 ,从 而 必 存 在 最 大 值 与 最 小 值 ), 改 由 
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所 求 得 的 两 个 值 9+5v3, 正 是 该 椭圆 到 原点 的 最 长 距离 VY 9+5Y3 与 最 短 距 离 
V9-SyV3. 0 
例 3 求 F(z,y，,z) = zz 在 条 件 一 + + 二 = 了 (z>0,y7>0,z>0,r 
>0) 下 的 极 小 值 ; 并 证 明 不 等 式 
3( 工 + 二 + 二 b 
a 5b C YY 4 ， 
其 中 a ,5 ,c 为 任意 正和 实数 ， 
解 ” 设 拉 格 明日 图 数 为 
L(xz,y,zZ,A) = ryz + 4 (二 十 » 十 二 


对 工 求 偏 导 数 并 令 它 们 都 等 于 0, 则 有 


| 一 


L,=%- 广 =0， 

沪 
LA 

> (17) 
L,=zxy- 访 =0，, 

TL 
1 = 工 + 工 + 工 - 二 -=0 

TT yy zz rr 


把 它 代 入 (17) 的 第 四 式 , 求 出 = 汪 . 从 而 函数 上 的 稳定 点 为 z= y=z=37 ,4 


37 
= (37). 
为 了 判断 Fr(3r,3r ,3r)= (37 是 否 为 所 求 条 件 极 (小 ) 值 ,我 们 可 把 条 件 


上 + 省 + 二 = 广 看 作 隐 函 数 z=z(z,y)( 满 足 隐 函数 定理 条 件 ), 并 把 目标 函数 


f(x,y;z)= zyz(x,y)= 二 F(z,y) 看 作 f 与 z= z(x,y) 的 复合 函数 .这 样 ,就 可 
应 用 极 值 充 分 条 件 来 作出 判断 .为 此 计算 如 下 : 
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2 3 
Fi = Yer + Yer + Tyrr = 3 3? 
vs 
2 2 3 
_ Zz” 2 2 
Py rt yt rt Ty ty 
F 2z2z) 
和 .3 
了 
当 r=y=z=3r 有 时， 


Fi = Or = Fy, Fy = 3r, 
FF 一 F2 = 36r’ ~ 97 = 27r* >0. 
由 此 可 见 , 所 求 得 的 稳定 氮 为 极 小 值 点 ,而 且 可 以 验证 是 最 小 值 点 .这 样 就 有 不 


等 式 


(3r)? (zr >0y>0,z>0 且 + 二 + 二 = 了) (18) 


和 (1 1 1 
令 z=a,y=b,z=c, 则 r=| + 二 ,代入 不 等 式 (18) 有 


他 


apc 之 3 人 (二 十 站 十 1)] 


他 


-1 
或 3( 二 + 在 十 二 | < yc 下 (a >0,6 > 0,c >0). 


习 起 


1. 应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 求 下 列 函 数 的 条 件 极 值 : 

(1) flr,y)=x*+y ,着 Xz+y-1=0; 

(2) f(x,y,z,t)=xz+yt+z+t, 有 ryzt 二 c( 其 中 ,yy,z,t>>0,c>0); 
(3) f(x,y,z)= xyzsy 若 x*+y+z =1,r+y+z=0. 

2. (1) 求 表面 积 一 定 而 体积 最 大 的 长 方 体 ; 

(2) 求 体积 一 定 而 表面 积 最 小 的 长 方 体 . 

3，(1) 求 空间 一 点 (zxo, yo; x0) 到 平面 Ar + By+ Cz+ D=0 的 最 短 距 离 . 


4. 证 明 :; 在 ”个 正 数 的 和 为 定 信条 件 


TI 二 2 十 十 aa 一 人 


下 ,这 守 个 正 数 的 乘积 zlz…z， 的 最 大 值 为 所 .并 由 此 结果 推出 n 个 正 数 的 几何 中 值 不 大 
于 算术 中 值 


十 "十 TK， 


十 
Vii 
5. 设 dy dd79" "9 Un 为 已 知 的 7 个 正 数 , 求 
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村 
大 zi ,并 2 一 DY jarrs 
上 二 1 


在 限制 条 件 
1 
下 的 最 大 值 ， 
6. 求 函 数 

f(xi, T2,'"° ,Tn) 一 ri + 2 + 十 2 
在 条 件 

Sa = 1 (a > 0,k = 1,2,…,n) 
下 的 最 小 值 . 


» 
芝 练 习题 


1. 方程 六 一 zx2(1 一 x) =0 在 哪些 点 的 邻 域内 可 惟一 地 确定 连续 可 导 的 隐 晴 数 y = 
f(r)? 
2. 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 连续 ,函数 pg(y) 在 区 间 (c,d) 内 连续 ,而 且 p(y)>0. 
问 在 怎样 条 件 下 ,方程 
p(y) = f(x) 
能 确定 函数 
y= wo (f(r)) 
并 研究 例子 ;(i)sin y+sh y= x; (ii)je ”= 一 sinz. 
3. 设 zy,z)=0,z=g(zyy), 试 求生 ,4 ， 


4. 已 知 的 
gi(X,Yy) 三 G(x,y, f(x,y)), z 二 ,2. 


证 明 : 
) — fz — fy 1 
9(g1, 82 G G 
a( x,Yy) 本 Gir ly lz * 
Cr2x G2y C722 
2 设 z=f(u,v,w), y= gu,v,w),z=h(u, vw) ,+ 
9u du Qu 
adr’ dy OO 


6. 试 求 下 列 方程 所 确定 的 函数 的 偏 导数 了 ,5 区: 


(1) rx +u’ =f(zx,u)tg(r,y,u); 

(2) u= f(z + wu, yu). 

7. 据 理 说 明 , 在 点 (0,1) 近 旁 是 否 存在 连续 可 微 的 f(z,y) 和 g(x,y), 满 足 /(0,1)=1， 
g(0,1)= -1, 是 
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[flxz,y)l +xg(z,y) -y=0, [g(rz,y) PF + yf(z,y)-x=0. 
8. 设 (zo,yoyzoyuo) 满 足 方程 给 
f(x)+ fy) + flz) = Fl(u), g(r)+ g(y) + g(z) = Glu), 
h(xz) +h(y)+h(z) = H(u), 
这 里 所 有 的 函数 假定 有 连续 的 导数 . 
(1) 说 出 一 个 能 在 该 点 邻 域内 确定 x,y,z 为 u 的 函数 的 充分 条 件 ; 
(2) 在 f(z)=x,g(x)=x ,h(x) 三 x 的 情形 下 ,上 述 条 件 相 当 于 什么 ? 
9. 求 由 下 列 方 程 所 确定 的 隐 范 数 的 极 值 : 
(1) z+2ryt+2y:=1; 
(2) (x: + y=a (zr -y) (a>0). 
10. 设 y= F(z) 和 一 组 隐 数 z= p(wu,v),y 一 J(u,v), 那 么 由 方程 jy(u, wv)= 


F(g(z ya)) 可 以 确定 函数 "= o(z) .试用 wu，92， 二 表示 入 dy 


dz dz2 
11. 试 证 明 : 二 次 型 
f(zxyysz) = Ar By: + Cz’* + 2Dyz + 2Exzx + 2Fxry 
在 单位 球面 
zx:+y+z =1 
上 的 最 大 值 和 最 小 值 恰 好 是 矩阵 
A F EF 
由 一 | 上 也 
E DC 
的 最 大 特征 值 和 最 小 特征 值 . 


12. 设 ”为 正 整数 ,z,y>0. 用 条 件 极 值 方法 证 明 : 


2 ‘> (2 ) 


提示 .参照 $4 例 3 的 思想 方法 ,给 出 合适 的 约束 条 件 ， 
13. 求 出 机 球 五 + 瑟 + 瑟 = 1 在 第 一 卦 限 中 的 切 平面 与 三 个 坐标 面 所 成 四 面体 的 最 小 
休 积 . 
14. 设 Po(zo,yo,z0) 是 曲面 下 (zx,y,z)=1 的 非 奇异 点 ,F 在 U(Po) 可 微 , 且 为 n 次 


齐 次 函数 .证 明 : 此 曲面 在 Po 处 的 切 平面 方程 为 
zFz(Po) + ECPo) + zFA(Po) = 7. 


@ ”车 (F., 忆 ,FEs)P 关 (0,0,0), 则 点 Po 称 为 下 的 非 奇 异 点 ,否则 Po 称 为 的 奇异 点 ， 
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$ 1 含 参量 正常 积分 


从 本 章 开 始 我 们 讨论 多 元 孙 数 的 各 种 积分 问题 ,首先 研究 含 参 量 积 分 . 设 
帮 zyy) 是 定义 在 矩形 区 域 尺 =[La,p jxfc,dgj 上 的 二 元 函数 . 当 z 取 [fa ,5] 上 
某 定 值 时 , 纯 数 fx,y) 则 是 定义 在 [c,d] 上 以 y 为 自 变 量 的 一 元 销 数 .倘若 这 
时 f(z,y) 在 [c,dq] 上 可 积 , 则 其 积分 值 是 z 在 [cac,2j 上 取 值 的 函数 , 记 它 为 
T(z) ,就 有 


I(z) = {f(x,y)dy, ze [as CU 


一 般 地 , 设 F(z,y) 为 定义 在 区 域 G = 
[zyjlctz) 和 yy 和 dz),a 乏 zz 入 0 上 的 
二 元 函数 ,其 中 c(z),d(zr) 为 定义 在 |[a ,5 
上 的 连续 函数 (图 19 一 1), 若 对 于 [a,5] 上 每 
一 固定 的 zx 值 , f(x,y) 作 为 y 的 函数 在 闭 
区 间 [c(xz),d(x)j 上 可 积 , 则 其 积分 秆 是 xz 一 
在 [a ,b] 上 取 值 的 消 数 , 记 作 下 (x ) 时 ,就 有 图 19-1 


d(zr) 
F(z) =」 f(x,y)dy, x € [ab (2) 


用 积分 形式 所 定义 的 这 两 个 函数 (1) 与 (2) ,通称 为 定义 在 La ,5j 上 含 参 量 x 的 
(正常 ) 积 分 ,或 简称 含 参量 积分 . 

下 面 讨 论 含 参量 积分 的 连续 性 可 徽 性 与 可 积 狂 . 

定理 19.1( 连 续 性 ) 若 二 元 函数 f(x ,y) 在 矩形 区 域 R=La,6b]Xx|c,d| 
上 连续 , 则 函数 


d 
1(z) = | f(x,y)dy 


在 [a ,6b5J 上 连续 . 
证 设 zE[a,b ,对 充分 小 的 Az, 有 xz+AzEla,pj( 帮 二 为 区 间 的 端 


点 , 则 仅 考虑 Az >0 或 Az<0), 于 是 
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d 

I(x +Az)— I(z) =| [f(x +Az,y) - zy)jdy. (3) 

由 于 fx,y) 在 有 界 闭 域 R 上 连续 ,从 而 一 致 连续 , 即 对 任 给 的 正 数 s ,总 存在 
某 个 正 数 6, 对 R 内 任意 两 点 (x1,y1) 与 (X,Yy2) ,只 要 
Ei < 人， [ly1— yy |<6, 


就 有 
| f(xi1,y1) ~ f(r2,y2) | <e. (4) 
所 以 由 (3),(4) 可 推 得 : 当 |Az |< 9， 


Cz +Az) - zl 和 | fr + Ar,y) -za)ldy 


< | dz = e(d 一 5c). 


© 


这 就 证 得 1(z ) 在 [a ,8J 上 连续 . 口 
同 理 可 证 : 若 f(xz,y) 在 矩形 区 域 R 上 连续 , 则 含 参 量 y 的 积分 
b 
1(y) = | Flz,y)dz (5) 
在 [c ,dj 上 连续 . 


对 于 定理 19.1 的 结论 也 可 以 写成 如 下 的 形式 : 若 f(z,y) 在 矩形 区 域 R 上 
连续 , 则 对 任何 zoEla,5 ,都 有 
d d 
lim| f(x,y)dy = | lim f(x,y)dy. 


这 个 结论 表明 ,定义 在 矩形 区 域 上 的 连续 函数 ,其 极限 运算 与 积分 运算 的 顺序 是 
可 以 交换 的 . 
定理 19.2( 连 续 性 ) 设 二 元 函数 f(x ,y) 在 区 域 
G = {(z,y)| ce(z)< yd(r),a rob) 
上 连续 ,其 中 c(r),d(z) 为 [a ,b] 上 的 连续 函数 , 则 函数 


d(xz) 
F(x) = | ,fr ,dy (6) 


在 [a ,5] 上 连续 . 
证 ”对 积分 (6) 用 换 元 积分 法 , 令 
y= c(r)+it(d(z) — c(r)). 
当 y 在 c(z) 与 d(z) 之 间 取 值 时 ,z 在 [0,1j 上 取 值 , 且 
dy = (d(x) - c(x))di. 


所 以 从 (6) 式 可 得 


1 二 ns Pp Pe .Ph i i er i 
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F( ) -| )d 
之 7/ 一 (2) 之 /QUY 


1 
-| ze(z)+etd(z)- cz)))(d(z) - cz))de 


由 于 被 积 函 数 
flrc(r) +t(d(rz) -cec(r)) (ad(r) — cc(r)) 

在 矩形 区 域 [a ,65]x10,1] 上 连续 ,由 定理 19.1 得 积分 (6) 所 确定 的 卫 数 F(xz) 
在 La,5j 上 连续 . 品 

下 面 讨 论 含 参量 积分 的 求 导 运算 与 积分 运算 的 可 交换 性 . 

定理 19.3( 可 微 性 ) 车 函 数 f(z ,y) 与 其 偏 导数 所 (x,，y) 都 在 矩形 区 域 
R=[a,bjx[c,d] 上 连续 , 则 

d 
T(z) = | f(z,y)dy 
在 [a,5j 上 可 微 , 且 
dq ad 
| fr,3)dy = | 有 rz)dy 
证 ”对 于 [a,b |] 内 任 一 点 工 , 设 T+AxEla,bj( 若 区 为 区 间 六 上 护 , 则 讨论 


单 侧 导数 ) , 则 


T( 六 +Azrh) 一 TOz) _ | A 
z c Az 


由 微分 学 的 拉 格 朗 日 中 值 定 理 及 户 (z,y) 在 有 界 闭 域 R 上 连续 (从 而 一 致 连 
续 ) ,对 任 给 正 数 。 ,存在 正 数 5, 只 要 当 |Ax|<6 时 ,就 有 


人 ea 


一 f(z 十 OAz ,y) — f(x,y) < E€, 
其 中 96€ (0,1). 因 此 


A -fdy 


< 人 Ac 划一 大 fl) ey 
<e(ld-c). 
这 就 证 得 对 一 切 zxE[a,5b], 有 
d 
-CT( 工 ) =] f(z,y)dy. 0 


定理 19 .4( 可 微 性 ) 设 f(z,y),f.(z,y) 在 Kk= [ap 欠 [p,q 上 连续 ， 
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(zid) 为 定 文 在 La 14 上 二 全 会 于 - 才 9 让 的 本 征 丁 玫 , 见 是 数 
F(x) = | fC,y)dy 
在 [a ,5b5] 上 可 微 , 且 
F(zx)= [zdy + f(r,d(zr))d (zr) - f(r,c(r))e (x). (7) 
证 把 F(z) 看 作 复合 函数 : / 
F(z) = H(z,c,d) = | f(z,3)dy, 


c= cec(r),d = d(z). 
由 复合 函数 求 导 法 则 及 活动 上 限 积分 的 求 导 法 则 ,有 


d _aH ,9Hdc ,29Hdd 
gzt (7) = az ”dc dr ad dz 


d(x) 
-| | 产 (人 ,279 十 f(r,ad(r))d (x) —- f(r,c(rT))e (zr). 品 


关于 函数 I(z) 和 F(x) 的 可 积 性 ,可 由 定理 19.1 与 定理 19.2 推 得 : 

定理 19.5( 可 积 性 ) 车 f(xz,y) 在 矩形 区 域 R=[La,b]X[c,dj 上 连续 , 则 
I(z) 和 J(y) 分 别 在 [a ,5j 和 [Lc ,a jj 上 可 积 . 

这 就 是 说 :在 f(z,y) 连 续 性 假设 下 ,同时 存在 两 个 求 积 顺 序 不 同 的 积分 : 


EE 与 [| fC ey 
为 书写 简便 起 见 ,今后 将 上 述 两 个 积分 写作 
faz] rz 本 fas] fz,9)az, 


前 者 表示 f(x,y) 先 对 y 求 积 然后 对 xz 求 积 ,后 者 则 求 积 顺序 相反 .它们 统称 为 


累 次 积分 ,或 更 确切 地 称 为 二 次 积分 . 
下 面 的 定理 指出 ,在 f(z，,y) 连 续 性 假设 下 , 累 次 积分 与 求 积 顺 序 无关 . 
定理 19.6 若 f(x,y) 在 矩形 区 域 R=[a,b]xLc,d]j 上 连续 , 则 


| | f(z,»)ay = mad (8) 


Ti(u) = az] fz,»)0y, 


d u 
L(x) -| dy| f(x,y)dz, 
其 中 wu Efa,b], 现 在 分 别 求 11(w) 与 12(w) 的 导数 ， 
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Ti(u) = 0| rz)dz = I(u). 
对 于 Lo(w), 令 H(w,y) = | fCz,y)dz, 则 有 


4 
Lu) = | Hlu,y)dy. 
因为 昌 (w,y) 与 H,(wu,y) 二 f(w,y) 都 在 R 上 连续 ,由 定理 19.3， 


d d 
Lu) = 后 | HO,y)dy = | Ho(u,y)dy 


-| fu,y)dy = I(w). 


故 得 I (w) = 了 1(w), 因 此 对 一 切 wE€[a,6bj], 有 
(wu) = JL(u) + (k 为 常数 ). 
当 w=a 时 ,Ti(a)= Ila)=0, 于 是 上 =0, 即 得 
Ti(u) = xl, uw €E [a,b]. 
取 w=b ,就 得 到 所 要 证 明 的 (8) 式 . 四 


lt+a 
例 1 求 lim | dz 
oa—0 a 


1+x2+ a 
解 记 I(a) =|” 一 笃 一 ; .由 于 a,1+a, 一 让 一 5 都 是 a。 和 zz 的 
TT a 1+ x +a. “) “1+zx2+a? 
连续 函数 ,由 定理 19.2 知 I(a) 在 a=0 外 连续 ,所 以 

1 
limiI(a) = 1(0) -| 
ca 0 


例 2 计算 积分 


i jn(1 + 
1 =| dz 
0 x 


解 ”考虑 含 参量 积分 
1 
I(a) -| In(1+ oer) 


1+z 
显然 1(0)=0,1(1)= 了, 且 也 数 I(a) 在 R=[0,1]x[0,1|] 上 满足 定理 19.3 的 
条 件 ,于 是 


/ 1 二 
1 (a) = |， (1 +z)(1+ 元) 
因为 


|- a 
(1+z2)(1+ar) 1+azA1+z 1+tar/’ 
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所 以 
， 1 | a | x -| C 
Ta) = 二 (| Eade + ,I+ dz dz 
1 


[arctan z| 十 3In(1 十 z2) | — ln(1 + ar) | | 


[a 和 + In2 -In(l+ a)|. 


因此 


jr (a )da -| 一 4 


= 到 In(1+a ?| + 地 In 2 arctan a| — 1(1) 


RDn 2 二 gln2 ~ I(1) 
| 
4 ln 


2 — I(1). 


| roaa _ TD -Fo) = 10), 


所 以 I=1(1)=gIn2. 品 
例 3 设 Flz) 在 z=0 的 某 个 邻 域 内 连续 ,验证 当 |z| 充分 小 时 , 咕 数 
1 ™ 让 
p(z) = re — 1)" f(t)d (9) 


的 各 阶 导数 存在 , 且 p(x)= f(x). 
解 ” 由 于 (9) 中 被 积 函 数 F(zx,it)= (zx 一 1)”!f(z) 及 其 人 篇 导数 F(z,z) 


在 原点 的 某 个 方 邻 域内 连续 ,于 是 由 定理 19.4 可 得 
pr(z) =T nD -fd + tris)" f(z) 
1 nn 
ke Ne: 一  ) “f(z)dz. 


辣 理 
pr(z) = Td) (zx -0)" fl)d. 


如 此 继续 下 去 , 求 得 & 阶 导数 为 
pt 人 (并 ) _ [| (x 四 1 )"- 一 1 p( 4)dz. 


二 
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特别 当 展 = 半 -1 时 有 
pt (xz) 一 | fq, 
0 . 


于 是 p(”"(z)= f(z). 附 带 说 明 , 当 z=0 时 ,p(x) 及 其 各 阶 导 数 为 
p(0) = 0 (0) = … = gD(0) = 0. 0 


例 4 Rh (b>a>0). 


解 因为 | zrdy = 二 一 


1 = pp, 


由 于 函数 x 在 R=[0,1j x[a,65] 上 满足 定理 19.6 的 条 件 ,所 以 交换 积分 顺序 
得 到 


[= | dy| vas -| Tdy = ni 四 


习 题 
1. 设 F(z,y)=sgn(z- y)( 这 个 函数 在 xz=y 时 不 连续 ), 试 证 由 含 参 量 积分 


1 
F(y) = | fz)az 


所 确定 的 函数 在 ( -~ co ,%) 上 连续 ,并 作 函 数 F(y) 的 图 象 . 
2. 求 下 列 极限 


1 2 
(1D)lim| wv z+a’dz; (2) jim| Zecos oardz. 
立 一 1] 站 0 


2 


3. 设 F(x) = | cm dy , 求 FF (x). 
4. 应 用 对 参量 的 微分 法 , 求 下 列 积分 : 


GD lnfa2sin2zr 十 b*cos rT dr: 


尖 


(2) | aa _2aoos 工 十 oa2)dz， 


5. 应 用 各 Ht 求 下 列 积分 ， 
(1) | sin(In dr (b>a>0); 
0 


(2) 人 三 dz (bs>a>0). 


时 -已 


6. 试 求 累 次 积分 : 
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] 1 2 _ 2 
洲 VY 开 一 
并 指出 它们 为 什么 与 定理 19.6 的 结果 不 符 . 


7. 研究 函数 F(y) = | i 的 连续 性 ,其 中 f(z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 是 正 的 连续 函 
数 . 
8. 设 函 数 FA(z) 在 闭 区 间 [a,Aj 上 连续 ,证 明 : 
lm | Lt) -Ad = fa) fla) (aa<z<A) 


F(zr,y) = | — x) f(z)dz, 


其 中 f(z) 为 可 微 函 数 , 求 F(x ,y). 
10. 设 


dp 
E(k)= | ° V1- ksinodo, Fl(k) = 
| | | o VT kisnig 


其 中 0<&<1I( 这 两 个 积分 称 为 完全 椭圆 积分 ). 
(1) 试 求 E(k) 与 F(%) 的 导数 ,并 以 E(E) 与 FE) 来 表示 它们 ; 
(2) 证 明 E(k) 满 足 方程 
E(k) + 7E (8) + EA -0. 
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一 ”一 致 收 钱 性 及 其 判别 法 
设 函 数 f(z ,y) 定 义 在 无 界 区 域 R= |(zx,y)larb, cEy<+ co 出 上 ， 
若 对 每 一 个 固定 的 zE[a ,oj ,反常 积分 


| f(z,y)dy (1) 
都 收敛 , 则 它 的 值 是 zx 在 [a ,b] 上 取 值 的 函数 , 当 记 这 个 函数 为 1x) 时 , 则 有 
1(z) = | f(x,y)dy, x € [a,b) (2) 


称 (1) 式 为 定义 在 [a ,5b] 上 的 含 参量 x 的 无 穷 限 反 常 积分 ,或 简称 含 参 量 反 常 积 
分 . 


@ 无 界 区 域 R 也 可 简单 地 记 为 R= [a,5b]Xlec,+%). 
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如 同 反 常 积分 与 数 项 级 数 的 关系 那样 , 含 参量 反常 积分 与 子 数 项 级 数 在 所 
研究 的 问题 与 论证 方法 上 也 极为 相似 . 

首先 引入 含 参 量 反 常 积 分 的 一 致 收敛 概念 及 柯 西 准则 . 

定义 1 夺 仿 参量 反常 积分 (1) 与 也 数 T(z ) 对 任 给 的 正 数 es ,总 存在 某 一 实 
数 N 之 c ,使 得 当 M>N 时 ,对 一 切 xE1a,651, 都 有 


| fz,y)dy 一 1(z)| < es， 
Bh 
上 zy)ay| < e， 


则 称 含 参 量 反常 积分 (1) 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 于 zy) ,或 简单 地 说 含 人 参量 积分 
(1 在 [a ,bj 上 一 致 收敛 . 

定理 19.7( 一 致 收敛 的 柯 西 准则 ) ” 含 参 量 反 常 积分 (1) 在 [a ,2j 上 一 致 收 
敛 的 充 要 条 件 是 :对 任 给 正 数 e ,总 存在 某 一 实数 M >c ,使 得 当 Al,A，>M 
时 ,对 一 切 zELa,p], 都 有 


和 za < e， (3) 


例 1 证 明 舍 参量 反常 积分 


| Sin XY dy (4) 
0 y 


在 [S, + eeo) 上 一 致 收 伍 (其 中 人 >0), 但 在 (0, + oo ) 内 不 一 致 收 令 . 
证 ” 作 变 量 代 换 x = zy ,得 


十 co _， 二 OD 。 
| sin yg | SIm u ji, (5) 
A 人 Ar 夷 


其 中 A>0. 由 于 | ” 宫 qu 收 敏 , 故 对 任 给 正 数 s ,总 存在 正 数 M ,使 当 A“> 
0 
M 时 ,就 有 
| in tq | < Ee. 
A Ww 
取 A5>M, 则 当 A > 党 时 ,对 一 切 xz 之 >0, 由 (5$) 式 有 
| gy | <e, 
yy 


所 以 (4) 在 + 之 6 >0 上 一 致 收敛. 
现在 证 明 (4) 在 (0, + %) 内 不 一 致 收敛 .由 一 致 收敛 定义 ,只 要 证 明 :存在 茶 
一 正 数 so ,使 对 任何 实数 M(>c), 总 相应 地 存在 某 个 A>M 及 某 个 过 GE 
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.a ,b ,使 得 


| fr,y)dy 之 <0. 
A 
由 于 非 正常 积分 | ”Sadu 收敛 (在 本 节 例 6 中 我 们 将 求 出 这 个 积分 的 


值 ), 故 对 任何 正 数 so 与 M ,总 存在 某 个 z(>0) ,使 得 
| mg - | Sn tg | < eo, 


Mr UU u 


'™ snu "™ sin wu “gnu 
| —— du-— ey <| -dx <| du + eo. (6) 
0 u Mr HU 0 w 


现 令 eo = 当 | 。 开 &dw ,由 (5) 及 不 等 式 (6) 的 左 端 就 有 


二 co ， +oo  。 
| sn zygy = | du > 2e0 ~ eo = eo. 
M Mr: 


y 
所 以 (4) 在 (0, + co ) 内 不 一 致 收 伍 ， OD 
关于 含 参 量 反常 积分 一 致 收敛 性 与 函数 项 级 数 一 致 收敛 之 间 的 联系 有 下 述 
定理 . 


定理 19.8 含 参量 反常 积分 (1) 在 [a ,2] 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 :对 任 一 
趋 于 + oo 的 递增 数列 {A,}( 其 中 A1= c) ,函数 项 级 数 


Sry)ay = Dule) (7) 


n=] 


在 [a ,bj 上 一 致 收 钱 . 
证 [必要 性 ] 由 (1 在 [ca,5] 上 一 致 收敛 , 故 对 任 给 s >0, 必 存在 M>c ,使 
当 A”>A’>M 时 ,对 一 切 xEla,bj, 总 有 


| Casey| < &. (8) 


又 由 A -+oco(2 一 co), 所 以 对 正 数 M ,存在 正 整 数 NN ,只 要 当 m>>n>N 时 ， 
就 有 A > A, > M. 由 (8) 对 一 切 x€E[a,6bj, 就 有 


A A 
[un(T)+ :+ umn(r)| = YC, 3)dy 十 十 | f(r,y)dy 
= fy)dy < Ee. 


这 就 证 明了 级 数 (7) 在 [a ,6 上 一 致 收 伍 . 
[充分 性 ] 用 反 证 法 .假若 (1) 在 [a ,5] 上 不 一 致 收 伍 , 则 存在 某 个 正 数 eo, 使 得 对 于 任 
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何 实 数 M >c ,存在 相应 的 A”>A >M 和 x El[a,65|], 使 得 
1 
| flr ,ydy 
六 
现 取 Mi; maxil,ci, 则 存在 A;>>Ai1>>Mi 及 x1E[La,51, 使 得 


A, 
| f(z)dy| > 
Al 


> 


一 般 地 , 取 人 AI = max{t7m ,Ar 1) (2 之 2), 则 有 4 > A2n -1> MM, 及 za 和 [a ,5 ,使 得 
A 
| ” fxny)dy 之 €0. (9) 
42n-1 
由 上 述 所 得 到 的 数列 | A, 是 递增 数列 , 且 lim A, = + co .现在 考察 级 数 
~ (a +1 
Djun(x) = > fx,y)dy. 


a=1 


由 (9) 式 知 存在 正 数 8&0, 对 任何 正 整 数 NN ,只 要 n> NN, 就 有 某 个 x, ELa,b], 使 得 
A 
| uz (za)| = 下 


这 与 级 数 (7) 在 [a,b] 上 一 致 收 化 的 假设 牙 盾 . 故 含 参量 反常 积分 (1) 在 La ,oj 上 一 致 收敛 . 口 
下 面 列 出 含 参量 反常 积分 的 一 致 收敛 性 判别 法 .由 于 它们 的 证 明 与 函数 项 
级 数 相应 的 判别 法 相仿 , 故 从 略 . 
魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 设 有 函数 g(y) ,使 得 
| Flzy) gy),arEb,cEy<+™. 


车 | gCy)dy 收 伍 , 则 | (zy)dy 在 [a ,6] 上 一 致 收 全 


狄 利克 雷 判 别 法 设 
(i) 对 一 切实 数 N>>c, 合 参量 反常 积分 


| f(z,»)ay 


对 参量 zx 在 [a,8] 上 一 致 有 界 , 即 存在 正 数 AM ,对 一 切 N>c 及 一 切 工 台 
[a ,oj ,都 有 


2n+l 
f(xy)dy | 之 80. 
2 


N 
| fz)dy| < M; 


(ii) 对 每 一 个 zxE[a,p], 函 数 g(z,y) 关 于 y 是 单调 递减 且 当 y 一 + 时， 
对 参量 z,g(z,y) 一 致 地 收 伍 于 0， 
则 含 参量 反常 积分 


| f(z ,y)gCZy)dy 


在 [ac ,2 上 一 致 收 伍 . 
阿 贝 耳 判别 法 设 


. a ae 本 + '" 
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G) | zy)dy 在 [a,5] 上 一 致 收 全 


(i) 对 每 一 个 xE la,bj, 软 数 g(xz,y) 为 y 的 单调 隐 数 ,日 对 参量 z， 
g(x ,y) 在 [a ,5 上 一 致 有 界 ， 
则 含 参量 反 负 积分 


| fz, 8(z,y)dy 


例 2 证 明 含 参 量 反 向 积分 


十 co 


dz (10) 
0 1+z 


在 (- co ,+ 00) 上 一 致 收 钱 . 
证 ”由 于 对 任何 实数 y 有 
COS LY 
1+x” 


| dz 
J TEL + 


收敛 , 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 , 含 参量 反常 积分 (10) 在 (- ,+co) 上 一 


1 


+ 


及 及 常 积 分 


致 收敛 . 口 
例 3 证 明 含 参量 反常 积分 
| ee” smzdzr (11) 
0 X 


证 由 于 反常 积分 | ”dz 收敛 (当然 ,对 于 参量 ”, 它 在 [0,d] 上 一 到 


收敛 ) ,函数 g(z,y)=e ?32 对 每 个 zE[0,d] 单 调 , 且 对 任何 0 委 y 入 dz 二 0 和 部 


有 
[g(x,y)|= je32i 委 1 
故 由 阿 贝 耳 判别 法 即 得 含 参量 反常 积分 (11) 在 [0,4j 上 一 致 收 伍 . 品 
例 4 证 明 ; 若 f(z,y) 在 [a,5b]X[c,+%) 上 连续 ,又 


| zsy)dy 
在 [za ,b)》 上 收 敏 ,但 在 过 = 六 处 发 散 , 则 
| f(r,y)dy 
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在 [a ,5) 上 不 一 致 收敛 . 
证 用 反 证 法 .假若 积分 在 [a ,5) 上 一 致 收 和 敛 , 则 对 于 任 给 s>0, 总 存在 M 
>c, 当 A,A’>M 时 对 一 切 t€E[La,b) 忆 有 


| 
| fy)dy|<e. 
A 
由 假设 F(z,y) 在 [a,6]x[A,A'] 上 连续 ,所 以 | f(z,y)dy 是 z 的 连续 本 
数 . 在 上 面 不 等 式 中 令 x 一 5 ,得 到 当 A >A>M 时 ， 


[fy |< e. 


而 。 是 任 给 的 ,因此 | f(z,y)dy 在 z = 处 收 贫 ,这 与 假设 矛盾 .所 以 积分 


全 (zy)dy 在 [a,6) 上 不 一 致 收 全 ] 
二 含 参量 反常 积分 的 性 质 
定理 19.9( 连 续 性 ) 设 F(z,y) 在 [ae,8]x[c,+co) 上 连续 , 知 含 参量 芭 
党 积分 
Iz) = | f(r,y)dy (12) 


在 [a ,5] 上 一 致 收敛 , 则 I(z) 在 [a,5] 上 连续 . 
证 ”由 定理 19.8, 对 任 一 递增 且 趋 于 + co 的 数列 1A,| (Al = c) ,函数 项 级 


数 
一 A 一 
1(z) = DD) fr,y)dy = Dk) (13) 


二 = 上 


在 [a .5 上 一 致 收敛 .又 由 于 f(zx,y) 在 [a,5] X[c,+%) 上 连续 , 故 每 个 
(xz) 都 在 [a ,5] 上 连续 .根据 函数 项 级 数 的 连续 性 定理 , 曙 数 T(z) 在 La ,5j 上 


连续 . 品 
这 个 定理 也 表明 ,在 一 致 收敛 的 条 件 下 ,极限 运算 与 积分 运算 可 以 交换 : 


tim| (zsy)dy = | Fazoy)dy = | lim f(z ,y)dy. (14) 
定理 19.10( 可 微 性 ) 设 f(z,y) 与 f(z,y) 在 区 域 [a,bjXxlc,+%) 上 
过 续 . 荐 1(z) = (zy)dy 在 [a ,6] 上 收敛 ,| f(x,y)dy 在 [a,6] 上 一 


致 收 和 伍 , 则 I(z ) 在 [a ,bj 上 可 微 , 且 
T(z) -| 万 (zyy)dy， (15) 
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证 ”对 任 一 递增 且 趋 于 + % 的 数列 1A, (Al=c), 令 

1 

un (I) = | "f(z,y)dy. 
A 

由 定理 19.3 推 得 

A 

un (ZZ) -| f(x,y)dy. 
4 


由 | f(z,y)dy 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 及 定理 19.8, 可 得 函数 项 级 数 


ad A 十 1 
> wz) = DD) zy)dy 
n=l n=1” A 
在 [a ,5 上 一 致 收敛 , 民 此 根据 函数 项 级 数 的 逐 项 求 导 定理 , 即 得 
一 [人 A +1 +™ 
T(xr) = 2 un ( 工 ) = 2 f(r,y)dy -| f(z,y)dy, 
或 写作 
三 | f(r,y)dy = | Ef(r,y)dy. UL 


最 后 结果 表明 在 定理 条 件 下 , 求 导 运算 和 积分 运算 可 以 交换 , 
定理 19.11( 可 积 性 ) 设 f(x,y) 在 [a,b51X[c,+%) 上 连续 ,者 I[(x) = 


[zy)dy 在 [a,5] 上 一 致 收 伊 , 则 I(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 且 


| az] mca 一 fay) miz,y)az (16) 


证 ”由 定理 19.9 知道 (x) 在 [a ,bg] 上 连续 ,从 而 I(z) 在 [a ,51 上 可 积 . 
又 由 定理 19.9 的 证 明 中 可 以 看 到 ,函数 项 级 数 (13) 在 [a ,5] 上 一 致 收 伍 ， 
且 各 项 w (z) 在 [ea,8] 上 连续 ,因此 根据 函数 项 级 数 逐 项 求 积 定理 ,有 


| rz)dz 一 > | ww(z)dz = > | az| zy) 


并 一 1 a 


一 S| ay| Fr,y)dz, (17) 
xn 二 1 A, a 
这 里 最 后 一 步 是 根据 定理 19.6 关于 积分 顺序 的 可 交换 性 .(17) 式 又 可 写作 
十 oo b 
| rz)dz =| dy| f(x,y) dz. 


这 就 是 (16) 式 ， 0 
当 定 理 19.11 中 x 的 取 值 范围 为 无 限 区 间 [a ,+ %) 时 , 则 有 如 下 的 定理 : 


定理 19.12 设 f(x,y) 在 [a,+ 吕 )X[c,+%) 上 连续 . 右 
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(| f(z,y)dz 关于 y 在 任何 闭 区 间 [c,d] 上 一 致 收 合 ,| f(z,y)dy 
关于 之 在 任何 闭 区 间 [a ,5j 上 一 致 收敛 ; 


(ii) 积分 
| a | flz,y) 1 dy s| dy | f(x,y) 1 dz (18) 
中 有 一 个 收敛 ， 
则 (18) 中 为 一 个 积分 也 收 匆 , 且 
| az Ag = | dy) flz,y)dz, (19) 


证 不 妨 设 (18) 中 第 一 个 积分 收敛 ,由 此 推 得 
| az]| f(r,»)dy 
也 收敛 . 当 d > c 时 ， 
1 = ay] fzswdr -| or] zay| 


= fay fz,y)ax -| sz f(z,3)ay -| sz f(r,»)dy . 
根据 条 件 (i) 及 定理 19.11, 可 推 得 
5 =| dz fry)ay) 


<|| az] rz)dy +| az| | f(x,y) | dy. (20) 
由 条 件 (ii) ,对 于 任 给 的 es>0, 有 G>a, 使 当 4>C 时 ,有 
| az| reldy< 2 
A da 


选 定 A 后 ,由 | 7(z,y)dy 的 一 致 收敛 性 ,存在 M>c, 使 得 当 d>M 时 有 


上 Fazy)ay| < 5A a) 
把 这 两 个 结果 应 用 到 (20) 式 ,得 到 
li < 广 十 广 = 6， 
即 lm 14 =0, 这 就 证 明了 (19) 式 . D 
例 5 计算 
I = | ee* msnarg, (p>0,6>a) 
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解 因为 2 好 一 sn az -= | cos zydy ,所 以 


人 


上 


十 oc pb 
-| e 万 | COS zydy jdz 
0 Ua 


sin & SIHn 
_ TX 一 SI Cr 
1=| e dr 
0 


十 oo 
-| dz| e Fecos Tydy. (21) 


由 于 |e ?cos zy|<e- ?及 反常 积分 | erdz 收敛 ,根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 关 
别 法 , 含 参量 反常 积分 
| seu TVydZ 


在 [a ,5] 上 一 致 收 伍 . 由 于 e 如 cos zy 在 [0,+co)x[ta,p] 上 连续 ,根据 定理 
19.11 交换 积分 (21) 的 顺序 ,积分 工 的 值 不 变 . 于 是 


b +o0 6 
加 _ p 
I -| dy| e Acos Tydx = | 72+ yo 
=arctan 之 ~ arctan < [| 
p pp 
例 6 计算 | sn 4zd 
0 .让 
解 在 上 例 中 , 令 5=0, 则 有 
™ 一 如 Sin ax _ a 
F(Cp) = | czdz = arctan 4 (p>0) (22) 


由 阿 贝 耳 判 别 法 可 得 上 述 舍 参 量 反 常 积分 在 p 之 0 上 一 致 收敛 .于 是 由 定理 
19.9,F(p) 在 p 之 0 上 连续 , 且 


+eo ， 
F(0) = | sd 
0 二 


又 由 (22) 式 
F(0) = lim F(p) = lim arctan » = 2 sn a 品 
例 7 计算 和 
p(r) = | ecos rzdz (23) 


0 


解 。 由 于 |e-* cos rz|<<e-” 对 任 一 实数 成立 及 反常 积分 | edz 收 
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敛 吕 ,所 以 积分 (23) 在 rE( 一 ,+ co) 上 收 全 
考察 合 参 量 反 常 积分 
| (e = eos rz) dz = | 


一 erz sin rrdz. (24) 


由 于 | -xe-* sin rz | 忒 xe-* 对 一 切 z 之 0, -r+< + oo 成 立 及 反常 积分 
| ze*dz 收 生 , 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 , 含 参量 积分 (24) 在 
(- co ,+ %) 上 一 致 收 伊 . 

综合 上 述 结果 由 定理 19.10 即 得 


, 十 Co 2 A py 
9 (r) -| — rxe™ sin rrdx = lim | — Xe sin rrdz 
0 +00 0 


1 四 2 , A A 四 放 
= lim (ze Tonrr| 一 二 | re * cos rzdz 
A 2 0 2 全 


= 一 到 se rzrdz =— 7 9(7). 
于 是 有 
0) re 
p(r) = ce 于 
从 而 g(0)=c, 又 由 (23) 式 , 9(0) = | ”edz = 至， 所 以 c= 私 ,因此 得 到 
O(7) = (i 0D 


最 后 简略 地 提 一 下 关于 含 参 量 无 界 函 数 非 正常 积分 . 设 f(x,y) 在 区 域 R 
=[a,b]x[c,d) 上 有 定义 . 若 对 工 的 某 些 值 ,y=4d 为 函数 f(z,y) 的 一 点 , 则 
多 d 

| f(z,y)dy (25) 
为 含 参量 x 的 无 界 函数 反常 积分 ,或 简称 为 含 参 量 反常 积分 . 车 对 每 一 个 6 
[a .5] ,积分 (25) 都 收敛 , 则 其 积分 值 是 二 在 [a,p] 上 取 值 的 函数 . 含 参量 反 稍 
积分 (25) 在 [a ,65] 上 一 致 收敛 的 定义 是 : 

定义 2 对 任 给 正 数 s ,总 存在 某 正 数 $<d - c, 使 得 当 0<7<8 时 ,对 一 


QD 关于 反常 积分 | “。 -dz 的 收 化 性 及 其 什 等 于 次 的 证 明 将 在 第 二 十 二 章 “ 反 党 二 重 积分 


一 节 中 给 出 . 


ri ri pt haa et he rl etd rh | 
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切 zEla,p] ,都 有 
下 f(r,y)dy| < e， 
d—7 


则 称 含 参量 反常 积分 (25 ) 在 [a ,5j 上 一 致 收敛 . 
读者 可 参照 含 参量 无 穷 限 反常 积分 的 办 法 建立 相应 的 合 参 量 无 界 函 数 反常 
积分 的 一 致 收敛 性 判别 法 ,并 讨论 它们 的 性 质 ,这 里 不 再 费 述 了 . 


习 
1. 下 人 
(Dj 共计 一 5dz 在 (一 om,+ m) 上 一 到 收 全 
(2) er”>dy 在 [a,5] (a >0) 上 一 致 收 全 


(3) | ze ™dy 


(i) 在 [a,6]」(a>>0) 上 一 致 收敛 ; 
(ii) 在 [0,5] 上 不 一 致 收敛 ; 


1 
(4) | nkzy)dy 在 [二 ,5] (6 > D) 上 一 致 收 全 
(5) 坚 在 (- mm] (8<1) 上 一 致 收 全 


一 开 
一 出 发 ,计算 积分 


bb 

2. 从 等 式 | e Ydy = = 
+o 一 ar _ -br 

| dr (b>a >0). 


3. 证 明 函 数 
F(y) = | se dz 
在 (一 oS9 ， + ce ) 上 连续 . 
， \ 二 [2 a 
提示 :证 明 中 可 利用 公式 | 。* dz = 
4. 求 下 列 积分 : 


+oo -a rz _ -pr +o° 2 
0 六 衬 一 一 dz (提示 :可 利用 公式 | edz = 汪 ) 
0 .二 0 
4+0o9 4 - 
(2) | es dz | 
0 ft 


G)| 


EP Ee ee sleet ih A ha ne i 
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5. 回答 下 列 问题 . 
(1) 对 极限 lim | ze oy 能 否 施行 极限 与 积分 运算 顺序 的 交换 来 求解 ? 
0 


(2) 对 | dy| (2y - 2zy9)e dz 能 否 运用 积分 顺序 交换 来 求解 ? 


(3) 对 F(x) = | ed 能 否 运 用 积分 与 求 导 运 算 顺 序 交 换 来 求解 ? 


6 cad = La (a > 0) ,证 明 
0 
(| 2 a df 二 (ra 


Le 


(2) £7 eo "dt = VE 1°3 La (n+ 这) 


0 
7 应 用 | 元 守 二 -或 , 吕 。 [2 
8. 1 
I(x) = | zy 
在 [a,5] 上 连续 ,证 明 I(x) 在 [a ,6] 上 一 致 收 化. 
9. 设 在 [a ,+ %) Xf{c,d] 内 成 立 不 等 式 | f(zx,y)| 志 F(z,y). 若 | Fz,y)az 在 y€ 


[cd] 上 一 致 收敛 ,证 明 | ”f(z,y)dz 在 y € [c,d] 上 一 致 收敛 且 绝 对 收 介 


$3 欧 拉 积分 
含 参量 积分 : 
T(s) = | eerrdz， s >0, (1) 
0 
B(p,qg) = | 一 zr)" dz, p>0,g~>0 (2) 


在 应 用 中 经 常 出 现 , 它 们 统称 为 欧 拉 积 分 ,其 中 前 者 又 称 为 格 马 (Gamma) 函数 
(或 写作 太 函数 0) ,后 者 称 为 贝塔 (Beta) 函 数 (或 写作 B 函数 ). 下 面 我 们 分 别 讨 
论 这 两 个 函数 的 性 质 . 

一 醋 尔 数 

P 函数 (1) 可 写成 如 下 两 个 积分 之 和 : 


@ ”为 与 第 二 版 一 致 ,本 书 的 本 消 数 、B 函数 均 用 斜体 希腊 文 , 也 有 些 书 是 用 正体 希 膀 文 的 . 
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i 十 90 . 
T(s) = | zesar +| zerzdz = I(s) +J(s), 
1 


其 中 I(s) 当 5 之 1 时 是 正常 积分 , 当 0<s<<1 时 是 收 钱 的 无 界 函 数 反 常 积 分 (可 
用 柯 西 判别 法 推 得 );J(s) 当 ss>0 时 是 收敛 的 无 穷 限 反 常 积分 (也 可 用 柯 西 判 
别 法 推 得 ). 所 以 含 参 量 积 分 (1) 在 ;>0 时 收敛 , 即 全 函数 的 定义 域 为 ;>0. 

1. Ps) 在 定义 域 ;>0 内 连续 且 可 导 

在 任何 闭 区 间 [a,b51](a >0) 上 ,对 于 函数 [Cs), 当 0 委 z 委 1 时 有 rx’ le-z 


1 
之 xY* ez, 由 于 | x eqz 收 伍 , 从 而 1(s) 在 [a,65] 上 一 致 收敛 ;对 于 J(s)， 


当 1<z<+oo 时 ,有 1e-"<zy-le-*, 由 于 | re xdz 收 伍 , 从 而 J(s) 
在 fa ,5] 上 也 一 致 收 伍 . 于 是 卫 (s*) 在 s>0 上 连续 . 
用 上 述 相同 的 方法 考察 积分 
| (x le *)dz 一 | ze Xdz. 
它 在 任何 闭 区 间 [a,5j(a>>0) 上 一 致 收敛 .于 是 由 定理 19.10 得 到 厂 (s) 在 
[ca ,5] 上 可 导 , 由 ap 的 任意 性 ,TT(s) 在 s>0 上 可 守 , 且 
Tm(s) = [ME Tdzr,s>0. 
仿照 上 面 的 办 法 ,还 可 推 得 古 (; ) 在 s>0 上 存在 任意 阶 导 数 . 
Pt (s) 一 | x!ex*(In Zr)ndz，5s > 0. 
0 
2. 递 推 公式 (s+1)= sT(s) 
对 下 述 积分 应 用 分 部 积分 法 ,有 


A 
| re “dr 三 一 Te 
0 


A A s—1 
+s| TT € dr 
0 0 
A 
一 一 Ase 4 十 ,| x le *dz. 
0 


让 A 一 + co 就 得 到 卫 函数 的 递 推 公式 ， 
T(s+1)= sT(s). (3) 
设 mw<s 委 +1, 即 0<s 到 n 声 1, 应 用 递 推 公式 (3)n 次 可 得 到 
T(s+1)=;sT(s) = s(s— i)T(so1) = … 
=s(s—1):…(s—n)T(s—n). (4) 
公式 (3) 还 指出 ,如 果 已 知 (s) 在 0<s 志 1 上 的 值 ,那么 在 其 他 范围 内 的 函数 什 
可 由 它 计算 出 来 . 
若 s 为 正 整数 关 +T, 则 (4) 式 可 写成 


二 i a Pe 
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T(n+1)= n(n 1).…2. 17T(1) = n!| erzdz 一 7 1. (5) 


0 
3. 本 函数 图 象 的 讨论 
对 一 切 ;>0,T(s) 往 (s) 恒 大 于 0, 因 此 了 (ss) 的 图 形 位 于 z 轴 上 方 , 且 
是 向 下 丁 的 .因为 P(1)= P(2)=1, 所 以 P(s) 在 s>0 上 存在 唯一 的 极 小 点 z0 
且 ziE(12). 又 Ps) 在 (0,zo) 内 严格 减 ; 在 (zo, + co) 内 严格 增 ， 


由 于 TCD) = 工人 = 了 6 (*>0) 及 limPGs+1)= PCD)=1, 故 有 
lim Ps) = lim rl(s+1) 一 十 co ， 
5 0 01 3 

由 (5) 式 及 TT(s) 在 (xo, + ceo) 上 严格 增 可 推 得 


lim T(s) 三 十 oo， 


综 上 所 述 ,六 函数 的 图 象 如 图 19 一 2 中 ;>0 部 分 所 未. 


4. 延 拓 荆 (s) 
改写 递 推 公 式 (3) 为 7 
T(s) = Dstt (6) | 


当 -1<s<0 时 ,(6) 式 右 端 有 意义 ,于 是 可 
应 用 (6) 式 来 定义 左 端 函 数 厂 (s ) 在 (一 1,0) U 
内 的 值 ,并 且 可 推 得 这 时 Ps)<0. 引 了 引 本 4 2 3 43 
用 同样 的 方法 ,利用 TT(s) 已 在 (一 1,0) 1 
内 有 定义 这 一 事实 ,由 (6) 式 又 可 定义 (s) | 
在 (一 2, 一 1) 内 的 值 ,而 且 这 时 (s)>>0. 依 NL 
此 下 去 可 把 (s) 延 拓 到 整个 数 轴 ( 除 了 s = 
0, 一 1, 一 2,… 以 外 ), 其 图 象 如 图 9 一 2 所 
未. 
5. 厂 (s ) 的 其 他 形式 
在 应 用 上 ,T(s) 也 常 以 如 下 形式 出 现 .如 令 z=y , 则 有 


+ oo 
IT(s) = | Xx’ le “dz = ?| Vsrlery dy (s > 0). 


令 I 二 py ,就 有 
T(s) = | zedz 一 p| y le tdy (s > 0,p > 0). (7) 
0 0 
二 了 3 函数 
B 函数 (2) 当 <1 时 ,是 以 二 =0 为 瑕 点 的 无 界 函 数 反常 积分 ; 当 4<1 时 ， 
是 以 z=1 为 瑕 点 的 无 界 函 数 反 常 积 分 . 应 用 柯 西 判别 法 可 证 得 当 p>0,g >0 
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时 这 两 个 无 界 函 数 反 常 积 分 都 收 伍 ,所 以 函数 B(b,9) 的 定义 域 为 p>>0,g>0. 
1. B(p,g) 在 定义 域 p>0,g >0 内 连续 
由 于 对 任何 po >0,gqo>0 成 立 不 等 式 
ml- zr) (1-7r)" ,p> po, gq go, 


1 
而 积分 | zo 1(1 一 z)*1dz 收 剑 , 故 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 知 B(p,9) 在 po 


之 p 之 + co,g 萎 g< + ceo 上 一 致 收敛 .因而 推 得 B(2,9) 在 p>>0,g>0 内 连续 . 
2. 对 称 性 : B(p,g)= B(g,p) 
作 变 换 x=1 一 y, 得 
B(p,gq) -| el — zx) dz 


1 
-| a — y)?* 'y dy = B(g,p). 


3. 递 推 公式 
B(p,g) = Bp,q 1) (p >0,g >1), (8) 
B(p,q) = Sh iB(p 一 19) (p > 1,4 >0), (9) 
B(ps9) = — P-L Bp-i,g-1) (p>1,g>1). 


(p+gqg—-1)(p+a—2) 
证 下 面 只 证 公式 (8), 公 式 (9) 可 由 对 称 性 及 公式 (8) 推 得 ,而 最 后 一 个 公 
式 则 可 由 公式 (8),(9) 推 得 . 
当 p>0,g>1 时 ,有 
B(p,9) =| 1- x)" dz 


| og—l1 |1 _ l 
_zT (x) — 二 十 二 一- -| #0 — rx) “dz 
0 


-2 二 -| [ze _ ap-1(1 x)](1 -zz)9-2dz 
p J0 


_1frl 一 1f1 _ 
-2 一 | zp-l(1T — rx) “dz 一 2 一 | zh 1(1— x)" dz 
pp .0 Pp “0 


q—1 gq—1 
-=——B( ,0 一 1)— ———B(p,g), 
用 p,4d p 


移 项 并 整理 就 得 (8). 口 


站 de 旱 
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在 应 用 中 B 污 数 也 常 以 如 下 形式 出 现 .如 令 = cos wo, 则 有 


2 
B(p,g) = 2| sin’® lygcos? 1opdp. (10) 


T= ,1 r=,d 一 , 则 有 
1 + > (1+y) 和 


+ oo 户 一 
B(p,g) = | 一 一 dy 


十 oo yr 0 :271 
| — dy = -| padi. 
1 (1 + vy)?+9 1 (1+2)7 9 


所 以 
1 pl 十 q—1 
Br 三 > y 
(p q) | (1 十 y)? 9 
三 了 函数 与 了 函数 之 间 的 关系 
当 m,n 为 正 整 数 时 ,反复 应 用 B 苛 数 的 递 推 公式 可 得 


B(m,n) =—2—tB(m,n—1) 


s/s 


dy. 


__n-l1l 7n-2 .1 
m+n-lilm+i+nD-2 下 TB 1 


又 由 于 B(m,1) = | zx” dz = 一 ,所 以 
0 , 
nl] 2 一 一 se 1 1. 
Blm,n) = rr -1m+in-2 m+l1]m (mm — 1)1 


(nC—-1)!l(m — 1)1 


~ (m+nD1)t! 


人 


即 
Bm,n) _ Tn)T(m) (11) 


T(nt+m). 

对 于 任何 正 实数 p,qg 也 有 相同 的 关系 : 
_ TT(Pp)T(q) 
B(p,q) = FOOD) 

这 个 关系 式 我 们 将 在 第 二 十 一 章 $ 8 中 加 以 证 明 . 


( > 0,g > 0). (12) 


i 


= ii 
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2. 计算 sin "wu du sin udu. 
3. 证 明 下 列 各 式 ， 
(D Pte) = | (mi) dr, a >0i 


+o ,a—l 
2) d= P(OPGL-a 0<a<l; 


1 
(3) | 10 eld = La(2,0), p>0,0>0,r>0; 


dr __x 
(| 1+z4 2 
4. 证 明 公 式 


B(p,gq) 一 B(p 十 1,9) + B(p,gq 十 ] ) 


5. 已 知 丁 ( 方 ) =V5, 试 证 
| ze az 二 sr 
6. 试 将 下 列 积分 用 欧 拉 积分 表示 ,并 指出 参量 的 取 值 范围 : 
(1) | sin"zcoszdz; 
0 


(2)| (mi ) dz . 


1. 在 区 间 1 和 &z 委 3 内 用 线性 沙 数 a + bx 近似 代替 f(x) = x“, 试 求 a,6。 使 得 积分 
(a + 和 好 - z?)?dz 取 最 小 值 


2. 设 zx(z) = | k(z,y)v(y)dy, 其 中 


zl(l 一 y), 工 亿 yy， 


k(x,y) = y(1—- zx),xX>y 


与 v(y) 为 [0,1j 上 的 连续 消 数 ,证 明 
: u (x) =— v(x). 
3. 求 函 数 
F(a) 一 | im 人 1 一“ dx 


的 不 连续 点 ,并 作 函 数 下 (a) 的 图 象 ， 


r= i pa ri LE ade i err ia, Te rH He he mB 
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4. 证 明 : 若 | f(z,i)dz 在 z 之 a 时 一 致 收 化 于 F(z), 且 ,lim_/(z,t)=p(:) 对 任何 
Ela,b]C(0,+%) 一 致 地 成 立 , 则 
lim F(z) -| p(t)dt. 
5. 设 /zx) 为 二 阶 可 微 函数 ,F(z ) 为 可 微 函数 .证 明 函数 
(zt) = 本 [lz at) + f(z+ar)] +t]  F(z)dz 


满足 弦 振 动 方程 


Ou _ 2 Ou 
39t “ 3 
及 初 值 条 件 w(x,0)= f(x),w(z,0)= F(z). 
6. 证 明 ， 
1 ln we 
(DS = 一生 


ee 时 


第 一 十 章 曲线 积分 


$ 1 第 一 型 曲线 积分 


以 前 讨论 的 定 积 分 研究 的 是 定义 在 直线 段 上 函数 的 积分 . 本章 将 研究 定义 
在 平面 或 空间 曲线 段 上 孙 数 的 积分 . 

一 ”第 一 型 曲线 积分 的 定义 

设 某 物体 的 密度 函数 f(P) 是 定义 在 0 上 的 连续 函数 . 当 0 是 直线 段 时 ， 
应 用 定 积 分 就 能 计算 得 该 物体 的 质量 . 

现在 研究 当 0 是 平面 或 空间 中 某 一 可 求 长 度 的 曲线 段 时 物体 的 质量 的 计 
算 问 题 . 痛 先 对 2 作 分 割 ,把 02 分 成 n 个 可 求 长 度 的 小 曲线 段 02;(i = 1,2,…， 
n) ,并 在 每 一 个 2; 上 任 取 一 点 忆 .由 于 f(P) 为 (7 上 的 连续 晒 数 , 故 当 0; 的 弧 
长 都 很 小 时 ,每 一 小 段 2; 的 质量 可 近似 地 等 于 f(P;)AQ;, 其 中 AQ; 为 小 曲线 
段 02; 的 长 度 .于 是 在 整个 2 上 的 质量 就 近似 地 等 于 和 式 


Ei 


> f(P)AQ,. 


i 二 1 


当 对 0 的 分 割 越 来 越 细密 ( 即 4 = max Af2; 飞 0) 时 ,上 述 和 式 的 极限 就 应 是 该 
物体 的 质量 . 

由 上 面 看 到 , 求 具 有 某 种 物质 的 曲线 段 的 质量 ,与 求 直 线段 的 质量 一 样 ,也 
是 通过 “分 割 、. 近 似 求 和 、 取 极限 "来 得 到 的 .下 面 给 出 这 类 积分 的 定义 . 

定义 1 设 工 为 平面 上 可 求 长 度 的 曲线 段 , f(z,y) 为 定义 在 L 上 的 项 数 . 
对 曲线 工作 分 割 芽 , 它 把 工分 成 n 个 可 求 长度 的 小 曲线 段 L;(i=1,2,…,n)， 
L; 的 弧 长 记 为 As; ,分 割 工 的 细 度 为 上 荆 汪 = max As;, 在 L; 上 任 取 一 点 (&， 
7;)(i= 二 1,2,…,n). 右 有 极限 


lim 2 f(§&,%)As: = J 
且 J 的 值 与 分 割 T 与 点 (&, 和 %) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 F(z ,y) 在 L 上 的 第 
一 型 曲线 积分 , 记 作 


| Fezy)ds (1) 


Eh i Ed a OH he earn fe ee a er 
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看 工 为 空间 可 求 长 曲线 段 , f(z,y,z) 为 定义 在 工 上 的 函数 , 则 可 类 似 地 


| flz,y,2)ds. (2) 
于 是 前 面 讲 到 的 质量 分 布 在 平面 或 空间 曲线 段 L 上 的 物体 的 质量 可 由 第 


一 型 曲线 积分 (1) 或 (2) 求 得 . 

关于 第 一 型 曲线 积分 也 和 定 积分 一 样 具有 下 述 一 些 重要 性 质 .下 面 列 出 平 
面 上 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 ,对 于 空间 第 一 型 曲线 积分 的 性 奈 , 读 者 可 自行 仿 此 
写 出 . 


1. 车 | fi(zyy)ds(i = 1,2,…,k) 存在 ,c(i = 1,2,…,h) 为 常数 ,由 


| cfi(z,y)as 也 存在 , 且 


| Dafi(r 7) = Do) f(x,y)ds. 
2. 若 曲 线段 工 由 曲线 元 | ,上 L2,… ,LL 首尾 相 接 而 成 , 且 | f(z,y)ds(i 一 
12,…,) 都 存在 , 则 | f(x,y)ds 也 存在 , 且 
| flz,y)ds = 2 zy)ds 
3. 车 | 7(z,y)ds 与 | g(z,y)ds 都 存在 , 且 在 世上 FFGz,y) 和 gzyy)，, 则 


| f(r,»)as <| glz ,y )ds. 


4. 若 | f(z,y)ds 存在 , 则 | |f(z,y)1ds 也 存在 ,上 且 


za <| f(x,y)|ds. 


5. 车 | f(z,y)ds 存在 ,上 的 弧 长 为 *, 则 存在 常数 “ ,使 得 


| f(z ,yj)ds = cs， 


这 里 inf f(z ,ycEsup f(x ,Y ). 
二 第 一 型 曲线 积分 的 计算 
定理 20.1 设 有 光滑 曲线 


= 于 er Hp i 
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1 .T= Pt) ， 
0 1 ap 


盟 数 作 工 ,y) 为 定义 在 L 上 的 连续 苞 数 , 则 
| pz)as = ff (p90) ) /PA rd 3) 
证 ”由 弧 长 公式 知道 ,L 上 由 :=z,-1 到 t= 的 弧 长 
As; = | V p72(t) + yz) dz. 


由 Vg201) + 22) 的 连续 性 与 积分 中 值 定理 ,有 
As =V opr) ty (TA (ti 人 < ri < i). 
所 以 
> 7(s ,mAs - 2 7(p(G)， pV pI FYE At,, 


这 里 zi; 一 {ST 9 Tt; St, 。 设 


0 = > (p(t) ,ve) p(t) ty (rs Vo) + gr) A, 
则 有 

> 7(6 mn)As = > fp) GA PUT WTA + 0o. (4) 
$ At = max [Ati, At2,…, At), 则 当 | 工 呈 一 0 时 , 必 有 At 一 0. 现在 证 明 
limo = 0， 

因为 复合 函数 f(@(z),y(z)) 关 于 z 连续 ,所 以 在 闭 区 间 [a,B] 上 有 和 寞 , 即 


存在 常数 M ,使 对 一 切 :€ [a,PBj] 都 有 
| f(p(t),y(7)) i M. 


再 由 V p(t)+ 2(z) 在 [a,B] 上 连续 ,所 以 它 在 [a,B] 上 一 致 连续 , 即 对 任 给 
的 e>0, 必 存在 6>0, 使 当 At<6 时 有 
ly p(t) + Y(t) -V9 ri) J (ri) ] < es， 


从 而 
io [ 委 eM > Ai = eM(b — a), 
所 以 limo = 0. 
Ar>0 
再 由 定 积 分 定义 ， 


lm Df(p(t), y(t VPA + YUMOAS 
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pb 
- f(g) pO Vp) ty. 


因此 当 在 (4) 式 两 边 取 极 限 后 , 即 得 所 要 证 的 (3) 式 . 品 
当 曲 线 L 由 方程 
y= jy(zr), TE la,b) 
表示 , 且 Jy(xz) 在 [a,5] 上 有 连续 的 导 函 数 时 ,(3) 式 成 为 


| 7689)4s = | fz, (2) VIr VE) der; (5) 
当 册 线 二 由 方程 


zz=py),yE[Lc,d 
表示 , 且 wp(y) 在 [c ,a ] 上 有 连续 导 函 数 时 ,(3) 式 成 为 


a 
| za = | fp(9),9) Vir gy)dy (6) 
例 1 设 工 是 半圆 周 
L: i a0 0 二 tz 

y= asin i, 

试 计算 第 一 型 曲线 积分 | (z2 + y?)ds ， 
解 | (x* + y’)ds = | a? a (cost + simt)dt = ax. 四 

L 0 


例 2 设 工 是 闪 =4z 从 DO(0,0) 到 
A(1,2) 一 段 (图 20 一 1), 试 计算 第 一 型 曲线 积 


分 | ys . 


3 | 2 
0) 
314) | 
= 入 (2V2 1) 0D 
3 . 图 20~1 


仿照 定理 20.1, 对 于 空间 曲线 积分 (2) , 当 曲 线 L 由 参量 方程 x = 9(z),y 
= y(t),zx= X(t),tE[a,B] 表 示 时 ,其 计算 公式 为 : 


| f(t,y,z)ds = | FDC xD)v pt) 十 y(t) + x (td. 
L a 
(7) 
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例 3 计算 | zzd ,其 中 工 为 球面 z*+ y+ zx = 二 a? 被 平面 z+y+z=0 


所 截 得 的 圆周 . 
解 ” 由 对 称 性 知 
| zx“ds = | yas = | zds, 
所 以 
| Zeds = 加 | (zx + y+ 2z’)ds = | ds = 本 Ta 门 


1. 计算 下 列 第 一 型 曲线 积分 : 
(CD | (+ yd ,其 中 工 是 以 O(0,0),A(1,0),B(0,1) 为 顶点 的 三 角形 ; 
(xz? + 72)2ds ,其 中 工 是 以 原点 为 中 心 ,R 为 半径 的 右 半圆 周 ; 


L 


| 

(3) zyds ,其 中 上 为 精 加 五 + 瑟 -1 在 第 一 象 恨 中 的 部 分 ; 
| 
| 


L 


(4) | 1y1ds ,其 中 上 为 单位 圆周 zx?*+ y=1; 


L 


(z2+ y+ zz2)ds ,其 中 工 为 男 旋 线 了 = aocos ty=asin 1,z= 6i(0St 二 270) 的 一 


L 


眉 ; 
(6) | zyxds ,其 中 工 是 曲线 z=t,y= 子 V2,z= 方 人 (0<1<1) 的 一 段 ; 


(7)| V2F Tds ,其 中 是 z+ 滨 + 如 =a? 与 zy 相交 的 图 周 
2. 求 曲线 z=a,y= at,z= 让 at?(0<t<1,4a >0) 的 质量 , 设 其 线 密度 为 p= 和 2 


TaliT sinz), "(0 志 t 志 nn) 的 重心 , 设 其 质量 分 布 是 均匀 的 . 


=a(l— cos 1) 


3. 求 摆 线 | 


4. 车 曲线 以 极 坐标 p= p(9)(91 志 9 志 9,) 表 示 , 试 给 出 计算 | zad 的 公式 ,并 用 此 


公式 计算 下 列 曲 线 积分 : 
(1) | ed ,其 中 工 为 曲线 p=a(0<0< 皇 ) 的 一 段 ; 
L 


(2) | zds ,其 中 工 为 对 数 如 线 pae*(h>0) 在 加 r=。 内 的 部 分 


a hi 
p= r 
rp rr 
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5. 证 明 : 若 函数 f(z,y) 在 光滑 曲线 :z=x(t),y= y(t),tE[a,B] 上 连续 , 则 存在 点 
(xz0,Y0)EL, 使 得 
| xs ,Yds 一 AZzoyyo)AL， 
其 中 AL 为 的 弧 长 . 
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一 ”第 二 型 曲线 积分 的 定义 

在 物理 学 中 还 碰 到 另 一 种 类 型 的 曲线 积分 问题 .例如 一 质点 受 力 F(z，,y) 
的 作用 沿 平面 曲线 工 从 点 A 移动 到 点 B, 求 力 F(z,y) 所 作 的 功 (图 20 一 2). 

为 此 在 曲线 AB 内 插入 x 一 1 个 分 点 Mi， 
MM,…,M,_1; 与 A4A= Mo,B= MM 一 起 把 有 
向 曲线 4B 分 成 n 个 有 向 小 曲线 段 M;-1Mi 
(=1,2,……,2). 若 记 小 曲线 段 Mi_IM; 的 弧 
长 为 As; , 则 分 割 了 的 细 度 为 

[TH = maxAs:. 

设 力 F(x,y) 在 x 轴 和 yy 轴 方 向 的 投影 

分 别 为 P(z,y) 与 Q(z ,y), 那 么 
F(x,y) = (P(xz,y),Q(r,y)). 

又 设 小 曲线 段 M;-1M; 在 z 轴 与 y 轴 上 的 图 20 2 
投影 分 别 为 AXx:; = Xi — Xi-1 己 Ayi= Yi Yi-1 
其 中 (zx;,y;) 与 (zx;-1;,Yi;-1) 分 别 为 分 所 M. 与 M; | 的 坐标 . 记 

Ly _M 一 (Axi, Ay;), 
于 是 力 F(z,y) 在 小 曲线 段 M; 1M; 上 所 作 的 功 
W; ~ F(E, 7): Ly Mm = P(é&,7)Ari + Q(E, 7)Ay， 

其 中 (&,) 为 小 曲线 段 了 -iMM 上 任 一 点 .因而 力 F(z，,y) 沿 曲线 AB 所 作 的 功 
近似 地 等 于 


W = > wi~ > P(E nA + > Ql 六 )Ayi. 


当 细 度 ‖ 全 | 0 时 ， “上 式 右边 和 式 的 极限 就 应 该 是 所 求 的 功 . 这 种 类 型 的 和 式 


极限 就 是 下 面 所 要 讨论 的 第 二 型 曲线 积分 . 
定义 1 设 函 数 P(z,y) 与 Q(z,y) 定 义 在 平面 有 向 可 求 长 度 曲 线 工 : :AB 


上 .对 工 的 任 一 分 割 T, 它 把 工分 成 4 个 小 曲线 段 


J 7 =e tr Hd he Ee ts 
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. M.,_:M. (1 一 1,2,.…,7), 
其 中 Mo = A,M = B. 记 各 小 曲线 段 M;_1M; 的 弧 长 为 As;, 分 割 工 的 细 度 
| T | = tax Asi. 义 设 人 的 分 点 RM 的 坐标 为 (zx; ,yy;), 并 记 AZzi = X; ~— Xi-1, 
Ayi 二 yy; 一 y-1(1 二 1,2,…,n). 在 每 个 小 曲线 段 M;-1M; 上 任 取 一 点 (&, nm), 若 
极限 


lim DP(&, nA + lim > as n;) Ay; 


| 下 -0 I TH-0 ;一 


存在 且 与 分 割 T 与 点 (&， nm) 的 取 法 无 关 ， 则 称 此 极限 为 函数 P(zyy)， 
Q(z,y) 沿 有 向 曲线 世上 的 第 二 型 曲线 积分 , 记 为 
| Plz,y)dz + Q(z,y)dy 或 | P(z,y)dz + Q(z,y)dy. (1) 
上 述 积 分 (1) 也 可 写作 
| Plz,ydz + | Q(z,y)dy 


或 | P(z,y)dz + Q(z,y)dy. 
为 书写 简洁 起 见 ,(1) 式 常 简写 成 
| Pdx + Qdy 或 | Pdz + Qdy. 
L AB 
若 上 为 封闭 的 有 向 曲线 , 则 记 为 
中 Pdz + Qdy. z (2) 
车 记 F(x,y)=(P(zx,y),Q(z,y)),ds = (dz,dy), 则 (1) 式 可 写成 向 量 
形式 | 
| Fds 或 | Fds. (3) 
L AB 
于 是 , 力 F(zx,y)=(P(zx,y),Q(z,y)) 沿 有 向 曲线 L :AB 对 质点 所 作 的 
功 为 
W = | P(r,y)dr + Q(x,y)dy. 
L 


倘 奇 上 L 为 空间 有 向 可 求 长 度 曲 线 ,P(zx,y,z),Q(z,y,z),R(z,y,z) 为 
定义 在 L 上 的 函数 , 则 可 按 上 述 办 法 类 似 地 定义 沿 空 间 有 向 曲线 L 上 的 第 二 型 
曲线 积分 ,并 记 为 

[Plz,y,2)dr + Q(z 2)dy + R(z,y,z)de, (4) 


或 简 与 成 
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| Pdz + Qdy + Rdz. 


当 把 F(z,y)=(P(z,y),Q(z,y), R(Xz,y)) 与 ds = 二 (dzx,dy,dz) 看 作 三 维 向 
量 时 ,(4) 式 也 可 表示 成 (3) 式 的 问 量 形式 . 
第 二 型 曲线 积分 与 曲线 工 的 方向 有 关 . 对 同一 曲线 , 当 方 同 由 A 到 B 改 为 
由 B 到 A 时 ,每 一 小 曲线 段 的 方向 都 改变 ,从 而 所 得 的 Ari,Ay 也 随 之 改变 符 
号 , 故 有 
| Paz + Qdy = 一 | Pdz + Qdy. (5) 


而 第 一 型 曲线 积分 的 被 积 表达 式 只 是 函数 f(z,y) 与 强 长 的 乘积 , 它 与 曲线 L 
的 方向 无 关 . 这 是 两 种 类 型 曲线 积分 的 一 个 重要 区 别 . 
类 似 于 第 一 型 曲线 积分 ,第 二 型 曲线 积分 也 有 如 下 一 些 主要 性 质 : 


1. 若 | Pdz+ Cdy (i 一 1,2,…,k) 存 在 , 则 | ( 2 cPi)dr + ( 2 cQ: )dy 
也 存在 , 且 
| (Dapi)de 十 (2 ciQ; )dy 一 Ci (| Pidz 十 Qidy|， 


zi 一 1 一 上 


其 中 ci(i=1,2,…,k) 为 常数 . 
2. 若 有 向 曲线 是 由 有 向 曲线 1, La，…, Ls 首尾 相 接 而 成 , 且 | Pdz + 


Qdy (i = 1,2,…,k) 存 在 , 则 | Pdz + Qdy 也 存在 , 且 


k 
| Pdz + Qdy = >)| Pdz + Qdy. 
:1 


二 第 二 型 曲线 积分 的 计算 
与 第 一 型 曲线 积分 一 样 ,第 二 型 曲线 积分 也 可 化 为 定 积分 来 计算 . 
设 平面 曲线 


r= 9(t), 
y = J(), t:€ [au,p8]， 


其 中 p(t),y(z) 在 [a,B] 上 具有 一 阶 连续 导 函 数 , 且 扩 A 与 B 的 坐标 分 别 为 
(op(a), J(a)) 与 (p(B), J(B)).X 设 P(xz,y) 与 Q(x,y) 为 L 上 的 连续 函数 ， 
则 沿 工 从 A 到 B 的 第 二 型 曲线 积分 


| P(x,y)dz + Q(z,y)dy 


L: 


- [ppl) ,p29 (0) + Q(p(D pa) dr. (6) 


EP eT hh to mr art ee mili Pt MT 
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读者 可 仿照 §1 中 定理 20.1 的 方法 分 别 证 明 
| Pcz,y)dz = [P(g0) ,p02)) 9 de, 


| Q(z,74y = [QC p(y dr, 


由 此 便 可 得 公式 46) ,这 里 不 再 费 述 了 . 
对 于 沿 封闭 曲线 工 的 第 二 型 曲线 积分 (2) 的 计算 ,可 在 工 上 任意 选取 一 点 
作为 起 点 , 沿 工 所 指定 的 方向 前 进 ,最 后 回 到 这 一 点 . 


例 1 计算 | zydz +(y 一 x)dy ,其 中 工分 


别 沿 如 图 20- 3 中 路 线 
(i) 直线 AB; 
(ii) ACB (抛物 线 :y=2(zx 1) +1); 
(iii) ADBA (三 角形 周 界 ). 
解 (i) 直线 4B 的 参数 方程 为 


TT 二 1+z， 
:E10,1]|. 
y=1+2t, 


故 由 公式 (6) 可 得 


| zydz + (y — x)dy 
AB 


— [ra + t)(1 +2) + 2zjJdt 
0 


1 
=| (1+S +21)dt = 全 
0 


(i) 曲线 ACB 为 抛物 线 y=2(z 一 1)+1,1 亿 x 二 2, 所 以 


| zydz + (yy 一 工 )dy 
ACB 


_ | tz[2(z Da2++r2z-D2z+l-zl4z-1)idz 
1 


2 
= | qoz — 32zx* + 35zx -12)dz = 人 


(ii) 这 里 工 是 一 条 封闭 曲线 , 故 可 从 A 开始 ,应 用 上 段 的 性 质 2 ,分 别 求 沿 


AD,DB 和 BA 上 的 线 积分 然后 相 加 即 可 得 到 所 求 之 曲线 积分 . 
由 于 沿 直线 AD:z = zy=1(0 委 z 委 2) 的 线 积 分 为 


3 
| sydz + (vy— x)dy = | zdz 一 | zaz = 方 ， 
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沿 直 线 DB:z=2,y=y( 委 y 委 3) 的 线 积分 为 
3 
| zydz +(y— x)dy = jo — xX)dy = jG -2)dy = 0. 
沼 直 线 BA 的 线 积 分 可 由 (i) 及 公式 (5) 得 到 


_ _ __ 2 
| zydz + (y— x)dy = | zydz + (y— Zz)dy = 全 
所 以 
.3 _2\__8 
bp zydr+ (y- x)dy = +0+| e)= 3 ， 口 


例 2 计算 | zdy + ydz ,这 里 工 :(i) 沿 抛物 线 y= 2z?, 从 O 到 忆 的 一 段 
(图 20 -4);(ii) 沿 直线 段 0B ;y=2zx;( 过 ) 沿 封闭 曲线 OABO. 
解 (i) | zdy + ydz 


1 
一 | [zC4z) + 2z2]dz 


(i) | zay + ydz = | cz + 2zx)dz 


A(1,0) 


_1. 工 _ 
一 4 7 2. 


图 20 一 4 
(ii) 在 OA 一 段 上 ,y=0,0 志 zx 三 1; 在 AB 


一 段 上 ,x=1,0 过 y 志 2; 在 BO 一 段 上 与 (i 一 样 是 y=2x 从 z=1 到 z=0 的 
一 段 .所 以 

1 
rdy + ydz = | ouz = 0， 


| 
| 


2 
一 一 二 一 2,， 
dy + ydz | laz 


| zady + ydz =-| zdy + ydz 二 一 2 《 见 (i0)). 
因此 
pzdy+ yar =| + +) =0+2-2=0; 四 


对 于 沿 空间 有 向 曲线 的 第 二 型 曲线 积分 的 计算 公式 也 与 (6) 式 相仿 . 设 空间 
有 向 光滑 曲线 工 的 参量 方程 为 
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r= rx(t), 
中 = yi，a 生 上 和 反 8， 
z= z(t), 


起 点 为 (x(a),y(a),z(a)), 终 点 为 (x(B),y(B),z(B)), 则 
| Pdz + Qdy + Rdz 


bp 
= | [P(z(D,y(D,z(D)z CD +TQ(Cz(D (Diz(D)y(D+ 
R(z(t), y(t),z(t))z (#) dz. (7) 
这 里 要 注意 曲线 方向 与 积分 上 下 限 的 确定 应 该 一 致 
例 3 计算 第 二 型 曲线 积分 
[ = | sydz + (xz — y)dy + zx“dz, 


L 是 螺旋 线 .x=acost,y=asin t,z= bt 从 :=0 到 :=x 上 的 一 段 . 
解 ” 由 公式 (7)， 


ri 
1= | a3cos isin2t + qcost 一 a’sin toos t+ a2pcos2r)dt 


1 3.3, 1 2 .2 工 > | 了 . )] 
二 | 一 二 1 一 到 上 十 过 Qe(1+p)LET+ 玉 SinZi 
一 去 aasin3t 一 方 a?sin?t + 42(1 + 6) [t+ | 


一 方 oz2(1 + 5)r 四 


例 4 求 在 力 F(y, 一 +,z+y+z) 作 
用 下 ， 

(i) 质点 由 A 沿 螺 旋 线 L1 到 B 所 作 的 
功 ( 图 20 一 5), 其 中 Lj: 二 acos t,y 二 
asin t ,z= 6t ,0<1<2x; 

(ii) 质点 由 A 沿 直 线 L, 到 B 所 作 的 
功 . 

解 ” 如 本 节 开 头 所 述 ,在 空间 曲线 L 上 
力 F 所 作 的 功 为 


w= |F.ds=)| ydz -rdy+ (rty+z)dy. 
L 
(i) 由 于 dz= 一 asin tdt ,dy = acos tdt ,dz = 三 bdt ,所 以 


2 
W = | ( 一 72sin21 — 2cosct + abcos t + absin t+ b*t )dt 
0 
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= 27(7xp2 一 02). 
(ii) 工 ; 的 参量 方程 为 
二 ay=0,z =L0 入 上 二 2rp. 
由 于 dz=0,dy=0,dz=di, 所 以 


2Tp 
w=| (a+t)dt = 2xb(a + xb). 四 


“三 两 类 曲线 积分 的 联系 
虽然 第 一 型 曲线 积分 与 第 二 型 曲线 积分 来 自 不 同 的 物理 原型 , 且 有 着 不 同 的 特性 ,但 在 


一 定 条 件 下 ,如 在 规定 了 曲线 的 方向 之 后 ,可 以 建立 它们 之 间 的 联系 . 
设 工 为 从 A 到 B 的 有 向 光滑 曲 线 , 它 以 弧 长 ; 为 参数 ,于 是 


X= zx(s), 


L 0 委 5 入 1/， 


‘|y = y(s), 
其 中 1 为 曲线 上 的 全 长 , 且 点 A 与 B 的 坐标 分 别 为 (x(0),y(0)) 与 (zx(7),y(2)). 曲 线 L 上 
每 一 点 的 切线 方向 指向 弧 长 增加 的 一 方 . 现 以 (t,z),(t,y) 分 别 表示 切线 方向 上 与 zx 轴 与 y 
轴 正 向 的 夹 角 , 则 在 曲线 上 的 每 一 点 的 切线 方向 余弦 是 


de =- os (1,7z), PY = 08 (1,y). (8) 
若 P(z,y),Q(zx,y) 为 曲线 L 上 的 连续 函数 , 则 由 (6) 式 得 
| Paz + aady 
- | pz(9,ys))ems (pz) + Q(z(s),y(s))eos (1,y)]ds 
= | [Plz,y)oos (1,7) + Q(z,y)oos (1,y)lds, (9) 


最 后 一 个 等 式 是 根据 第 一 型 曲线 积分 化 为 定 积分 的 公式 . 

这 里 必须 指出 , 当 (9) 式 左边 第 二 型 曲线 积分 中 工 改变 方向 时 ,积分 值 改变 符号 ,相应 在 
(9) 式 右边 第 一 型 曲线 积分 中 ,曲线 上 各 点 的 切线 方向 指向 相反 的 方向 ( 即 指向 弧 长 减少 的 方 
向 ). 这 时 夹 角 (t,z) 和 (1,y) 分 别 与 原来 的 夹 角 相差 一 个 弧度 ,从 而 cos (t,xz) 和 cos (4,y) 
都 要 变 号 . 因此 ,一 旦 方向 确定 了 ,公式 (9) 总 是 成 立 的 . 

这 样 ,根据 条 件 (8) 和 公式 (9) 便 建立 了 两 种 不 同类 型 曲线 积分 之 间 的 联系 . 


习 题 


1. 计算 第 二 型 曲线 积分 ， 
(1) | zdy - ydz ,其 中 工 为 本 节 例 2 中 的 三 种 情况 


(2) | Ca -y)dz+dy ,其 中 工 为 捍 线 z= a(t -sin 1),y=a(l eos t) (0< 委 上 委 2m) 洱 
t 增加 方向 的 一 段 ; 
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(3) 中 一 9 ,其 中 为 圆周 z2+ ?2, 信 逆 时 针 方向 
(4) 中 ydz + sin zdy ,其中 为 y=sin xz (O<z<m) 与 工 灿 所 轩 的 闭 曲线 , 依 顺 时 针 广 
9 ; 
(5) 中 zdz + ydy + zdz ,其 中 工 :从 (1,1,1) 到 (2,3,4) 的 直线 段 
2. 设 质点 受 力作 用 , 力 的 反方 向 指向 原点 ,大 小 与 质点 离 原点 的 距离 成 正比 . 若 质点 由 


3. 设 一 质点 受 力作 用 , 力 的 方向 指向 原点 ,大 小 与 质点 到 zy 平面 的 距离 成 反比 . 夺 质 点 
沾 直 线 =at,y= bt,z=ct(c 关 0) 从 M(a,b,c) 到 N (2a ,265 ,2c), 求 力 所 作 的 功 . 


4. 证 明 曲 线 积 分 的 估计 式 : 
| Pdz 十 Qdy | < IM, 
AD 


其 中 工 为 AB 的 弧 长 ,M = ， max ， AP2 TO 〇 2. 


利用 上 述 不 等 式 估计 积分 
j= | ydx — zdy 
x+y = R” (xzx* 二 Ty 十 vy) 


并 证 明 lim 下 =0. 
5. 计算 沿 空 间 曲 线 的 第 二 型 曲线 积分 : 
GD | zyzdz ,其 中 Lx +y+z =1 与 y=% 相交 的 贺 ,其 方向 按 曲 线 依 次 经 过 1,2， 
L 


7,8 卦 限 ; 
(2) | 一 zx’ )dz 十 (zx- 一 zx’ )dy 十 (并 一 六 )dz， 其 中 于 为 球面 x“ +y + z* 二 1 在 第 一 


卦 限 部 分 的 边界 曲线 ,其 方向 按 曲线 依次 经 过 xcy 平面 部 分 ,yz 平面 部 分 和 zx 平面 部 分 . 
1. 计算 下 列 曲 线 积分 : 
(1) | vd ,其 中 于 是 由 光 = 并 和 z+y=2 所 围 的 闭 曲 线 ; 
(2) | |ylds ,其 中 工 为 双 纽 线 (z?+ y=a?(zr 一 y); 


(3) | zds ,其 中 工 为 圆锥 螺 线 
r= tcosty = tsint,z = 1,t € {0,tol; 


(4) | zy7dy - zzydz ,为 以 a 为 半径 , 贺 必 在 原点 的 右 半 国 周 从 最 上 面 一 点 A 到 最 


pe ei Lore EF — ”Pi hp 2 ee a Hm th 


210 第 二 十 章 曲线 积分 


下 面 一 点 B; 
(5) | 他 = 各 , 工 是 抛物 线 y= 忆 4, 从 A(0, -4) 到 B(2,0) 的 一 段 


(0)| ， “dz + 和 zdz,L 是 维 维 安 尼 曲 线 z*+ y+z = a:,xz:+y = ar(z 衬 0， 


a >0), 若 从 工 轴 正 向 看 去 ,二 是 沿 逆 时 针 方 向 进行 的 . 

2. 设 F(z,y) 为 连续 函数 , 试 就 如 下 曲线 : 

(1) 工 : 连接 A(a,a),C(5,a) 的 直线 段 ; 

(2) 工 : 连接 A(a,a),C(65,a),B(65,5) 三 点 的 三 角形 ( 道 时 针 方 同 )， 
计算 下 列 曲线 积分 : 


| /f(z | faa | fry)dy 
3. 设 f(x,y) 为 定义 在 平面 曲线 弧 段 AB 上 的 非 负 连 续 函 数 , 且 在 AB 上 恒 大 于 堆 . 


(1) 坛 证 明 | /f(x,y)ds >0; 
(2) 试问 在 相同 条 件 下 ,第 二 型 曲线 积分 


| f(z,3)dz >0 


是 否 成 立 ? 为 什么 ? 


EP ai rT mT 
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$ 1 二 重 积 分 概念 


一 平面 图 形 的 面积 

为 了 人 研究 定义 在 平面 图 形 ( 妈 平面 点 集 ) 上 陋 数 的 积分 ,我 们 首先 讨论 平面 
有 界 图 形 的 面积 问题 . 

所 谓 一 个 平面 图 形 P 是 有 界 的 ,是 指 构成 这 个 平面 图 形 的 点 集 是 平面 上 的 
有 界 点 集 , 即 存在 一 矩形 尺 ,使 得 PCR. 

设 P 是 一 平面 有 界 图 形 , 用 某 一 平行 
于 坐标 轴 的 一 组 直线 网 本 分 割 这 个 图 形 
(图 21 一 1). 这 时 直线 网 人 本 的 网 眼 小 
闭 算 形 A; 可 分 为 三 类 :(i) Ai 上 的 点 都 是 

» 局 的 内 点 ;(ii) Ai; 上 的 点 都 是 已 的 外 点 , 即 

Ai 人 己 = 刀 iiii) A; 上 含有 已 的 边界 点 ， 

我 们 将 所 有 属于 直线 网 下 的 第 (i) 类 
小 矩形 (图 21 一 1 中 阴影 部 分 ) 的 面积 加 起 
来 , 记 这 个 和 数 为 sp(T), 则 有 sp(T) 志 图 21-1 
AR( 这 里 AR 表示 包含 P 的 那个 矩形 R 的 面积 ); 将 所 有 第 (i) 类 与 第 (证 ) 类 小 扼 
形 ( 图 21- 1 中 粗 线 所 围 部 分 ) 的 面积 加 起 来 , 记 这 个 和 数 为 Sp(T), 则 有 sp( 人 ) 
SSp(T). 

由 确 界 存在 定理 可 以 推 得 ,对 于 平面 上 所 有 直线 网 , 数 集 {sp( 开 )} 有 上 确 
界 , 数 集 { Sp( 芽 )1} 有 下 确 界 , 记 

Jp = supisp( T)}, Tp = inf Sp( T)}. 


| 

I 
HF 
dg a 
当 妇 


111 LS 


显然 有 
0< Ip Tp. (1) 
通常 称 Ip 为 P 的 内 面积 ,Ip 为 P 的 外 面积 . 
定义 1 若 平 面 图 形 P 的 内 面积 Ip 等 于 它 的 外 面积 Ip, 则 称 P 为 可 求 面 
积 , 并 称 其 共同 值 Ip= Ip= Ip 为 P 的 面积 . 
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定理 21.1 平面 有 界 图 形 P 可 求 面积 的 充 要 条 件 是 :对 任 给 的 s>0, 总 存 
在 直线 网 工 , 使 得 
Sp(T)— sp(T)< e. (2) 
证 [必要 性 ] 设 平面 有 界 图 形 P 的 面积 为 Ip. 由 定义 1, 有 [p= Tp = 
Ip. 对 任 给 的 e>>0, 由 Tp 及 I p 的 定义 知道 ,分 别 存在 直线 网 全 | 与 T, ,使 得 


sp( Ti1) > Ip- 7,Sp(Ts) < Ip+ 3. (3) 


记 了 为 由 五 与 T 这 两 个 直线 网 合并 所 成 的 直线 网 ,可 证 得 中 
SP( T1) < sp( T), Sp(T,) 之 Sp(T). 
于 是 由 (3) 可 得 


sp( T)> Ip-— 7， Sp(T)<Ipt+ 和 
从 而 得 到 对 了 直线 网 本 有 Sp(TT)~ sp(T)<Ee. 
[充分 性 ] 设 对 任 给 的 s>0 ,存在 某 直 线 网 本 ,使 得 (2) 式 成 立 .但 
sp(T) 过 Ip Tp Sp(T). 
所 以 
Ip- {Ip Sp(T)— sp(T)< e. 
由 的 任意 性 ,因此 Ip= Tp, 因 而 平面 图 形 P 可 求 面积 . 中 
» ”由 不 等 式 (1) 及 定理 21.1 立即 可 得 : 
推论 平面 有 界 图 形 P 的 面积 为 零 的 充 要 条 件 是 它 的 外 面积 Ip =0, 即 对 
任 给 的 s >0 ,存在 直线 网 下, 使 得 
Sp(T) < es， 
或 对 任 给 的 s >0 ,平面 图 形 P 能 被 有 限 个 其 面积 总 和 小 于 e 的 小 矩形 所 覆盖 
定理 21.2 平面 有 界 图 形 P 可 求 面积 的 充 要 条 件 是 ;PP 的 边界 KK 的 面积 
为 零 . 
证 由 和 定理 21.1, 已 可 求 面积 的 充 要 条 件 是 :对 任 给 的 s >0, 存 在 直线 网 
个 ,使 得 Sp(T) -sp(T)<e. 由 于 
Sk(T) = Sp(T)— sp(T), 


所 以 也 有 Sk(T)<e. 由 上 述 推论 ,P 的 边界 KK 的 面积 为 零 . 
定理 21.3 若 曲 线 为 由 定义 在 La,5] 上 的 连续 函数 f(z ) 的 图 象 , 则 曲 
线 天 的 面积 为 零 . 


证 由 于 f(z) 在 闭 区 间 La,6b] 上 连续 ,所 以 它 在 [a ,gj 上 一 致 连续 . 因而 


DD 可 仿照 第 九 章 定 积分 中 上 和 与 下 和 有 关 性 质证 明 . 
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对 任 给 的 s >0, 总 存在 SGS>0, 当 把 区 间 [a ,8 分 成 二 个 小 区 间 上 zzjG=1， 
2,… ,nn,X0 二 4 ,ZX, 二 5) 并 且 满 足 
max{Az; = Xx; — xz)i = 1,2,.…,ni<6 


时 ,可 使 f(xz) 在 每 个 小 区 间 [x; _1 ,xz;] 上 的 振幅 都 成 立 wi < 二 一 . 现 把 曲线 K 


按 自 变量 z = zo,zl，…Z 分 成 n 个 小 段 ,这 时 每 一 个 小 段 都 能 被 以 Ax, 为 宽 ， 
w; 为 高 的 小 矩形 所 改 盖 .由 于 这 xn 个 小 矩形 面积 的 总 和 为 
> wan < pa DA 

所 以 由 定理 21.1 的 推论 即 得 曲线 KK 的 面积 为 零 . 口 

我 们 还 可 证 明 : 由 参量 方程 zx=pGt),y=Vt)a 委 上 魏 8) 所 表示 的 平面 光 
滑 曲 线 ( 即 gp,y 在 [a ,Bj 上 具有 连续 的 导 函 数 ) 或 按 段 光滑 曲线 ,其 面积 一 定 为 
零 . 

二 二 重 积分 的 定义 及 其 存在 性 

先 讨论 一 个 几何 问题 一 一 求 曲 顶 柱 体 的 体积 . 设 f(xz,y) 为 定义 在 可 求 面 
积 的 有 界 闭 区 域 忆 上 的 非 负 连 续 函 数 . 求 以 曲面 z= f(z,y) 为 项 ,D 为 底 的 柱 
体 (图 21-2) 的 体积 V. 

采用 类 似 于 求 曲 边 梯形 面积 的 方法 . 先 用 一 组 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 工 把 
区 域 僻 分 成 n 个 小 区 域 oa,(i =1,2,…,n)( 称 本 为 区 域 D 的 一 个 分 割 ). 以 Ac， 
表示 小 区 域 c; 的 面积 .这 个 直线 网 也 相应 地 把 曲 顶 柱 体 分 割 成 nn 个 以 o, 为 底 的 
小 曲 顶 柱 体 V;(i=1,2,…,n). 由 于 f(zx,y) 在 D 上 连续 , 故 当 每 个 o, 的 直径 
都 很 小 时 ,f(x ,y) 在 o, 上 各 总 的 吗 数 值 都 相差 无 几 , 因 而 可 在 o; 上 任 取 一 点 
(&;,7;), 用 以 f(&;,7;) 为 高 ,o; 为 底 的 小 平 顶 柱 体 的 体积 f(&,”;)Ao; 作为 V， 
的 体积 AV; 的 近似 值 (如 图 21 一 3), 即 


图 21 一 2 图 21 一 3 
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AVs ES， 7; )Ao;. 
把 这 些小 平 项 柱 体 的 体积 加 起 来 ,就 得 到 曲 顶 柱 体 体积 V 的 近似 值 


V = DAvV.~ Dl&, 7; ) Ao;. 
当 直 线 网 了 的 网 眼 越 来 越 细密 , 即 分 制 了 的 细 度 | 了 | = max di(d; 为 6 
的 直径 ) 超 于 零 时 ,就 有 


mt 


> 7(e， NA >V, 


至 此 ,读者 已 经 看 到 , 求 曲 顶 柱 体 的 体积 也 与 定 积分 概念 一 样 ,是 通过 “分 
割 .近似 求 和 、 取 极限 ”这 三 个 步骤 得 到 的 ,所 不 同 的 是 现在 讨论 的 对 象 为 定义 在 
平面 区 域 上 的 二 元 函数 .这 类 问题 在 物理 学 与 工程 技术 中 也 常 遇 到 ,如 求 非 均 勾 
平面 的 质量 、 重 心 转动 惯量 等 等 . 这些 都 是 所 要 讨论 的 二 重 积 分 的 实际 背景 . 

下 面 叙述 定义 在 平面 有 界 财 区 域 上 项 数 f(x ,y) 的 二 重 积 分 的 概念 . 

设 也 为 zy 平面 上 可 求 面 积 的 有 界 闭 区 域 , f(z,y) 为 定义 在 D 上 的 函数 . 
用 任意 的 曲线 把 万分 成 二 个 可 求 面积 的 小 区 域 

Ily 09" yO. | 

以 Ao; 表示 小 区 域 c; 的 面积 ,这 些小 区 域 构成 DD 的 一 个 分 割 工 ,以 qd; 表示 小 区 
域 。; 的 直径 , 称 | 了 | = max di 为 分 割 的 细 度 . 在 每 个 c 上 任 取 一 点 (&， 
n;)3 作 和 式 


> f(&, nm)Ao:. 
称 它 为 晒 数 f(x ,y) 在 D 上 属于 分 割 芽 的 一 个 积分 和 . 
定义 2 设 f(zx,y) 是 定义 在 可 求 面 积 的 有 界 闭 区 域 D 上 的 消 数 .J 是 一 个 
确定 的 数 , 厂 对 任 给 的 正 数 e ,总 存在 某 个 正 数 6, 使 对 于 D 的 任何 分 割 工 , 当 它 
的 细 度 上古 | <6 时 ,属于 醋 的 所 有 积分 和 都 有 


DAG, nA -1|< E ， (4) 
则 称 作 z,y) 在 D 上 可 积 , 数 J 称 为 清 数 f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积 分 , 记 作 
= ,yao, (5) 


其 中 /(z,y) 称 为 二 重 积分 的 被 积 数 ,x ,y 称 为 积分 变量 ,D 称 为 积分 区 域 
当 F(z,y)>>0 时 ,二 重 积分 ||F(z,y)de 在 几何 上 就 表示 以 z= /(z,y) 为 


曲 顶 ,D 为 底 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 当 f(z,y)=1 时 ,二 重 积分 |/(z，,y)do 的 值 
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就 等 于 积分 区 域 中 的 面积 . 

由 二 重 积分 定义 知道 ,者 f(x,y) 在 区 域 D 上 可 积 , 则 与 定 积分 情况 一 样 ， 
对 任何 分 割 工 ,只 要 当 | 开 | < 时,(4) 式 都 成 立 .因此 为 方便 计算 起 见 , 常 选 
取 一 些 特殊 的 分 制 方法 ,如 选用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 分 割 DD, 则 每 一 小 网 


眼 区 域 v 的 面积 Ar = AzAy. 此 时 通常 把 ||/(x,y)do 记 作 


rz,y)dzady (6) 


首先 可 以 像 定 积分 那样 类 似 地 证 明 函 数 f(x ,y) 在 有 界 可 求 面积 区 域 D 上 
可 积 的 必要 条 件 是 它 在 D 上 有 乔 . 
设 函数 f(z,y) 在 D 上 有 界 ,T 为 DD 的 一 个 分 割 , 它 把 DD 分 成 n 个 可 求 面 
积 的 小 区 域 cl ,co,,…,o,. 令 
MM 2 


作 和 式 SCT) = Sn ,S(T)= Dm Ac;. 


它们 分 别称 为 函数 flz, y) 关 于 分 割 T 的 上 和 与 下 和 . 二 元 函数 的 上 和 与 下 和 
具有 与 一 元 函数 的 上 和 与 下 和 同样 的 性 质 ,这 里 就 不 再 重复 .下 面 列 出 有 关 二 元 
函数 的 可 积 性 定理 .我 们 只 给 出 定理 21.7 的 证 明 , 其 余 请 读者 目 行 证 明 

定理 21.4 f(xz,y) 在 D 上 可 积 的 充 要 条 件 古 : 

,lim 1S(T) = 一 im 。 s(T). 

定理 21.5 f(x 在 D 上 可 积 的 充 要 条 件 是 : 对 于 任 给 的 正 数 e ,存在 万 
的 某 个 分 割 工 ,使 得 S(T) 一 s(T)<e. 

定理 21.6 有 界 闭 区 域 D 上 的 连续 函数 必 司 积 . 

定理 21.7 设 f(x,y) 是 定义 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 有 界 函 数 . 若 f(z，y) 
的 不 连续 点 都 落 在 有 限 条 光滑 曲线 上 , 则 f(z,y) 在 D 上 可 积 . 

证 不 失 一 般 性 ,可 设 F(z,y) 的 不 连续 点 全 部 落 在 某 一 条 光滑 曲线 L 上. 


记 工 的 长 度 为 1. 于 是 对 任 给 的 >0, 把 工 等 分 成 z= | 二 | +1 段 : 
Li,L2,"",L,. 

在 每 段 L; 上 取 一 点 Pi, 使 P; 与 其 一 端点 的 弧 长 为 蕊 . 以 Pi 为 中 心 作 边 长 为 

的 正方 形 A;, 则 LiCA;. 从 而 有 LCUAi. 记 A= 了 UAi, 则 人 为 一 多 边 形 . 设 A 的 

面积 为 W ,那么 
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Wne’ = ([#]+ 1)e < 到 十 1 )e’ = (1+e)e. 


现在 把 区 域 DD 分 成 两 部 分 .第 一 部 分 Dl = DA, 第 二 部 分 D,=D 一 D1. 
由 于 f(z,y) 在 D 上 连续 ,根据 定理 21.6 与 定理 21.5, 存 在 D; 的 分 割 T,, 使 
得 S(T) 一 s(T2)<e. 又 记 MA= (SUR f(T»y), mA= inf f(x,y) ,以 工 表 
示 由 了 了 与 多 边 形 A 的 边界 所 组 成 的 区 域 D 的 分 割 , 则 有 

S(T)—s(T)= [S(T»)—s(T2)j +[IMAW -maW|<et+wwW 
et+(lt+e)ew = (lt+ /lw + ew)e, 

其 中 四 是 F(z,y) 在 D 上 的 振幅 .由 于 f(x,y) 在 D 上 有 界 , 故 w 是 有 限 值 .于 
是 由 定理 21.5 就 证 明了 f(z,y) 在 D 上 可 积 . D 

三 ”二 重 积分 的 性 质 

二 重 积 分 具有 一 系列 与 定 积分 完全 相 类 似 的 性 质 , 现 列 举 如 下 : 

1. 若 f(x,y) 在 区 域 D 上 可 积 ,k 为 常数 , 则 kf(x,y) 在 D 上 也 可 积 , 且 


afCz ,eo = = eC») 
2. 车 f(x,y),g(x， ”,) 在 D 上 都 可 积 ， 则 f(z,y) 土 g(xz,y) 在 D 上 也 可 
积 , 且 
中 [rz +g(zry)jdc = |f(z,y)do + g(x,y)do. 
3. 车 f(z,y) 在 Di 和 D;, 上 都 可 积 , 且 Di 与 Ds 无 公共 内 点 , 则 f(x,y) 
在 DiUD: 上 也 可 积 , 且 


| f(r,y)do -eco tr, y)do. 


piUD, 
4. 若 f(z,y) 与 g(z1y) 在 DD 上 可 积 ,上 且 
f(r,y)ge(r,y), (xr,y) ED, 
则 
je y)do <Jelr,yde 
5. 若 f(z,y) 在 DD 上 可 积 , 则 函数 | f(z， y)| 在 上 也 可 积 , 且 
[fCx,»)ao <| fr,y) do. 


6. 若 f(z,y) 在 D 上 可 积 ,是 
Ma < zyy) EM, (zy) ED, 


则 


wa =: ~ i he ee i i St ha a ee L 
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mSp < (x,y)do < MSp, 
D 


这 里 Sp 是 积分 区 域 DD 的 面积 . 
7. (中 值 定理 ) 若 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 存在 (&,w)ED, 使 
得 
JC,y) de = fC8,7) So, 


D 
这 里 Sp 是 积分 区 域 D 的 面积 . 
中 值 定理 的 几何 意义 :以 DD 为 底 ,z= f(x,y)(f(z,y) 之 0) 为 曲 项 的 曲 顶 
柱 体 体积 等 于 一 个 同 底 的 平 顶 柱 体 的 体积 ,这 个 平 顶 柱 体 的 高 等 于 f(z,y) 在 
区 域 DD 中 某 点 (E, 7 的 函数 值 f( &,7). 


习 题 


1. 把 重 积分 jzxydo 作为 积分 和 的 极限 ,计算 这 个 积分 值 ,其 中 DD=[0,1jx[0,1j, 并 用 


直线 网 
分 割 这 个 正方 形 为 许多 小 正方 形 ,每 个 小 正方 形 取 其 右 顶 点 作为 其 节点 . 
2. 证 明 ; 若 函数 F(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 可 积 , 则 f(z ,y) 在 D 上 有 鹤 . 
3. 证 明 二 重 积分 中 值 定理 (性 质 7). 
4. 车 FLz,y) 为 有 界 闭 区 域 D 上 的 非 负 连续 函数 , 且 在 D 上 不 恒 为 等 , 则 
f(z,3)do > 0. 
5. 车 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 且 在 D 内 任 一 子 区 域 D CD 上 有 
Dz,y)do 一 0， 


则 在 D 上 f(z,y) 三 0. 

7 

6. 设 D=f[10,1jx[0,1] ,证 明 函 数 

1， (zy) 为 DD 内 有 理 点 ( 即 z,y 胃 为 有 理 数 )， 
f(x,y) = 站 (z,y) 为 DD 内 非 有 理 点 

在 D 上 不 可 积 . 

7. 证 明 ; 若 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ,g(x,y) 在 D 上 可 积 且 不 变 号 , 则 存在 一 后 
(&,7)ED, 使 得 


rz ,y)g(z,y)do = f(é, Je(z,y)dc 
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8. 应 用 中 值 定理 估计 积分 
I -一 


lIzi+lyi10 


do 
100 + cos2z + cos2y 


的 值 . 
9. 证 明 ; 若 平面 曲线 z= g(t),y= ta<ti 大 8 光滑 ( 即 p(z)， y(t ) 在 La,p] 上 具有 
连续 的 导数 ), 则 此 曲线 的 面积 为 零 . 


$2 ”直角 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 


本 节 首 先 讨 论 定 义 在 和 矩形 区 域 D=[a,5b5j]Xx[c,aj] 上 二 重 积分 计算 问题 ， 
然后 再 把 它 扩展 到 较为 一 般 的 区 域 上 . 
定理 21.8 设 f(z,y) 在 矩形 区 域 D=[a,6]xlc， 4 上 可 积 , 且 对 每 个 


e [a,6], 积 分 | f(z,y)dy 存在 , 则 黑 次 积分 


| az| f(r,y)dy 
也 存在 , 且 
| rr,y)de = [az] fz,»)dy. (1) 
D 


证 令 F(z)= f(z,y)dy ,定理 要 求证 明 F(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 且 积 


分 的 结果 怡 为 二 重 积分 .为 此 ,对 区 间 
[a ,5b] 与 c,d] 分别 作 分 制 

a= Xo 人 <rI<*< r= 0, 

C= yo <y<*“< y= 4d. 
按 这 些 分 点 作 两 组 直线 

=x (i=1,2,…,r— 1) 
友 

y= (k=1,2,.…,s—1), 
它 把 矩形 DD 分 为 rs 个 小 矩形 (图 21 一 4). 
记 A 为 小 矩形 [x;_1，, Zz; | Xx [ yi1, yy, | (1 一 1 2， ""*, 7,， k= 1,2, 机 s ); 设 
f(x,y) 在 Ax 上 的 上 确 界 和 下 确 界 分 别 为 Mi 和 zi .在 区 间 [z ,zi 中 任 取 


2 
mi Ayk <| f(&.,y)dy EE MAy， 
> 


其 中 AyE = VV-1: 因此 


a, i Ep pr Ei eH oe i + 量 里 
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D) mahy < F(E) = | f(&,y)dy < > Ma Ay, 
k=1 


3 > Mi AyYAT:; SE > F(e)An < 3 D) MaAyrAri, (2) 
其 中 Ax; = zx; ~ zi_1. 记 Ax 的 对 角 线 长 度 为 di 和 
| TH = maxda. 
由 于 二 重 积 分 存在 , 由 定理 21. 4， 当 | 工 上 一 0 时 ， Dm AyrAT: 和 
PMsAy ar 有 相同 的 极限 , 且 极 限 值 等 于 f(z,y)do .因此 当 || 工 | ->0 时 ， 
由 不 等 式 (2) 可 得 : | 
je 2 F(6)aAn = (ey)de. (3) 


| Tl ->0 ;= 


由 于 当 十 开 1 ->0 时 ， 必 有 max Azxi*0， 因此 由 定 积分 定义 ， (3) 式 左边 
lim DF(&)Ar; = | PCz)dz 一 | dz| f(z,y)dy. [ 


i TH->0 ;二 


定理 21.9 没 Flz y) 在 矩形 区 域 D=[a,p5jxltc,dj 上 可 积 , 且 对 每 个 
yEf[c,dj, 积 分 | rzsy)dz 存在 , 则 累 次 积分 


| a) re , y) dz 
也 存在 , 且 
je yjda = dy| f(r,y)dz. 


定理 21.9 的 证 明 与 定理 21.8 相仿 . 
特别 当 f(x ,y) 在 矩形 区 域 D= [ae,5]x[c,dj 上 连续 时 , 则 有 


Treoae = areoa = ora 
例 1 计算 上 (z+ y)?do ,其 中 =[0,1]x[0,1]. 
解 应 用 定理 21.8( 或 定理 21.9) ,有 
| rz,y)dr= | azjc + y)’dy 
Ne 


对 于 一 般 区 域 ,通常 可 以 分 解 为 如 下 两 类 区 域 来 进行 计算 . 


中 irl th et Hh he ee re rin ~ PT rs HE ie - 
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称 平 面 点 集 
D = {(z,y) | yi(z)yR yr),a ro (4) 


(a) z 型 区 域 (b) y 型 区 域 
图 21 一 5 
为 x 型 区 域 ( 图 21 一 5(a)); 称 平面 点 集 
D = {(z,y) | zi(y) 志 rR ry cEyEdi (5) 


为 y 型 区 域 ( 图 21 一 5(b)). 

这 些 区 域 的 特点 是 当 D 为 二 型 区 域 时 ,垂直 于 x 轴 的 直线 x = 二 xo(a< xo 
< 让) 至 多 与 区 域 D 的 边界 交 于 两 点 ; 当 万 为 y 型 区 域 时 ,直线 y= yo(c 达 yo< 
d ) 至 多 与 D 的 边界 交 于 两 点 . 

许多 常见 的 区 域 都 可 以 分 解 成 有 限 个 除 
边界 外 无 公共 内 点 的 zx 型 区 域 或 y 型 区 域 ( 如 
图 21 -6 所 示 的 区 域 D 可 分 解 成 三 个 区 域 ， 
其 工 , 且 为 x 型 区 域 , [为 y 型 区 域 ). 因 而 解 
决 了 二 型 区 域 或 y 型 区 域 上 二 重 积分 的 计算 
问题 ,那么 一 般 区 域 上 二 重 积分 的 计算 问题 也 
就 得 到 了 解决 . 

定理 21.10 车 f(x,y) 在 如 (4) 式 所 示 
的 zx 型 区 域 D 上 连续 ,其 中 yi(z),y2(Z) 在 
[a ,5] 上 连续 , 则 图 21-6 

,ya = | az| fle)dy 
即 二 重 积分 可 化 为 先 对 y, 后 对 z 的 累 次 积分 . 

证 由 于 yi1(Zx) 与 y2( 工 ) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 故 总 在 矩形 区 域 [a ,5 |x 

[c,d ] 沪 DD( 如 图 21 一 5(a)), 现 作 一 定义 在 [a,65]Xx[c,dj 上 的 函数 


MA (z,y) €D, 
0， (zx,y) ED. 


F(xX,y) = 


Tr dl tt | 二 I 
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可 以 验证 ,函数 下 (xz,y) 在 [a,b5]x[c,aq1] 上 可 积 , 而 且 
b 
f(z,y)do = | F(x,y)do = | dz| F(z,y)dy 


D [a,b lx[e,d} 
b y, (x) b y(t) 
一 Jar] FPCGey)dy 一 | redy UU 
类 似 可 证 ,车 品 为 (5) 式 所 示 的 y 型 区 域 ,其 中 x1(y),x2(y) 在 [c,dj]」 上 连 
续 , 则 二 重 积 分 可 化 为 先 对 xz ,后 对 y 的 累 次 积分 
a Ty) 
Cv) 一 | dy] “far 
例 2 设 也 是 由 直线 zx=0,y=1 及 v= 过 围 成 的 区 域 (图 21 一 7), 试 计算 : 
了 = z2eY da 的 值 . 
D 
[T= [xaz| exdy 
由 于 函数 e-y 的 原 函 数 无 法 用 初等 函数 形式 表示 ,因此 改 用 另 一 种 顺序 的 累 次 
积分 , 则 有 


由 分 部 积分 法 , 即 可 算得 : 


了 工 1 
I= 3e - 


例 3 计算 二 重 积分 ||do ,其 中 DD 为 由 直线 y= 2z,z=2y 及 z+y=3 所 
围 的 三 角形 区 域 (图 21 一 8) 


图 21-7 


i Ee re te i eh er rede J =. -i tr En 
ED 1 
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解 ” 当 把 万 看 作 z 型 区 域 时 ,相应 的 
(2) = 网 0 二 工 所 |， 
2 3—-zT,， 1T< 工 所 2， 


1 27 2 3 一 工 
|jao= as + lldo = | dz| dy + | dz| dy 
D Di D, 0 “2 | 2 


- | (22 -地 jdr+ | ( -xz -到 jdz 


一 2] + az -3x2] = 与 ， 


例 4 求 两 个 底面 半径 相同 的 直 交 圆柱 所 围 立体 的 体积 V. 
解 ” 设 圆柱 底面 半径 为 a ,两 个 圆柱 方程 为 
r+y =a? 与 z+z = a’. 
利用 对 称 性 ,只 要 求 出 在 第 一 卦 限 ( 即 zx 尖 0, y 之 0,z 之 0) 部 分 ( 见 第 十 草图 10 - 
9) 的 体积 ,然后 再 乘 以 8 即 得 所 求 的 体积 .第 一 卦 限 部 分 的 立体 是 以 z= 
V a’ 一 x 为 曲 顶 , 以 四 分 之 一 图 域 万 ; 
sys。 a 一 并 <， 
0 委 工 过 0Q， 


yi(z) 一 2 
所 以 


为 底 的 曲 顶 柱 体 , 所 以 
lv-[Va-zae=|d| Va-zdy 
8 pb 0 0 


1 设 /x,y) 在 区 域 D 上 连续 , 试 将 二 重 积分 |/(z,y)do 化 为 不 同 顺序 的 累 次 积分 


(1)D 由 不 等 式 y 和 zy 辫 ayz 魏 5(0<c<b) 所 确定 的 区 域 ; 
(2) DD 由 不 等 式 y 过 x,y 宇 0,z /+ 二 1 所 确定 的 区 域 ; 

(3) D 由 不 等 式 zx?+ 光 委 1 与 z+y 之 1 所 确定 的 区 域 ; 

(4) D={(z,y)| iz|+|yl&11. 

2. 在 下 列 积分 中 改变 累 次 积分 的 顺序 : 
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2 


(1) | dz| Fz, 9)ay; (2) [az| 一 zy)g ; 
2a [V2ar 
(G3) | dz| — f(z,3)dy; 


1 ze 3 (3-z) 
(4) | 大 zy)jdy 十 ja f(r,y)dy. 
3, 计算 下 列 二 重 积分 ; 
(1) ljzy?de ,其 中 品 由 抛物 线 y?=2pr 与 直线 z= 上 (p>0) 所 围 成 的 区 域 ; 


D 
(2) [x2 + y)qo ,其 中 


D={(z,y) |0<zr<1W ISyS2V zl; 


jls (a > 0), 其 中 也 为 图 21 -9 中 阴影 部 分 ; 


(4) | Ede ,其 中 D= [zz2+yszl 


4. 求 由 坐标 平面 及 z=2,y=3,z+y+z=4 所 围 的 角 柱 
体 的 体积 . 


5. 设 F(z) 在 [a,b] 上 连续 ,证 明 不 等 式 
SE 


其 中 等 号 仅 在 F(z) 为 常量 晒 数 时 成 立 . 
6. 设 平面 区 域 卫 在 zx 轴 和 » 轴 的 投影 长 度 分 别 为 志和 4,,D 的 面积 为 Sp,(a,B) 为 D 


内 任 一 点 ,证 明 
(D) | - 0)(y - Bde 


< lly Op; 


(2) ke -a)(y— Bdo |< 二 12 


7. 设 D=[0,1j]x[0,1j， 


jy) fe 当 (z,y) 为 也 中 有 理 点 ， 
Ty) = dr y 


0， 当 (z,y) 为 DD 中 非 有 理 点 ， 
其 中 g, 表示 有 理 数 xz 化 成 既 约 分 数 后 的 分 母 .证 明 f(z,y) 在 DD 上 的 二 重 积 分 存在 而 两 个 
累 次 积分 不 存在 . 
8. 设 D=[0,1]x[0,1j， 
光 当 (x,y) 为 卫 中 有 理 点 , 且 qz 关 gq) 时 ， 
用 < = 10， 当 (zy) 为 也 中 其 他 点 时 ， : 
其 中 g, 意义 同 第 7 题 .证 明 f(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 不 存在 而 两 个 累 次 积分 存在 . 
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$3 格林 公式 .曲线 积分 与 路 线 的 无 关 性 


一 ”格林 (Green) 公 式 

本 节 讨 论 区 域 D 上 的 二 重 积 分 与 D 的 边界 曲线 L 上 的 第 二 型 曲线 积分 之 
间 的 联系 . 

设 区 域 D 的 边界 上 是 由 一 条 或 几 条 光滑 曲线 所 组 成 .边界 曲线 的 正方 向 规 
定 为 : 当 人 沿边 界 行走 时 ,区 域 D 总 在 它 的 左边 ,如 图 21 - 10 所 示 . 与 上 述 规 定 
的 方向 相反 的 方向 称 为 负 方 向 , 记 为 一 上 L. 

定理 21.11 车 函数 P(x,y),Q(zx,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 , 且 有 连续 的 一 


阶 偏 导数 , 则 有 


qz 


这 里 工 为 区 域 卫 的 边界 曲线 ,并 取 正 方 同 . 

公式 (1) 称 为 格林 公式 . 

证 根据 区 域 D 的 不 同形 状 ,分 三 种 情形 来 证 明 . 

(i) 车 区 域 D 既是 z 型 区 域 又 是 y 型 区 域 , 即 平行 于 坐标 轴 的 直线 和 工 至 
多 交 于 两 点 (图 21 -11). 这 时 区 域 D 可 表示 为 


J efrerom i0 


pl(z) 委 >y> 委 pp2(z)a 和 工友 0 


pi(y) < 工 < dy) ,a < y 夺 Pp. 
这 里 yy 一 pz ) 和 y 一 pa( 工 ) 分 别 为 曲线 ACB 和 AEB 的 方程 .而 区 二 yg1(y) 和 TX 
= Jy,(y) 则 分 别 是 曲线 CAE 和 CBE 的 方程 .于 是 
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Bp rly) 
ET A 
D * a gy) 4 


B 有 
一 | am,y)dy -| Q (pily),y)dy 
二 | Q(z,y)dy 一 | 一 Qdz ,y)dy 
CAR CAE 
一 |_ Q(zr,y)dy 十 |_Q(z ,y)dy 
CHK EAC 


= 中 Qdz,y)dy 
同 理 可 以 证 得 
9P, _ 
_ | yd 一 p Plz,y)dz. 


将 上 述 两 个 结果 相 加 即 得 


doQ IP 
J (a 3 ja - Pdz + Qdy. 


(ii) 车 区域 DD 是 由 一 条 按 段 光滑 的 闭 曲 
线 围 成 ,如 图 21-12 所 示 . 则 先 用 几 段 光滑 曲 
线 将 万 分 成 有 限 个 既是 xz 型 又 是 y 型 的 子 区 
域 ,然后 逐 块 按 (i 得 到 它们 的 格林 公式 ,并 相 
加 即 可 . 

如 图 21 - 12 所 示 的 区 域 D. 可 将 DD 分 成 
三 个 既是 x 型 又 是 y 型 的 区 域 D1,D,,D3. 于 


是 
ee -¥) 


-J -Jo 


= 中 Pdz+Qdy+ 中 Pdz+Qdy+ 中 Pdz + Qdy 


= Pdz + Qdy. 


(iii) 车 区 域 D 由 几 条 闭 曲 线 所 围 成 ,如 图 21 一 13 所 示 ,这 时 可 适当 添加 直 
线段 AB ,CE ,把 区 域 转化 为 (ii) 的 情况 来 处 理 .在 图 21-13 中 连结 了 AB,CE 
后 , 则 D 的 边界 曲线 由 AB ,L ,BA,AFC,CE,L3,EC 及 CGA 构成 .由 (过 知 


十 i rE np Pe Em i EE pe mh i 
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几 li -ja 


Jr) her da rd, + hic) (Paz + Qay) 


= 由 + + 中 (paz + Qdy) 


= p Pdz + Qdy. 口 


格林 公式 沟通 了 沿 闭 曲线 的 积分 与 二 重 积分 之 间 的 联系 . 为 便于 记忆 ,格林 
公式 (1) 也 可 写成 下 述 形式 : 

9 
3z 3y 


| 2 
DI Pp Q 

应 用 格林 公式 可 以 简化 某 些 曲线 积分 的 计算 

例 1 计算 | zdy ,其 中 曲线 AB 是 半径 为 的 贺 在 第 一 象限 部 分 (图 21 


—14). 


do = 中 Pdz + Qdy. 


图 21 一 13 图 21- 14 


解 ” 对 半径 为 ~ 的 四 分 之 一 圆 域 DD, 应 用 格林 公式 有 


-ja = 中 zady 


| a 
| zdy 十 | zay dy 


由 于 | zdy = 0,| zdy = 0 ,所 以 
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| zady - -ju -一 了 rr2， 和 
例 2 计算 了 中 29 二 交 ,其 中 上 为 任 一 不 包含 原 点 的 闭 区 域 的 边界 

线 
解 。 因 为 2 (3 | 


r+y 


_ y x” 
(z+ ye) 

9/_-y» 
9y x+y’ 

在 上 述 区 域 D 上 连续 且 相 等 ,于 是 
(a 4 5 (2 je ~" 


D 


y—z 


(zx* + y*) 


所 以 由 格林 公式 立即 可 得 
T=0. 0D 
在 格林 公式 中 , 令 P= 一 y,Q= 工 , 则 得 到 
一 个 计算 平面 区 域 D 的 面积 Sp 的 公式 : 


1 
Sp = ||d = 了 rdy 一 ydZz， (2) 
Db “1 


例 3 计算 抛物 线 (z+ y) -= azr(a>0) 杜 
z 轴 所 围 的 面积 (图 21- 15). 
解 ” 曲 线 AMDO 由 函数 y=Vaz 一 x,xE[0,a] 表 示 ,ONA 为 直线 y=0, 于 


图 21 - 1s 


是 
1 _ 1 
Sp = 7 rdy 一 ydz = 2 Zdy 一 ydz 十 7 Zdy — ydz 


一 3| zdy - ydz 一 4 [= 和 -1)- (waz 一 z) |dz 
一 了 | -二 Vardz = 学 | Vzdz 一 ta?. 目 


二 曲线 积分 与 路 线 的 无 关 性 

在 第 二 十 章 $ 2 中 计算 第 二 型 曲线 积分 的 开始 两 个 例子 中 ,读者 可 能 已 经 
看 到 ,在 例 1 中 ,以 A 为 起 点 B 为 终点 的 曲线 积分 ,车 所 沿 的 路 线 不 同 , 则 其 积 
分 值 也 不 同 , 但 在 例 2 中 的 曲线 积分 值 只 与 起 点 和 终点 有 关 , 与 路 线 的 选取 无 
关 .本 段 将 讨论 曲线 积分 在 什么 条 件 下 , 它 的 值 与 所 沿路 线 的 选取 无 天. 

首先 ,介绍 单 连 通 区 域 的 概念 . 

芳 对 于 平面 区 域 D 内 一 封闭 曲线 , 皆 可 不 经 过 D 以 外 的 点 而 连续 收缴 于 


-i de : 办 
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属于 刀 的 某 一 点 , 则 称 此 平面 区 域 为 单 连 通 区 域 ;否则 称 为 复 连通 区 域 . 如 图 21 
-16 中 ,Di 与 D; 是 单 连通 区 域 ,而 D; 与 D4 则 是 复 连通 区 域 . 单 连通 区 域 也 
可 以 这 样 叙 述 :D 内 任 一 封闭 曲线 所 围 成 的 区 域内 只 含有 DD 中 的 点 .更 通俗 地 
说 , 单 连 通 区 域 是 没有 洞 " 的 区 域 , 复 连通 区 域 是 有 “ 润 " 的 区 域 . 


CO 2 Oe 


图 21 一 16 
定理 21.12 设 万 是 单 连通 闭 区 域 . 若 函 数 P(xz,y),Q(z,y) 在 DD 内 连 
续 , 且 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 以 下 四 个 条 件 等 价 : 
(i) 沿 DD 内 任 一 按 段 光滑 封闭 曲线 L ,有 
中 Pd + Qdy = 0; 
(ii) 对 DD 中 任 一 按 有 段 光滑 曲线 上 ,曲线 积分 
| Pdz + Qdy 
与 路 线 无 关 , 只 与 工 的 起 点 及 终点 有 关 ; 
(ii) Pdzx + Qdy 是 DD 内 某 一 函数 u(x ,y) 的 全 微分 , 即 在 D 内 有 
du = Pdz + Qdy; 
(iv) 在 DD 内 处 处 成 立 


aP _ 9Q 
9Qy 9z 


证 (二 (ii 如 图 21 一 17, 设 ARB 与 A5B 为 联结 点 A,，B 的 任意 两 条 按 段 
光滑 曲线 ,由 (让) 可 推 得 
| 一 Pdz + Qdy 一 | 一 Pdz + Qdy 
ARB ASB 


= | 一 Pdz + 人 dy + | 一 Pdz + Qdy 
A BSA 
一 Pdz + Qdy = 0, 


所 以 
| 一 Pdz + Qdy = |] 一 Pdz + Qdy. 
ARB / ASB 
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图 21 一 17 图 21 一 18 
(ii 之 (ii) 设 A(zo,y0) 为 DD 内 某 一 定点 ,B(xz,y) 为 D 内 任意 一 点 .由 
(ii) ,曲线 积分 
| Pdz + Qdy 


与 路 线 的 选择 无 关 , 故 当 B(xz,y) 在 DD 内 变动 时 ,其 积分 值 是 B(z,y) 的 孙 数 ， 
即 有 


u(xX,y) = | Pdz + Qdy. 


取 Az 充分 小 ,使 (x+Ax,y)ED, 则 函数 wx(z,y) 对 于 的 但 增 量 ( 图 21 - 
18 ) 
2 (二 TAzryy) 一 A 


一 | Pdzx + Qdy -| Pdz + Qdy. 
AC AB 
因为 在 DD 内 曲线 积分 与 路 线 无 关 , 所 以 
| Pdz + Qdy = | Pdz + Qdy +| Pdz + Qdy. 
AC AB BC 
由 于 直线 段 BC 平行 于 工 轴 , 所 以 dy =0, 从 而 由 积分 中 值 定理 可 得 
Au= u(x + Axr,y)— u(r,y) = | Pdz + Qdy 


T+Arx 


其 中 0<6<1. 根 据 P(x,y) 在 D 上 连续 ,于 是 有 


9 _ |- AL _ 1. _ 
了 = lim 入 7 一 limP(z + 6Az,y) = P(xz,y). 


同 理 可 证 3= Q(z,y) 因此 


-i aa or ou 
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du = Pdz + Qdy. 
(iii)=>(iv) 设 存在 函数 u(x ,y) ,使 得 
du = Pdz + Qdy, 


所 以 P(z,y)=: Fu(z, y), Q(z,Y) = 和 (zy) 因此 


ap _ Fu 3Q _ az 
dy 9zgy 9 六 dydz 


因为 P(r,y),Q(z,y) 在 区 域 D 内 具有 一 阶 连续 偶 寻 数 ,所 以 


Qu 9*u 
3zay dyar 
从 而 在 D 内 每 一 点 处 都 有 
oP _ JQ 
9y Dr 


(im)->(D)， 设 工 为 D 内 任 一 按 段 光 滑 封闭 曲线 , 记 工 所 围 的 区 域 为 .由 
于 D 为 单 连 通 区 域 ,所 以 区 域 c 含 在 D 内 .应 用 格林 公式 及 在 DD 内 恒 有 3 = 


5 人 的 条 件 , 就 得 到 
中 Pdz + Qdy = J 有 a - 35 jde = ~ 0. 


上 面 我 们 将 四 个 条 件 循环 推导 了 一 遍 ,这 就 证 明了 它们 是 相互 等 价 的 . 口 
应 用 定理 21. 12 中 的 条 件 (iv) 考 察 第 二 十 章 $2 中 的 例 1 与 例 2. 在 例 1 中 


gd 9 9 9 
P(r,y)= zy,Q(z,y) =y -zt. 由 于 9g, = 5 = -1 3 天 32 , 故 积分 与 路 


- 履 ? 37 
线 有 关 . 在 例 2 中 P(z,y)=y,Q(Gz,y)= 工 ,由 于 


一 =- se- 
9y dz 


所 以 积分 与 路 线 无 关 . 
定理 21.12 中 要 求 DD 为 单 连通 区 域 是 重要 的 .如 本 节 例 2, 对 任何 不 包含 原 
点 的 单 连 通 区 域 也 ,已 证 得 在 这 个 D 内 的 任何 封闭 曲线 L 上 , 缘 有 


Zzdy 一 ydz 
ps =0. (3) 
倘若 工 为 绕 原 点 一 周 的 封闭 曲线 , 则 函数 P(z,y)= 25,Q(z,y)= 2 


只 在 剔除 原点 外 的 任何 区 域 D 上 有 和 定义 ,所 以 工 ， 在 证 个 复 连通 区 大 内 这 
时 它 不 满足 定理 21. 12 的 条 件 , 因 而 就 不 能 保证 (3) 式 成 立 .事实 上 , 设 工 为 绕 
原点 一 周 的 图 


:1 eat “io '" 
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1L:z=acosb0y=asnl (0 0 27n), 
则 有 
4 xdy 一 ydz | a“cos:0 十 oa-sin 0 | 
L Xx 十 人 0 a”“ 
车 P(z,y),Q(z,y) 满 足 定 理 21.12 的 条 件 , 则 由 上 述 证 明 可 看 到 二 元 盟 数 
ty) 一 | Pr,y)dz + Q(zx,y)dy 


2 
9=| d0 = 2x. 
0 


Blz,y) 
一 ,Pz dr + Q(z,y)dy 


Alzo,Yo 
具有 性 质 
du(xz,y) = P(z,y)dz + Q(xr,y)dy. 
它 与 一 元 函数 的 原 函 数 相 仿 . 所 以 我 们 也 称 x(z,y) 为 Pdz+Qdy 的 一 个 原 录 
数 . 
例 4 试 应 用 曲线 积分 求 
(2z + sin y)dz + (zcos y)dy 
的 原 函 数 . 
解 这 里 P(x,y)=2x+sin y， 
Q(z,y)= zcos y, 所 以 在 整个 平面 上 成 六 
aP 3 
9y 二 dx 
由 定理 21.12 ,曲线 积分 
| (2z +sin y)dz + (zcos y)dy 


只 与 起 点 A 和 终点 B 有 关 , 而 与 路 线 的 选 
择 无 关 . 为 此 , 取 4(0,0),B(z,y), 取 路 线 
为 图 21- 19 中 的 折线 段 ACB .于 是 有 图 21 一 19 


u(xX,y)= | 2zdz 十 | zems ydy 


C(x,0) 


= r+ xsin y. [ 
习 题 


1. 应 用 格林 公式 计算 下 列 曲线 积分 : 
(D 中 kz+y)2zdz - (x*+y)dy ,其 中 LL 是 以 A(1,1),B(3,2),C(2,5) 为 顶点 的 三 角 
1 


形 ,方向 取 正 问 ; 


i rh ‘he i SA PE i pe tm pr Mt pe 
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(2) | (ersin y 一 my)dzx + (excos y 一 贡 )dy ,其 中 zm 为 常数 ,AB 为 由 (a,0) 到 (0,0) 经 


过 圆 xz“+ y= az 上 半 部 的 路 线 . 
2. 应 用 格林 公式 计算 下 列 曲线 所 围 的 平面 面积 . 
(1) 星 形 线 ,z = acos ,y= asin ™Y; 
(2) 双 纽 线 , (x + y)*= a’(x* 一 y). 
3. 证 明 ,; 痢 上 为 平面 上 封闭 曲线 ,i 为 任意 方 问 问 量 , 则 


Po (1 nds ~ 0, 
其 中 闫 为 曲线 工 的 外 法 线 方 向 . 
4. 求 积 分 值 [= $ [zoos (n,ZX) + ycos (n,y)jds ,其 中 工 为 包围 有 和 界 区 域 的 封闭 则 


线 ,n 为 L 的 外 法 线 方 问 . 
5. 验证 下 列 积分 与 路 线 无 关 ,并 求 它们 的 值 : 


(1,1) 
(1) | 0 ,(T — y)(dr — dy); 


(2) (2 008 y— ysin rz)dr + (2ycos x -Tsin y)dy; 


[~ 
(3) | 症 52 , 沿 在 右 半 平 面 的 路 线 ; 
| 


(sf ey + J(y)dy ,其 中 gp(z),%(y) 为 连续 函数 


6. 求 下 列 全 微分 的 原本 数 : 
(1) (x*+2xry— y)dzrt+ (zz -2zy 一 内)dy; 
(2) ers[@(z—-y+2)+yJdrter[e(r—y)+1lldy; 
(3) F(V rity)rdrtf(V rity)ydy. 
7. 为 了 使 曲线 积分 
| FU(zyy)(ydz + rdy) 


与 积分 路 线 无 关 , 可 微 函数 F(z ,y) 应 满足 怎样 的 条 件 ? 


8. 计算 曲线 积分 
| [p(y)e -myjdr + [wv (y)e”— m jdy ， 
其 中 o(y) 和 p(y) 为 连续 函数 ;AMB 为 连接 点 A(xi,y1) 和 后 B(zz,yz) 的 任何 路 线 ,但 与 


直线 段 AB 围 成 已 知 大 小 为 S 的 面积 . 
9. 设 函 数 F(z) 具 有 一 阶 连 续 导数 ,证 明 对 任何 光滑 封闭 曲线 工 ,有 


中 re)(odz + zdy) = 0. 
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10. 设 函 数 w(x ,y) 在 由 封闭 的 光滑 曲线 工 所 围 的 区 域 P 上 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,证 明 
下 ( 匡 ， 环 jz -Sees 


其 中 3 是 zx(zy) 沿 工 外 法 线 方向 m 的 方向 导数 
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一 ”二 重 积 分 的 变量 变换 公式 
在 定 积分 的 计算 中 ,我 们 得 到 了 如 下 绪论: 设 f(z ) 在 区 间 [a,65] 上 连续 ,x 
= gp(z) 当 +t 从 a 变 到 8 时 ,严格 单调 地 从 a 变 到 5, 且 g(t) 连续 可 导 , 则 
b Bb 
| f(z)dz = | f(p(2)) 9 (1)dz, (1) 


当 a<8( 即 yg (1)>0) 时 , 记 X=[a,6],Y=[a,B8j, 则 X= pg(Y),Y = 
po 1( 义 ). 利 用 这 些 记号 ,公式 (1) 又 可 写成 


| f(z)dr = | Ac))w (2)dz. (2) 
当 a>>B( 即 pg (z)<0) 时 ,(1) 式 可 写成 

CE CAG (3) 
故 当 op(z) 为 严格 单调 且 连 续 可 微 时 ,(2) 式 和 (3) 式 可 统一 写成 如 下 的 形式 : 

| Fez)dz 一 | ofp) P (zt) | dz. (4) 


下 面 我 们 把 公式 (4) 推 广 到 二 重 积 分 的 场合 .为 此 , 先 给 出 下 面 的 引 理 . 

引 理 ” 设 变换 T;:z = 二 x(u,v),y 二 y(u,v) 将 uv 平面 上 由 按 段 光滑 封闭 
曲线 所 围 的 闭 区 域 A, 一 对 一 地 上 映 成 zy 平面 上 的 闭 区 域 DD, 孙 数 工 (2， vy ) ， 
y(u,v) 在 A 内 分 别 具 有 一 阶 连续 偏 导数 且 它 们 的 函数 行列 艺 


J(u,v) = Se 0, (u,v) € A, 


则 区 域 DD 的 面积 
2(D) = | J(u,0) | dudv. (5) 


证 下 面 给 出 当 y(w,v) 在 A 内 具有 二 阶 连续 偏 导 数 时 的 证 明 . 对 y(w ,wv) 
具有 一 阶 连续 偏 导数 条 件 下 的 证 明 在 本 章 §9 中 给 出 . 
由 于 工 是 一 对 一 变换 , 且 J (u,v) 取 0, 因 而 荆 把 A 的 内 点 变 为 DD 的 内 后， 


i di i er ernie tn et = 
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所 以 A 的 按 段 光滑 边界 曲线 L 变换 到 时 ,其 边界 曲线 Lp 也 是 按 段 光滑 的 . 
设 曲 线 LA 的 参数 方程 为 
u = uli),v = v(t) (a tp). 
由 于 LL, 按 段 光滑 ,所 以 wu (1),v(t) 在 [a,B1 上 至 多 除去 有 限 个 第 一 类 间断 点 
外 ,在 其 他 的 点 上 都 连续 .因为 Lp=T(LA), 所 以 Lp 的 参数 方程 为 
r= x(t) = rz(u(t),v(t)), 
y = y(t) = y(u(t), v(t)) (a SEA) 
若 规 定 1 从 a 变 到 B 时 ,对 应 于 Lp 的 正 向 , 则 根据 格林 公式 , 取 P(xz,y)= 
0,Q(Cz,y)= 工 ,有 


A (万 ) = 中 Zdy = | =(Dy(od 


= [Geo 和 0+32Djd (6) 
另 一 方面 ,在 uv 平面 上 


和 z(u, o) | du + 2du | 


=+ fz(u(0), (2) Pu) + 92or(z) |di, (7) 


其 中 正 号 及 负 号 分 别 由 t 从 a 变 到 8 时 ,是 对 应 于 LA 的 正方 向 或 负 方 向 所 决 
定 . 由 (6) 及 (7) 式 得 到 


we(D)=+ 中 z(u,v)| dy 十 ee 
-+ 中 z(u,v) 5 了 dz 十 ru, o) > dvw. 


信 PO,0) =z(us0)Y,Q(u,0)=z(w,0) 综 ,在 wo 平面 上 对 上 式 应 用 客 
林 公 式 , 得 到 

u(D) -人 -的 jdudv 
由 于 函数 y(x ,o) 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 , 即 有 -2 一半 ,因此 ,98 - 区 = 
J (u,v), 于 是 


J 3 rt tt i = ee oh ete re 
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u(D) = ti, waude. 


又 因为 AD) 总 是 非 负 的 ， 而 /(u,w) 在 A 上 不 为 零 且 连 车 续 , 故 其 了 唤 数 值 在 A 上 
不 变 号 ,所 以 


wu(D) = | 110) dudv. 
定理 21.13 设 f(x,y) 在 有 界 闭 区域 D 上 可 积 , 变 换 T.zx=x(u,v),y 
= y(w,v) 将 uv 平面 由 按 段 光滑 封闭 曲线 所 围 成 的 闭 区 域 A 一 对 一 地 映 成 zy 


平面 上 的 闭 区 域 吕 ,函数 z(x ,oo),y(x,zo) 在 A 内 分 别 具 有 一 阶 连续 偏 导数 且 
它们 的 函数 行列 式 
a(x,y) 


J(u,v) = F(a au vO (u,v) € A， 


则 jard = Jt, vw) ,yu, 0)) | (u,v)|dudv. 


证 用 曲线 网 把 A 分 成 n 个 小 区 域 A, ,在 变换 下 作用 下 ,区 域 万 也 相应 
地 被 分 成 个 小 区 域 D;. 记 A; 及 DD; 的 面积 为 jy (A;) 及 (Di)(i=1,2,…,n). 
由 引 理 及 二 重 积 分 中 值 定理 ,有 


xu(D.,) = | J(u,0) lduds = |J (i, 5;)| (A;), 
其 中 ( 志 ,0)EAi(i=1,2,… nn)， 
令 =r(Wi)0;) ,=y(Wis0D7);, 则 (&, 坟 )ED;(i=1,2,…,n). 作 二 重 检 
分 | f(x,y)drdy 的 积分 和 


s= Df(&, nh) uD) 


一 Dz 0) ,ya,0))| I (a5) | (Ai). 


上 式 右边 的 和 式 是 A 上 可 积 函 数 f(z (wv),y(w,v))1]J (u,v)| 的 积分 和 . 广 
由 变换 工 的 连续 性 可 知 , 当 区 域 A 的 分 割 Th: {Ai ,Ao,…, 人 A 的 细 度 上 Ts 中 一 
0 时 ,区 域 D 相应 的 分 割 Tp:{Di,D2,… ,D1 的 细 度 | 1 也 趋 于 夫 . 因此 得 


到 
f(r, yardy = | f(z Cus0) ,yu 0)) Tu,v) | dudv. [ 


例 1 求 | edzdy ,其 中 忆 是 由 z=0,y=0,z+y=1 所 围 区 域 ( 图 21 
D 


= uF a wi ni Te Ppt hl i i 咽 
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— 20). 

解 为 了 简化 被 积 图 数 , 令 x=Zz-yaoo=z+y. 为 此 作 变 换 了 :> 并 = 
(x+z),y= 二 (zu), 则 


已 | 一 


J(u,v) = 


2 
在 变换 工 的 作用 下 ,区 域 DD 的 原 象 A 如 图 21 一 21 所 示 . 所 以 


1 


图 21-20 图 21 一 21 
| eardy= lle dudv 二 到 [aol ev du 
D A 7 
_1f -1 ee 
= 了 | ze 一 e )dm = rot 


例 2 求 抛物 线 y= mz,y = 二 nx 和 直线 y=azr,y= x 所 围 区 域 DD 的 面积 
un(D) (0<m<n,0<a<B). 


解 万 的 面积 y ， ;> 
nu(D) 一 Dazay. Sr 
D | 
为 了 简化 积分 区 域 , 作 变换 HN Fm 
7 二 人 ,一 g 
2 O Xx 


它 把 zy 平面 上 的 区 域 D( 图 21-22 中 的 阴 
影 部 分 ) 对 应 到 ww 平面 上 的 矩形 区 域 A= 


图 21 一 22 
[m,nj] Xla,BJ. 由 于 
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1 2z 
2 3 
J(u,v) = 1 = 二 >0， (u,v) E A, 
工 区 v 
U < 
所 以 
xn(D)= do = | 和 duds 
D A 
fedo f* , (nn —m’)(F—a’) 
| vw J udu Ga - 


二 “用 极 坐 标 计 算 二 重 积分 
当 积 分 区 域 是 圆 域 或 圆 域 的 一 部 分 ,或 者 被 积 函 数 的 形式 为 f(x“+ yy) 时 ， 
采用 极 坐 标 变换 
r 


一 0 ， 
?0X<r<+%,0<0Z, (8) 
y 三 rsin 9, 


往往 能 达到 简化 积分 区 域 或 被 积 函 数 的 目的 .此 时 ,变换 工 的 函数 行列 式 为 


cos 昌 一 7rSsn 


一 一 Fr , 


J(r,0) = 
sing reos 人 
容易 知道 , 极 坐 标 变换 工 把 避 平 面 上 的 矩形 [0,R ] xX[0,2xj 变 换 成 zy 平面 上 
的 圆 域 刀 = (xz,y)|jx*++y 志 R*} .但 对 应 不 是 一 对 一 的 .例如 ,zy 平面 上 原点 
O 〇 (0,0) 与 "0 平面 上 直线 >=0 相对 应 ,z 轴 上 线段 AA 对 应 于 x6 平面 上 两 条 线 
段 CD 和 EF( 图 21 一 23). 又 当 r=0 时 ,J(r,9)=0, 因 此 不 满足 定理 21.13 的 
条 件 . 但 是 ,我 们 仍然 有 下 面 的 结论 . 


Fr 


HY 


(a) (b) 
图 21 -23 


-9 和 
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定理 21.14 设 f(z,y) 满 足 定理 21.13 的 条 件 , 且 在 极 坐 标 变换 (8) 下 ,zy 
平面 上 有 般 闭 区 域 也 与 rz9 平 面 上 区 域 A 对 应 , 则 成 立 


DCz,y)drdy = || fCreos 6,rsin 0)rdrd0. (9) 


证 若 品 为 圆 域 {(z,y)|x*+y 寺 R |, 则 人 A 为 8 平 面 上 和 矩形 区 域 [0,R]x 
[0,2xj. 设 D, 为 在 圆 环 (xz,y)10<e 夺 x*+y 夺 R*| 中 除去 中 心 角 为 e 的 扇 
形 BB A'A 所 得 的 区 域 ( 图 21 一 23(a)), 则 在 变换 (8) 下 ,D, 对 应 于 76 平面 上 的 
矩形 区 域 A。 = [e,R]x[0,2x 一 e]( 图 21 一 23(b)). 但 极 坐 标 变 换 (8) 在 万. 
与 A, 之 间 是 一 对 一 变换 , 且 在 A. 上 郴 数 行列 式 .Jr,0)>0. 于 是 由 定理 21.13， 
有 


je or = -Je 0,7rsin 0)7rdrdb0. 


因为 f(xz， y) 在 有 界 闭 域 D 上 有 和 界 ， 在 上 式 中 令 e 一 0, 即 得 
f(xy)dzdy = 中 rer 0 ,rsin 0)7rdrd0. 


若 万 是 一 _ 般 的 有 界 闭 区 域 ， 则 取 足 够 大 的 R>>0, 使 DD 包含 在 圆 域 DR = 
(zr,y)|zx +y 志 RR 内 ,并 且 在 DR 上 定义 函数 


A (rx,y) ED, 
f(x,y) = (z,) ED. 


了 抽 数 F(x, y) 在 DR 到 多 在 和 有 限 条 按 忌 光 背 此 线 上 间断 ,因此 ,对 函数 
F(z,y), 由 前 述 有 
er, yardy = jeoe ,rsin 0O)7rdrdb ， 


其 中 Ap 为 6 平面 上 矩形 区 域 [0， R]x x[0,2x]. 由 函数 下 (xz,y) 的 定义 , 即 得 
(9) 式 . D 

由 定理 21.14 看 到 ,用 极 坐 标 变 换 计 算 二 重 积分 , 除 变 量 作 相应 的 替换 外 ， 
还 须 把 “面积 微 元 dxdy 换 成 rdrd0. 

下 面 介 绍 二 重 积分 在 极 坐 标 系 下 如 何 化 为 累 次 积分 计算 . 

(i) 车 原点 OED, 生 zy 平面 上 射线 9= 第 数 与 D 的 边界 至 多 交 于 两 点 
(图 21 -24), 则 A 必 可 表示 成 

ri(0) 过 rr2(0),a b&b, 

于 是 有 


有 r2(0) 。 
fx,y)aray 一 | dg| pf reos 0,rsin 0)rdr. (10) 
六 a 六 
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类 似 地 , 若 zy 平面 上 的 圆 r= 常数 与 D 的 边界 至 多 交 于 两 点 (图 21-25), 则 AA 
必 可 表示 成 

0(r)0ORD(r) ,ri 人 err, 
所 以 


r) Dr) 
rz ,yazay = | rdr| 有 rcos 0,rsin 0)d0. (11) 
六 ri TY 


(ii) 若 原 点 为 了 D 的 内 点 (图 21 -26),D 的 边界 的 极 坐 标 方程 为 r = xr(0)， 
则 A 可 表示 成 


图 21 一 25 
0 过 7r 志 7(0),0 达 0 2x. 
所 以 
2 r(0) 
zazay 一 | dg| flreos 0,rsin 0)rdr. (12) 
D 


(iii) 车 原点 O 在 D 的 边界 上 (图 21 一 27), 则 AA 为 
0 过 rr(0O),a0RB,， 


Pai 2 0 hr. ce TE Ti se Hi r= hr i 
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于 是 
r(0) 
|fCz,y)dzdy = | ae f(recos 0,rsin 0)rdr. (13) 
万 a 
例 3 计算 
1 -| 一 全 一 


其 中 了 为 圆 域 :z + vy 二 1. 
解 ” 由 于 原点 为 DD 的 内 点 , 故 由 (12) 式 ,有 


[ee =| do| dr 
Vi-zri-y “0 "0Vi-r 
27 1 之 下 
= 上 | [-vVT 二 冯 j db = | dg = 2x. 吕 
例 4 求 球面 z?+ y+ xz?= R? 被 圆柱 面 xz*+ y = Rz 所 割 下 部 分 的 体积 


( 称 为 维 维 安 尼 (Viviani) 体 ). 

解 ” 由 所 求 立 体 的 对 称 性 (图 21 -28) ,我 们 只 要 求 出 在 第 一 卦 限 内 的 部 分 
体积 后 乘 以 4, 即 得 所 求 立 体 的 体积 . 在 第 一 卦 限 内 的 立体 是 一 个 曲 顶 柱 体 ,其 
底 为 zy 平面 内 由 y 之 0 和 x*+ y 志 Rxz 所 确定 的 区 域 , 曲 顶 的 方程 为 z= 


/ R“ 一 zx 一 .所 以 
一 v= VR — ydo, 


其 中 p D2 | y) iy 衬 0,z 之 Re (图 21 - 29). 用 极 坐 标 变换 后 ,由 (13) 
式 , 有 


v -0 V Ri 72rdr 


=4R Ri (L -sim 9)d9 = 所 R:( 邓 -和 扫 )- ] 


图 21 -29 


Pe 者 
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例 5 计算 T= ede, 其 中 万 为 圆 域 :zz + y? 之 RR? 
解 ”利用 极 坐标 变换 ,由 公式 (12), 有 
1 = | ae| re ar = x(1— er-R ) | 
0 J0 
由 例 5 可 见 , 若 不 用 极 坐标 变换 计算 ,而 用 直角 坐标 系 下 化 为 累 次 积分 计 
算 ,就 会 遇 到 计算 |e-”dy 的 问题 ,但 我 们 不 能 把 | e-> dy 表示 成 初等 函数 
与 极 坐标 相 类 似 ,我 们 也 可 以 作 下 面 的 广义 极 坐标 变换 ， 


TX = arcos 0, 


r: | psin 0 之 r<+%,0 友 0 2n, 
一 SIil} | 
并 计算 得 
acos 0 — arsing 
,0) = = abr. 
J(r,0) bsin 9 brcos 0 oY 


对 广义 极 坐 标 变换 也 有 与 定理 21.14 相应 的 定理 ,这 里 不 再 费 述 了 . 
例 6 求 椭 球体 


T vy 之 
十 写 十 礼 信 1 
a p22 co 


的 体积 . 
解 ” 由 对 称 性 , 椭 球 体 的 体积 V 是 第 一 卦 限 部 分 体积 的 8 倍 ,这 一 部 分 古 


2 2 
以 z=ce | 1 一 村 一。 为 曲 顶 ， 


D = Ge 
为 底 的 曲 顶 柱 体 ,所 以 


2 
0 委 vv 入 /二 0o<z<o| 
0 
2 2 
= 8llc /1- 瑟 -二 dzdy 
V sl 22 p2 LZOUY 


应 用 广义 极 坐 标 变换 ,由 于 z=cv1 一 ,因此 
V =8| do| 。 V1— rabrdr 
0 0 


A 
> fl 
-8atc| 0| 7 V1—rdr = Fabe. | 


当 a=5=c=R 时 ,得 到 球 的 体积 为 罕 R?， 


4 ,mre et eB ete tee - 
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1. 对 积分 |/(z,y)dzdy 进行 极 坐标 变换 并 写 出 变换 后 不 同 顺序 的 累 次 积分 ， 


(1) 当 姜 为 由 不 等 式 导 委 六 + 光 委 六,y0 所 确定 的 区 域 ; 
(2) D={(zx,y)| z+ yy, rx20}:; 

(3) D= {(x,y)l0<zrE1,0Rr + yl|. 

2. 用 极 坐 标 计算 下 列 二 重 积分 : 


(1) ||sin V x + ydrdy, 其 中 万 = !(zx,y)! Tr +t+y de); 
(2) | + y)drdy, 其 中 DD= {i(zr,y)1r +y 坟 x+y|; 
(3) | | zy | drdy ,其 中 中 为 圆 域 .x “+ y 二 a“; 


(4) | (z? + ydzdy, 其 中 卫 为 圆 域 :zz + y < R?， 
3. 在 下 列 积分 中 引 人 新 变量 u,v 后 , 试 将 它 化 为 累 次 积分 : 
(1) | az| “fz,3)dy, 阁 uu= xX+y,v=t-y;} 


(2) (x,y)dzdy, 其 中 D = {(z,y) I Vz +VysVa 9 履 衬 0,y 宇 01, 着 工 一 UCOs 站 ， 


D 
y= Msin v; 


(3) |F(z,y)dzdy, 其 中 D ={zy)1lz+y 生 ar0y 之 0 在 x+y= xy= 


vu. 


4. 试 作 适 当 变 换 ,计算 下 列 积分 : 
(1 ||(z + y)sin (rz — y)drdy,D = zy)10 委 z+y 乏 r0 委 z-y< 魏 村; 


-由 
(2) || esdzrdy,D (xy) rt ylr0,y20}. 


5. 求 由 下 列 曲 面 所 围 立体 VV 的 体积 : 
(1)V 是 由 z=zxz2*+y 和 z=x+y 所 围 的 立体 ; 
2 2 2 yy 
(2) V 是 由 曲面 z= 等 + 和 2z= 沁 + 人 所 围 的 立体 . 


6. 求 由 下 列 曲线 所 围 的 平面 图 形 面积 : 
(1)x+y=a, rt+y=b,y=ar,y= hr(a<b,a<B); 


yy 2 
A 


(3) (z2 十 只)2=262(z2 一 只 ) (r+y a’). 
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7. 设 F(z,y) 为 连续 函数 , 且 F(z,y)= f(y,x). 证 明 . 
1 工 1 工 
| dz za 一 | az 0 -ZX,1 — y)dy. 
8. 试 作 适 当 变 换 ,把 下 列 二 重 积 分 化 为 单 重 积分 、 
(1 lfcv x + yy)dxdy, 其 中 中 为 贺 域 .x*+ y 志 1; 


(2) VE ddy, 其 中 D = {zy ly lSIrl, lz 有 二 
(3) Cz+ ydrdy, 其 中 D= {Cry izitiy <1 


(4) ||fCz,y)dzdy, 其 中 D= {I(zx,y)|z<yR4r,l ry 人 2). 
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一 ”三重 积 分 的 概念 

类 似 于 第 一 型 曲线 积分 , 求 一 个 空间 立体 V 的 质量 M 就 可 导出 三 重 积分 . 
设 密度 函数 为 f(x,y,z), 为 了 求 V 的 质量 ,我 们 把 V 分割 成 nn 个 小 块 Vj， 
V,,"…,V, ,在 每 个 小 块 V; 上 和 任 取 一 点 (& ,75,5), 则 


M= lm Df(&, ,5AV,, 


| 工 一 0 


其 中 AV, 为 小 块 六 的 体积 ,| 工 = max | 的 直径 }. 

设 F(z,y,z) 是 定义 在 三 维 空间 可 求 体积 的 有 办 区域 V4 上 的 有 界 函 数 . 
现 用 若干 光滑 曲面 所 组 成 的 曲面 网 下 来 分 割 V, 它 把 V 分 成 个 小 区 域 Vi， 
V,,…,V,. 记 V; 的 体积 为 AV(i=1,2,…,n), | 了 | = max | V, 的 直径 | .在 
每 个 V, 中 任 取 一 点 (&, 7, 5;), 作 积分 和 

> (6 75)AY 

定义 1 设 F(z,y,z) 为 定义 在 三 维 空间 可 求 体积 的 有 界 财 区 域 VY 上 的 呐 
数 , ] 是 一 个 确定 的 数 . 若 对 任 给 的 正 数 s, 总 存在 某 一 正 数 9 ,使 得 对 于 Y 的 任 
何 分 割 工 ,只 要 | 下 外 <6, 属 于 分 割 工 的 所 有 积分 和 都 有 

> FS 5DAV -J|< 《， 

则 称 f(x,y,z) 在 V 上 可 积 , 数 J 称 为 范 数 F(z,y,z) 在 V 上 的 三 重 积 分 ， 


@ 读者 可 仿照 $ 1 定义 平面 图 形 可 求 面积 的 方法 建立 空间 立体 可 求 体积 的 概念 . 有 界 闭 区 域 V 可 
求 体积 .今后 我 们 总 假定 V 的 边界 由 光滑 曲面 组 成 ,以 保证 积分 区 域 是 可 求 体积 的 . 
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记 作 
J = 中 rayaay 或 ”了 = 外 Fa,yz)azdydz， 

其 中 F(z,y,z) 称 为 被 积 汞 数 ,z,y,z 称 为 积分 变量 ,V 称 为 积分 区 域 . 

当 f(z,y,z)=1 时 ， av 在 几何 上 表示 V 的 体积 . 

三 重 积分 具有 与 二 重 积分 相应 的 可 积 条 件 和 有 关 性 质 (参见 $ 1)， 这 里 不 一 
一 细 述 了 .例如 ,类似 于 二 重 积 分 ,有 

(i) 有 界 闭 区 域 V 上 的 连续 函数 必 可 积 ; 

(ii) 如 果 有 界 闭 区 域 V 上 的 有 界 函 数 F(z,y,z) 的 间断 点 集中 在 有 限 多 个 
零 体 积 ( 可 类 似 于 零 面 积 那 样 来 定义 ) 的 曲面 上 , 则 AAz,y,z) 在 V 上 必 可 积 . 

二 ”化 三 重 积分 为 时 次 积分 

定理 21.15 若 蚂 数 f(z,y,z) 在 长 方 体 V=[a,b5] x[c,d]Xxle,hj 上 的 
三 重 积分 存在 , 且 对 任何 zE La,6bj], 二 重 积分 


I(zx) = ||fCx,y,2)dydz 
存在 ,其 中 D=[c,djX[e,hj], 则 积分 
| dz f(x,y,z)dydz 


也 存在 , 且 
中 rz,y,z)dzdydz 一 | dz (zy 之 )dydz， (1) 
V “DD 

证 ”用 平行 于 坐标 面 的 平面 网 T 作 分 割 , 它 把 V 分 成 有 限 个 小 长 方 体 
vi 二 [zi_1, Xi] X [y;-_1,»;] X [zi1, zr]. 

设 Mx ,Mm 坟 分 别 为 f(y， z) 在 "关上 的 上 、 下 确 般 . 对 于 |Lz 1; ,并 ;| 上任 一 所 

2 ,在 二 7 一 [yy X [z,_1,zZx] 上 有 
Mik AY; AZk 和 | 6 ,yz)dydz 去 Mi AY;AZ. 


Di 


现 按 下 标 ;,k 相 加 , 则 有 
5 || f(y,2)dydz = | yz)dydz = I(é,) 
j,k D; 万 
及 
这 mn 区 Am AyAzxx < < 2 1 )Az; 去 2 Min Ay Azi. (2) 


上 述 不 等 式 两边 是 分 炙 T 的 下 和 与 上 和 . 由 于 F(x, yy,z) 在 V 上 可 积 , 当 
1 人 lz0 时 ,下 和 与 上 和 具有 相同 的 极限 ,所 以 由 (2) 式 得 T(z) 在 [a ,oj 上 可 


Ze tt erate gu 站 T 于 于 -二 一 .1 LJ 
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积 , 且 
b 
| rz)dz = f(x,y,2)drdydz. 四 


由 2 知道 ,(1) 式 右 端 中 的 二 重 积分 ||f(z,y,z)dydz 可 化 为 累 次 积分 来 


计算 ,于 是 我 们 就 能 把 (1) 式 左边 的 三 重 积分 化 为 三 次 积分 来 计算 .如 化 为 先 对 
z ,然后 对 y, 最 后 对 z 来 求 积分 , 则 为 z 


| ,y,Z)dzdydz = | az ay f(z ,y,Z)dz. 


有 时 为 了 计算 上 的 方便 ,也 可 采用 其 他 的 计算 顺 友 . 
为 了 讨论 一 般 区 域 上 的 三 重 积分 的 计算 , 先 研究 一 类 简单 区 域 上 的 积分 . 设 
积分 区 域 V 由 集合 


V= {zr,yz) 1 (rsy) zr,y), rz) Ry Er),a SIEb) 


所 确定 (图 21-30), 这 里 六 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 
D= {i(zx,y) | yi(r)<yy(r),a rb 
是 一 个 x 型 区 域 , 它 对 于 平行 于 z 轴 且 通过 DD 内 点 的 直线 与 V 的 边界 至 多 交 
于 两 点 . 
现 设 f(x,y,z) 在 V 上 连续 ,zi(zx,y),z2(ZX,y) 在 D 上 连续 ,yi(zx)， 
yo(Zz) 在 [La ,65] 上 连续 , 则 有 


之 (x,y) 


,ysz)drdydz =||dzdy| | ,yz)d 
| y,z)drdydz J yf y,Z)dz 


b y, (x) zs(T1y) 
-| az| ”dy flz,y,z)dz. (3) 
a y1(x) z1(t,y) 

同样 地 , 当 把 区 域 V 投影 到 zz 平面 或 平面 上 时 ,也 可 写 出 相应 的 累 次 
积分 公式 ， 

对 于 一 般 区 域 上 的 三 重 积分 , 常 可 把 它 分 解 成 有 限 个 简单 区 域 上 的 积分 和 
来 计算 ， 

dzd 


例 1 计算 92 ,其中 V 六 由 平面 xX 二 1,x = 2,z = 0,y= 二 工 己 
Vv + 了 
z 二 y 所 围 的 区 域 (图 21 — 31). 
解 立 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 
DD = {(zx,y)|0y<zr,1l<r2 


是 x 型 区 域 ,这 里 zi (zx ,y)= 二 0,z2(X,y) 二 y. 所 以 由 公式 (3), 有 


a TE ur + lie A EA ir A ke ee Tm i 
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z z=z2(X,)) 


y=y,(X) 


图 21 一 30 图 21 -31 


CC3cz = =| 4 z| [es =] az] ydy 
x“ + y dy) ++- 0 x + yy 


‘dz =| iin2g 
dz | 3 z 


1 
= 了 in2 
例 2 求 
2 2 
> 
I -由 要 + jdrdydz, 
其 中 V 是 椭 球 体 ， 
2 2 
z+ 二 + 当世 1 
| a b C 
解 由 于 
I = 外 | 至 azayaz+ 于 dddz + + dx dydz,， 
V V V 
其 中 
| 到 azaydz =| “sdzlldydz, 
Vv Pe 

这 里 R, 表示 椭圆 面 : 

yr 2? 2 

一 十 生生 1 一 一 7 

pb C a 
或 2 

2 
~ + -全 1 
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它 的 面积 为 
2 2 2 
Vl (1 
于 是 
2 2 
i J2drdydz = | he x2(1 一 瑟 jdz 一 fonabe 
V 
同 理 可 得 
2 
| padrdydz 一 1Srapc， 
| 4 
dzdydz 一 1s™abrc. 
V 
所 以 
[= 3( is"abe |= ralc 
三 ”三重 积分 换 元 法 


和 二 重 积 分 一 样 , 某 些 类 型 的 三 重 积 分 作 适 当 的 变量 变换 后 能 使 计算 方便 . 

设 变换 下 :z=zzyioymzw)y=y( vw ), = (uv) ,把 www 空间 
中 的 区 域 V 一 对 一 地 映 成 xyz 空间 中 的 区 域 V ,并 设 函 数 工 (u,v,w),y(u,v， 
ww) ,z(u,v,w) 及 它们 的 一 阶 偏 导数 在 V 内 连续 且 陋 数 行列 式 


ox 
du 


gy 


J(u,v,w) = 37, 


9 之 
9u 


9 并 
2 
dy 
Ov 


dz 
Ov 


QT 
2 


9 ， 
一 | 天 0,(zozw)E TV 


dw 


gz 
dw 


于 是 与 二 重 积 分 换 元 法 一 样 ,可 以 证 明 (用 本 章 $9 中 证 明 二 重 积分 类 似 的 方 
法 ) 成 立 下面 的 三 重 积分 换 元 公式 : 


/ FCz ,ysZ)dzdydz 
V 


= Czas) sy Cu, 0, rw) ,z(u,v w)) | J (u,v,w) | dudvdw, 
> 


其 中 f(xz,y,z) 为 VY 上 可 积 . 


下 面 介绍 几 个 常用 的 变换 公式 : 


1. 柱 面 坐标 变换 


(4) 
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y=rsing, 0 入 0 和 过 2Tr， 
之 一 之 一 oo 所 过 二 十 oo， 


由 于 变换 本 的 函数 行列 式 


全 入 0 雪 r <+ oo， 
I. 


sinO reos0 0|= 
0 0 1 
按 (4) 式 ,三 重 积分 的 柱 面 坐标 换 元 公式 为 


由 rz,y,z)dzdydz = froos 0 ,rsin 0,z)rdrdOdz, ($) 


这 里 VV 为 VV 在 柱 面 坐 标 变换 下 的 原 象 

与 极 坐 标 变换 一 样 , 柱 面 坐 标 变 换 并 非 是 一 对 一 的 , 并且 当 +=0 时 ， 
Ja az)=0, 但 我 们 仍 可 证 明 (5) 式 成 立 

在 柱 面 坐标 系 中 ,用 = 常数 ,g= 常数 ,= 常数 的 平面 分 割 V' 时 ,变换 后 
在 xyz 直角 坐标 系 中 ,r= 常数 是 以 z 轴 为 中 心 轴 的 圆柱 面 ,9= 常数 是 过 轴 
的 半 平 面 ,zx = 常数 是 垂直 于 z 轴 的 平面 (图 21- 32) 

用 柱 面 坐 标 计算 三 重 积分 ,通常 是 找 出 V 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 DD, 即 当 

V = {(z,y,2)| z(x,y zr,y), zy) EDI 


J(r,0,z) = 


时 ， 
zy(z,)) 
Cr,y,2) = |lazdy| f(x,y,z)dz, 
V D z1(X,)) 


其 中 二 重 积 分 部 分 应 用 极 坐 标 计算 . 
例 3 计算 
| + 多 )dzdydz， 


其 中 VV 是 由 曲面 2(x?+y)=zz 与 z=4 为 界面 的 区 域 ( 图 21 -33). 


图 21 一 32 


:rl reli tt EH er et 外 
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解 V 在 xy 平面 上 的 投影 区 域 D 为 z“+y 委 2. 按 柱 坐 标 变换 ,区 域 可 
表 为 
V = |i(r,0,z)12r CzR40 和 Ar/2,0RC0RK27r). 
所 以 由 公式 (5), 有 
者 ca 十 y)dzdydz -|‖|-araeaz 
V Vv 


-feof of rdz = Ei [D 


2. 球 坐标 变换 
T= rsin cos 0O，0 委 区 + oo， 
rs vsin 0, 09x, 
z = rcos 0， 0 委 0 2rn. 
由 于 
sin pocos 0 rcos pcos 0 —rsin psin 1 


sin psin 0 rcos psin OO rsin pcos 1 


J(r,p,0) = 


COS 9 ~ rsing 0 
= r’sin 9, 
当 o 在 [0,x] 上 取 值 时 ,sin gp 之 0, 所 以 在 球 坐标 变换 下 , 按 公 式 (4) ,三 重 积 分 的 
球 坐 标 换 元 公式 为 


中 re ,yz)dzdydz 
V 


= x rsin cos 0 ,rsin psin 0,7ceos op)r’sin pdrdpd0, (6) 
V 


这 里 V 为 V 在 球 坐 标 变 换 丁 下 的 原 象 . 

类 似 地 , 球 坐 标 变换 并 不 是 一 对 一 的 ， 
并 且 当 r=0 或 g=0 或 x 时 ,J(r,9,0)= 
0. 但 我 们 仍然 可 以 证 明 (6) 式 成 立 . 

在 球 坐 标 系 中 ,用 7 = 常数 ,p= 常数 ， 
0= 常数 的 平面 分 割 时 ,变换 后 在 zz 
直角 坐标 系 中 ,>= 常数 是 以 原点 为 心 的 球 
面 ,p= 常 数 是 以 原点 为 顶点 ,z 轴 为 中 心 
轴 的 圆锥 面 ,9 = 常数 是 过 zx 轴 的 半 平 面 “” 
(图 21 一 34). 图 21 -34 

在 球 坐 标 系 下 , 当 区 域 V 为 集合 
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p1(0) oR p20),0 0R 0,) 
时 ,(6) 式 可 化 为 累 次 积分 


中 re ,yz)dzdydz 
y 


PCD) r,(p,0) 
一 | db| dg| f(rsin pocos 0,rsin psin 0 ,rcos p) rsin pdr. 
0) ri(9,0) 


(7) 

例 4 求 由 圆锥 体 z 写 VY z2+ ycot B 和 球体 xz: 十 y+ (z 一 a 六 志 a* 所 确 

定 的 立体 体积 (图 21 - 35), 其 中 BE (0, 把) 和 
a( 0) 为 常数 . 


解 ” 在 球 坐 标 变 换 下 ， 球面 方程 zx? + y 十 
(z 一 a)*= a? 可 表示 成 r =2acos p, 锥 面 方程 z= 


VX“+ ycot B 可 表示 成 p= B. 因 此 
= | rp,09) 10 委 和 2acos 9,， 
0 委 o 乏 8,0 筷 0 委 2z|. 
由 公式 (7) 求 得 Y 的 体积 为 


juv- | ae| ap| ”snpdr 1 


= 和 ra3(1- co B). UU 
除 上 述 介绍 的 两 种 变换 外 ,下 面 我 们 再 举 一 个 例子 ,进一步 说 明 如 何 根 据 被 
俱 函数 或 积分 区 域 的 特点 来 选择 其 他 不 同 的 变换 
例 5 求 T= Jzdzdydz, 其 中 V 为 由 三 + + 5 <1 与 z 之 0 所 围 区 域 . 


解 作 广义 球 坐标 变换 
工 三 Crsin 0O cos 0， 
中 = brsin 9 sin 0， 
Zz = CrCOS 9,) 


于 是 J= apcr2sin p. 在 上 述 广义 球 坐 标 变换 下 , Y 的 原 象 为 
= {|(r,9,0) 10 委 > 委 1 0 和 9 委 7 了 ,0 和 0 委 2xl 


由 公式 (7) ,有 
由 zazaydz = ||abe?rsin D cos pdrdgd0 
V V 
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2 3 1 
-| de] dp| abc2r3sin 9 cos D dr 


2 
-ze sin 9 cos pdP = Ta ， DD 


习 题 


1. 计算 下 列 积分 : 
(Dy+ 22)drdydz, 其 中 V = [-2,5] x [-3,3] x [0,1]; 


(2) llizeos ycos zdrdydz, 其 中 V = [0,1]x [0, |x 0, 于 |; 


oe 其 中 V 是 由 z + y+ z = 1 与 三 个 坐标 面 所 转 成 的 区 域 


(1+zxztyt+z)3 
oes (z+ y)dzdydz, 其 中 V 是 由 y =Vz,y = 0,z = 0 及 z+y = 于 所 围 成 的 
区 域 . 
2. 试 改 变 下列 累 次 积分 的 顺序 ， 
1 1 一 工 Tty 
(| az), dy|- f(x,y, 2)dz; 


1 fl ze 

(2) az] sy f(x,y,2)dz. 
3. 计算 下 列 三 重 积 分 与 累 次 积分 ; 
(D2azdydz ,其中 V 由 xz? 十 y + 之 六 和 xX 十 yy + z 壕 2rz 所 确定 ; 

Y 1-z ~ 2 一 2 -yy 
(2) | dz| dy /272 
4. 利用 适当 的 坐标 变换 ,计算 下 列 各 曲面 所 围 成 的 体积 : 
(1) z= x+ y ,z=2(72 + y), y= 7 y= 7 


(2) (二 + 之 ) + + (三 )=1 (zr 宇 0, y 宕 0,z0,a >>0,6>0,c>0). 
5. 设 球体 zx? 过 + z2<2z 上 各 点 的 密度 等 于 该 点 到 坐标 原点 的 距离 , 求 这 球体 的 质 


zdz. 


0 
6. 设 f(z,y,z) 在 长 方 体 V= [a,b] x[c,d) XK [e,hb] 上 可 积 .车 对 任何 (y,z)ED= 
[c,d]X[e, 妈 ], 定 积分 
F(y,z) = | f(z,y,2)dz 


存在 ,证 明 F(y,z) 在 D 上 可 积 , 且 


RE 和 二 | 
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EGy,z)dydz 一 le ,yz)dzdydz. 


2 2 
7 + 所 十 Zl | ,计算 下 列 积分 ， 


$6 ” 重 积 分 的 应 用 


重 积分 的 应 用 除 前 面 提 到 的 可 用 以 求 空间 立体 的 体积 及 空间 物体 的 质量 
外 ,这 里 再 举 几 个 它 在 几何 与 力学 方面 的 应 用 . 

一 曲面 的 面积 

设 万 为 可 求 面积 的 平面 有 界 区 域 ,函数 f(z,y) 在 D 上 具有 连续 的 一 阶 偶 
导数 ,讨论 由 方程 

z= f(r,y),(rt,y)ED 

所 确定 的 曲面 S 的 面积 . 

为 了 定义 曲面 S 的 面积 ,对 区 域 D 作 分 割 工 ， 
它 把 DD 分 成 n 个 小 区 域 o,(i = 1,2,…,n). 根 据 这 
个 分 割 相 应 地 将 曲面 S 也 分 成 个 小 曲面 片 
S,(i=1,2,…,n). 在 每 个 S; 上 任 取 一 点 Mi ,作曲 
面 在 这 一 点 的 切 平面 ri ,并 在 x; 上 取出 一 小 块 A;， 
使 得 A, 与 S; 在 zy 平面 上 的 投影 都 是 c ,如 图 21 一 
36 所 示 . 现 在 点 M; 附近 ,用 切 平面 A; 代替 小 曲面 
片 S;, 从 而 当中 工 吓 充分 小 时 ,有 图 21_ 36 


AS = > As a > 1AAi， 
这 里 AS ,AS;,,AA， 分 别 表示 井 面 S， 小 曲面 片 S;, 小 切 平面 块 A; 的 面积 .所 以 


当 上 修一 0 时 ,可 用 和 式 > 1A4， 的 极限 作为 S 的 面积 . 


现在 按照 上 述 给 出 的 曲面 面积 的 概念 ,来 建立 曲面 面积 的 计算 公式 
首先 计算 A; 的 面积 . 由 于 切 平面 x; 的 法 向 量 就 是 曲面 S 在 点 Mi (后 , 7， 


5 ) 处 的 法 向 量 , 记 它 与 z 轴 的 夹 角 为 7;, 则 


$6 重 积分 的 应 用 253 


加 1 
| cos 7; | 二 一 一 一 一 一. 
V1+ fr(é,m) + fo(é,, 7) 
因为 A, 在 zy 平面 上 的 投影 为 ci ,所 以 
AA., 一 A 一 MA ] + fE(E€ ,7;) + fs(€;,7;)Ao;. 
其 次 ,由 于 和 数 
DIAA, 一 3 Y 1 + fi(&,7;) + fs(é;, 7)A0, 
i=!1 i=1 
是 连续 函数 V 1+ 记 (zt,y)+ 户 (zx,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 积分 和 .于 是 当 
| 工 呈 一 0 时 ,就 得 到 


AS = lim > VI+ Em) + (Eh)A 


Tl=0 


-| 1 + fi(z,y) + PCzyjdzdy (1) 
或 . 
. Ada; 四 dzdy 
AS = | lp, | cos 7; | -| 2) 


其 中 cos (n,z) 为 曲面 的 法 向 量 与 z 轴 正 向 夹 角 的 余弦 ， 
例 1 求 圆锥 z=v zx*+ 在 圆柱 体 x*+ vy 二 xz 内 那 一 部 分 的 面积 . 
解 ” 据 曲面 面积 公式 (1)， 


AS = jy 1 + z+ zsdzdy， 
其 中 卫 是 z+ 交 委 过 .所 求 曲 面 方程 为 


z=Vri+y, 

故 
并 四 
之 ,二 , Z， 二 . 

72 + y T+ 本 

因此 
V2， 
所 以 
-2 口 


AS = | v2azdy = V2AD = A 
万 


若 空间 曲面 S 由 参量 方程 
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X= z(u,v),y = y(usv),z = z(u,v),(u,v)ED (3) 
确定 ,其 中 zx(w,v),y(wu,v),z(wu,v) 在 D 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 且 


9(zx,y) 9(y,z) A(Z ,ZT) 
Ad(wu,v) 9(wu,v) a9(u,v) 


中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 则 曲面 S 在 点 (xz,y,z) 的 法 线 方 向 数 为 


(S22 a(z, Tt) 5 ) 
a(u,v0) "9(u, 0) au) 六 


它 与 z 轴 的 夹 角 的 余 弦 的 绝对 值 为 


9(Cz，y) 


9(u,v) 
() + (2 二) + (四 兴 ) 


a(xz,y) 


| cos (8 ,z) | 一 


9(uso) 
MV (Tt tL) t+ y+ zs) — (zero t+ Yayo + Lazo) 


mg 
J 


— E22 1 (4) 
9(u, v) a FC- 


其 中 
E=7xit+ y+ zu 
F = Zrv 十 yeyo 十 Zzvs 
G = 7%+ y+ zo. 


32 #0 时 ,对 (2) 作 变换 = z(z,o),y= y(zyz), 则 有 
1 
AS -J os nz) ddy 
-| is 
J | cos (n,z) | a(wu,v) 
由 (4) ,得 到 由 参量 方程 (3) 所 表示 的 曲面 面积 公式 : 
AS =||» EG — F*dudyv. (5) 


D 
例 2 求 球面 上 两 条 纬 线 和 两 条 经 线 之 间 的 曲面 的 
面积 (图 21-37 中 阴影 部 分 ). 
解 ” 设 球面 方程 为 


r= Ros yoos 9, 


dudwvw. 


y= Roos psin 9， 
z= Ksn y,， 
其 中 R 为 球 的 半径 .本 例 是 求 当 gp 所 p92, 如 J 
J 时 的 球面 部 分 面积 .由 于 
E x+ 和 十 2 = 天， 
F =0,G = R?cos y, 
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所 以 
V EG - F* = R’cos y. 
由 公式 (S) 即 得 所 求 曲面 的 面积 . 
9 
AS = | ap] “Ricos ydy = R’(92 — 91)(sin go - sin fi). UD 
Pl 1 


在 讨论 曲线 弧 长 时 ,我 们 曾 用 弧 内 接 折 线 的 长 ,在 其 各 有 段 的 长 趋 于 等 时 的 极限 来 定义 .但 
是 能 否 类 似 地 用 曲面 的 内 接 多 面 形 的 面积 ,在 其 各 个 面积 的 直径 趋 于 零 时 的 极限 来 定义 呢 ? 
施 瓦 茨 (Schwarz) 曾 举 出 一 个 反例 说 明 这 样 的 定义 方法 是 不 可 行 的 .对 此 读者 可 参见 有 关 的 
数学 分 析 教 程 ( 如 非 幸 金 哥 尔 蒋 《 微 积分 学 教程 /中 译本 第 三 卷 第 二 分 册 ). 

二 重心 

设 到 是 密度 函数 为 o(z,y,z) 的 空间 物体 ,po(z,y,z) 在 V 上 连续 .为 求 得 
V 的 重心 坐标 公式 , 先 对 V 作 分 割 工 ,在 属于 分 割 丁 的 每 一 小 块 v; 上 任 取 一 点 
(&,, 7; ， bt;) ,于 是 小 块 六 的 质量 可 Bp(&， Wi» 5 )Av; 近似 代替 .在 把 每 一 小 块 看 
作 质 量 集中 在 ( ,7 和) 的 质点 时 ,整个 物体 就 可 用 这 x 个 质点 的 质点 系 来 近 


似 代 替 . 由 于 质点 系 的 重心 坐标 公式 为 
Dep(&, Mi, Ei) Av 2 no(é ,i, Ci)Av: 


2) p(E&, Ni， 5 )Av， 
i=1 


T ; Yn 一 9 


>0(6 ,CA 
1 一] 


3 Cp( €;, ni, Gi) Av; 
5 = 三 一 一 . 
D2 p(s bi)Av 
当 上 | 十 全 一 0 时 ,我 们 很 自然 地 把 元 , ,zz 的 极限 去 ,y,z 定义 为 V 的 重心 坐 
标 , 印 


中 aczyaay 由 wz,yz)ay 
V 


V 


F = 人 一， 了 7= 让 一 一 ， 
oC,»,2)av 由 ceaay 
V V 


中 dz ,yz)dV 


z = 二 一 一 一 一 一 . 
eCz,y,z)dv 
V 


当 物 体 V 的 密度 均匀 即 o 为 常数 时 , 则 有 
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这 里 AV 为 V 的 体积 . 
读者 同样 可 以 得 到 ,密度 分 布 为 op(z,y) 的 平面 薄板 D 的 重心 坐标 是 
| | 


D D 


5 = 侍 一 一 一 ， 了 二 人 一 一 一 . 
ez,y)dr ecz,yao 
当 平 面 薄板 的 密度 均匀 时 , 即 p 是 常数 时 , 则 有 
示 == ole y= x 吉 de， 


这 里 AD 为 平面 薄板 的 面积 . 
例 3 求 密度 均匀 的 上 半 椭 球体 的 重心 . 
解 ” 设 椭 球 体 由 不 等 式 


表示 . 由 对 称 性 知 二 =0,y=0. 又 由 po 为 常数 ,所 以 
ezav ||zardyds 
V _Y 


之 二 = 
中 ea V 3 ™abc 
V 


由 人 5 例 5 得 


三 ”转动 惯量 

质点 A 对 于 轴 /! 的 转动 惯量 J 是 质点 A 的 质量 mm 和 A 与 转动 轴 / 的 距离 x 
的 平方 的 乘积 , 即 J = mr*“. 

现在 讨论 空间 物体 V 的 转动 惯量 问题 .我 们 仍然 采用 第 二 段 中 的 办 法 ,把 
V 看 作 由 nn 个 质点 组 成 的 质点 系 , 然 后 用 取 极 限 的 方法 求 得 V 的 转动 惯量 . 

设 o(z,y,z) 为 空间 物体 V 的 密度 分 布 函数 , 它 在 V 上 连续 .对 V 作 分 害 
T .在 属于 工 的 每 一 小 块 ww 上 任 取 一 点 (&,w,5;), 于 是 wv; 的 质量 可 以 p(é&， 
7 5)Au 近似 替代 . 当 以 质点 系 1(&, 5) ,i =1,2,…,n| 近 似 蔡 代 V 时 , 质 
点 系 对 于 z 轴 的 转动 惯量 则 是 


J = DR+ p(s KA 
当中 十 一 0 时 ,上 述 积分 和 的 极限 就 是 物体 V 对 于 zz 轴 的 转动 惯量 
J, = oy + z’)o(T,y,zZ)dV. 
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类 似 可 得 物体 V 对 于 y 轴 与 z 轴 的 转动 惯量 分 别 为 
J, = | 十 rx’)p(r,y,z)dV, 


J > = 中 cz + y)p(zr,y,z)dV. 
同 理 ,物体 V 对 于 坐标 平面 的 转动 惯量 分 别 为 
J = 中 =e(z,yz)av， 


J = ?pz,y, 2)dv, 


V 


Jzr = 下 oz,yz)av. 
据 此 ,读者 也 容易 建立 平面 薄板 对 于 坐标 轴 的 转动 屈 量 ， 
J; = |p, wde, Jy = ep(z, 3)de 
以 及 
= |?(z,y)p(z,y)de， 


这 里 / 为 转动 轴 ,r(z,y) 为 也 中 点 (zx,y) 到 / 的 距离 吧 数 . 
例 4 求 密度 均匀 的 圆 环 D 对 于 垂直 于 圆 环 面 中 心 轴 的 转动 惯量 (图 21 一 
38). 
解 ” 设 圆 环 口 为 
RI<r +y < RS, 
密度 为 po, 则 D 中 任 一 点 (zx,y) 与 转轴 的 距离 平方 为 xz*+y .于 是 转动 惯量 


2Tr k, 

J -| “(x2+ y’)do = | al| rdr 
D 9 RR, 
= (RS- RI) = 2 (RS+ RI), 


其 中 mx 为 圆 环 的 质量 . 口 
例 5 求 均匀 圆 盘 D 对 于 其 直径 的 转动 惯量 (图 21 一 39). 
解 ” 设 圆 盘 D 为 z2+ <R2 ,密度 为 p, 求 对 于 y 轴 的 转动 惯量 .由 于 DD 


内 任 一 点 (zx,y) 与 y 轴 的 距离 为 | z| , 故 
J = lar?do =p] do (recs 9)? “rdr 


27 R 
= 中 cos: 0d0 . | ridr 


ee 


本 


_ prR 1 R? 
二 4 = 4 ， 


图 21 一 38 图 21 一 39 
其 中 mx 为 圆 盘 的 质量 . OD 
例 6 设 某 球体 的 密度 与 球 心 的 距离 成 正比 , 求 它 对 于 切 平面 的 转动 惯量 . 
解 设 球体 由 不 等 式 x + 人 7 十 xz2<< 尺 表示 ,密度 阴 数 为 V r+ oy 十 2 
这 里 大 为 比例 常数 . 切 平面 方程 为 二 = 尺 , 则 球体 对 于 平面 zx= 尺 的 转动 惯量 为 


J = | VX + y+ z (Rr) drdydz 
VY 
27 nt R 
一 i 2 3 
= | dj dr| (R ~ rsin pcos 0 六 六 sin pdr 
2n Rk x 27 
— pp2 3 . . 
AR | do] 六 drj sin pdg 2kR| cos Gd0 


XT 27 R 所 
js pdow 十 中 cog0d0| rsdr | sin Pd 


引力 

求 密度 为 p(x ,y,z) 的 立体 对 立体 外 质量 为 1 的 质点 A 的 引力 . 

设 A 的 坐标 为 (£,n,5),V 中 点 的 坐标 用 (xz,y,z) 表 示 . 我 们 使 用 微 元 法 
来 求 V 对 A 的 引力 .V 中 质量 微 元 dm = pdV 对 A 的 引力 在 坐标 轴 上 的 投影 


为 


dF, = k EtpdV ,dF, = kodV ,dF = 一 2 0dT， 
六 


3 
其 中 角 为 引力 系数 ， 

r=V (r+(y- 7 +(z- C6) 
是 A 到 dV 的 距离 .于 是 力 下 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 
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F, -=k 30dV, F, = £22odv, 
V ? V rr 


F, =&|| = odV, 
V 


; 
所 议 
F=F,itkF,j+rFk. 
例 7 设 球体 V 具有 均匀 的 密度 o , 求 V 对 球 外 一 点 A( 质 量 为 1) 的 引力 
(引力 系数 为 上 ). 
解 ” 设 球体 为 x?+ y+ xz’ 二 R*, 球 外 一 点 A 的 坐标 为 (0,0,a)(R<a). 
显然 有 FF, = 下 ,二 0, 现 在 计算 F.. 由 上 述 公式 ， 


FE, =#&|| za) 
| [x2 y+ (2- 2 Bodrdydz 


人 dxdy 
= 如 | (2 dj FR (ea) + Hz 一 CE 


其 中 ={(z,y)|lzx*+y 志 R*~ xz |. 用 柱 坐 标 计算 . 


R 2 Y R 一 zx y 
F, = 如 | (z 一 adz| dg| Ta 


2xk | - | -je 
(JR VR* -2az+a’ 
__.4 p3 
一 3 OR . D 
上 面 我 们 只 讨论 了 重 积分 在 力学 中 的 应 用 .实际 上 ,也 可 用 第 一 型 曲线 积分 
(包括 在 下 一 章 中 将 要 讨论 的 第 一 型 曲面 积分 ) 来 计算 空间 曲线 (曲面 /的 重心 ， 


关于 转动 轴 或 坐标 平面 的 转动 惯量 以 及 曲线 (曲面 ) 对 其 外 一 质点 的 引力 .这 里 
就 不 再 一 一 细 述 了 ,读者 可 仿照 上 面 的 方法 建立 相应 的 计算 公式 . 


习 是 


1. 求 曲 面 cz = zy 包含 在 圆柱 zx* + =a“ 内 那 部 分 的 面 各 . 
2. 求 锥 面 z= MV z2 + 被 柱 面 z?=2x 所 截 部 分 的 曲面 面积 ， 
3. 求 下 列 均匀 密度 的 平面 薄板 重心: 


2 2 
(1) 半 炳 加 十 2<1 ,0; 


(2) 高 为 hh, 底 分 别 为 a 和 6 的 等 腰 梯 形 . 
4. 求 下 列 均匀 密度 物体 的 重心 : 


er ee a Rd 
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(1) = 委 1 一 z 一 多, 过 0; 

(2) 由 坐标 面 及 平面 z+2y 一 z= 二 1 所 围 的 四 面体 . 

5. 求 下 列 均 匀 密 度 的 平面 薄板 的 转动 惯量 ， 

(1) 半径 为 尺 的 圆 关于 其 切线 的 转动 惯量 ; 

(2) 边 长 为 a 和 0, 且 夹 角 为 9 的 平行 四 边 形 ,关于 底 边 5 的 转动 惯量 . 

6. 计算 下 列 引 力 ， 

(1) 均匀 薄片 z+ 和 R,z=0 对 于 轴 上 一 点 (0,0,c)c>0) 处 的 单位 质量 的 引力 
(2) 均匀 柱 体 z2 + 关 委 o ,0 委 z 委 产 对 于 点 PP(0,0,c)(c> 玫 ) 处 的 单位 质量 的 引力 ; 
(3) 均匀 密度 的 正 圆锥 体 ( 高 h, 底 半径 尺 ) 对 于 在 它 的 顶点 处 质量 为 m 的 质点 的 引力 . 


7. 求 曲面 
ee es ?7 0<p<2n, 
y 二 &CCS8 Psin 9,， 0 2n 
z = asin y,， 
的 面积 ,其 中 常数 a,b 满足 0<a 委 0. 
8. 求 螺旋 面 
入 遇 0 委 7 了 所 4， 
y= rSIn 0， 0< oar 
z 三 by, 
的 面积 . 
9. 求 边 长 为 a 密度 均匀 的 立方 体 关 于 其 任 一 棱 边 的 转动 惯量 . 
“$7 n 重 积分 
对 于 n 重 积分 ,我 们 先 介绍 一 个 物理 模型 , 即 两 个 物体 Vi 与 V; 之 间 的 引 
力 问题 . 


设 物 体 Vi 中 点 的 坐标 为 (zi,yi, z1) ,V2 中 点 的 坐标 为 (zz,yz,z2) ,它们 
的 密度 函数 分 别 为 连续 函数 oil(zi,yi,zi) 与 po2(Zz2,y2， zx ) ,上 且 设 它们 之 图 的 
引力 系数 为 1. 我们 用 微 元 法 求 它们 之 间 的 引力 .为 此 ,在 Vi 中 到 质量 咎 元 
oi1dz1dy1dz1 ,在 V, 中 取 质 量 微 元 p2dx2dy2dz2. 由 万 有 引力 定律 知道 ,Vi 的 
微 元 对 V, 的 微 元 的 吸引 力 在 z 轴 上 的 投影 为 


p102(51 一 Za)dzldyidzldzzdyzdz2 
3 
天 


其 中 ”= (zx1 一 IT2)+(y1 一 y+(z1 一 z2). 把 两 个 物体 的 所 有 微 元 间 的 吸 
引力 在 x 轴 上 投影 的 量 相 加 ,就 得 到 物体 Vi 与 Vz 间 的 引力 在 轴 上 投影 的 


- ay aaa P 
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(Zz ? ;之 ) ( 9 J 和 
F = We 1 9 Y1» 21) 02(T2, 2 2Z2) (1 2) 7 dy dz dzodyndz， 


r 

这 个 积分 是 在 由 六 维 数 组 (zi1, yi1, zi, 7x2,y2,z2) 构 成 的 六 维 空间 中 的 六 维 区 域 
V = Vi XV， 上 的 积分 .吸引 力 在 y 和 z 轴 上 的 投影 也 同样 可 由 六 个 自 变量 的 
积分 形式 来 表示 ,这 就 是 n 重 积 分 (n =6) 的 一 个 例子 . 

建立 n 重 积 分 概念 ,首先 必须 像 定义 平面 图 形 面 积 一 样 定义 n 维 空间 区 域 
的 体积 问题 . 9 n 维 区 域 一 一 nn 维 长 方 体 

= [ai,b1] X [as,b2) x x La,,b,) 
图 体积 规定 为 (6 a a2)°"* (bn — 。 ). 在 仿照 可 求 面积 概念 那样 建立 n 
维 区 域 的 可 求 体积 概念 之 后 ,可 以 证 明 n 维 单纯 形 
TI1 宇 0,zx2y 守 0,…,Xn 宇 0,T1+X2+"… 十 Xn 全 hh 
和 ? 维 球体 
Xf+ r+ +XiR’ 

的 体积 是 存在 的 . 

设 元 函数 F(zi ,zz，……z,) 定 义 在 n 维 可 求 体积 的 区 域 V 上 . 像 二 重 积 
分 概念 那样 ,通过 对 V 的 分 割 、 近 似 求 和 、 取 极限 的 过 程 , 便 得 到 ” 重 积 分 的 概 
念 : 


Ei 


to 


I = | Fr(zbzayza)dzrdzs (1) 


与 二 重 积分 相仿 ,n 重 积分 也 有 如 下 一 些 纺 论 : 

若 F(zj，……zo) 在 7 维 有 界 闭 区 域 V 上 连续 , 则 > 重 积分 (1) 必 存在 . 

计算 n 重 积分 的 办 法 是 把 它 化 为 重 数 较 低 的 积分 来 计算 . 如 当 积 分 区 域 是 
长 方 体 [a1,61]X[az;6b2]X…X[a, ,5b4j] 时 , 则 有 


b b, 6 
I -| dz dz f(x1,, Tn) dT,. 
当 V 由 不 等 式 组 ej 志 x1 才 61 ,4a2(X1) 折 Tz2 入 Bb2(T1) ,an(Tls Zn) 
Tob, (zl “yn— | ) 表 示 时 ， 则 有 
bx) b (zx, ,TT 1) 
RN 
设 变换 
X15 T1(Eé1, E22, E,), 
2 一 T(E1,€2,.°", 6), 


生生 和 


Xn 一 Tn (El EM) 


I: 
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把 n 维 &1 8&0…&& 空间 区 域 V 一 对 一 地 上 映射 成 n 维 ziz2…pz 空间 中 的 区 域 V， 
日 在 VV 上 了 捕 数 行列 式 


9X1 2Z1 . 971 

dé1! 9é2 9é, 

3( ) gx? 9 7X2 dX2 
_a(zuzz) | 二 Ee 
一 一 1 nn 
age 6) | 
xn rn .. 2Zn 

9é&] 9é, qt 


恒 不 为 零 , 则 成 立 下 列 ” 重 积 分 的 换 元 公式 ， 


1 = 人 zzam)dzadzzdz 


FP 


=| jf er) 1J 1d6td6…d6， 
V 


例 1 求 ni 维 单纯 形 T, :Z1 之 0,z720 zl0,Zzl 十 Wy pp) 十 "十 xX»n 导 h 的 
体积 AT,. 


天 


rr 一 Rn 


展 AT 二 [jazdz2…dz, 作 详 折 


I 
之 1 一 PE ,2 一 he 2 ,Tn 一 heé,. 
这 时 J = h" ,因此 有 
AT, 一 h” lagidé2…dé, 一 ha,，, 
D) 
其 中 
Di = {(&1,62 6 ) ++ + 妃 人 1, 人 61 之 0, 包 之 0,…,6 之 0 
n—l 
| 一 
mm = | dé, 上 aaasras- (2) 
这 里 
TS 名 PP0, 名 0 和 10 
对 积分 (2) 作 变换 


él 一 (1 一 & ) 5 7-1 一 (1 一 后) Cn-1. 
这 时 J= (1 一 6)” ,因此 有 
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4—1 


Qn -| a 一 已) de, [avecde,s 
D, 


Qn—l 


1 
= (1 6)" tdé, = 2 


其 中 D = {和 (6 62) | 二 一 十 对 1, 如 守 0,… ,5 -1 宇 0| .这 是 一 个 
递 推 公 式 . 由 于 当 = 二 1 时 ,al = 二 1, 因 此 


2 1 
2 7 人 


于 是 AT, = 入. D 
nH. 
例 2 求 n 维 球体 V,:zf+zx3+…+zx% 亿 R* 的 体积 AV. 


对 


mie 


解 AV, = 加 dzx1'**dz,. 


2 这 2 
zt"*+tr ER 


作 变 换 Z1 三 下 CT = KEé,. 
这 时 J= R", 因 此 有 


Li 


ss 


: AV, 一 R” 加 del…de， 一 人 0 ， 

其 中 
Pp 一 | ae | del…'d&E 1， 
A 
它 是 n 维 单位 球体 的 体积 . 注意 B, 中 右 端 的 n 一 1 重 积分 表示 以 V1- 2 为 半 
| 
径 的 n 一 1 维 球体 的 体积 .因而 它 应 等 于 B,_1(1 一 点 ) 2 ,其 中 B_1 为 x 一 1 维 
单位 球体 的 体积 .于 是 有 
Bp -| (1 — e) dé “Bl. 
Ee: _1 nt 但 一 

今 & 二 cos 09, 又 得 一 递 推 公 式 


亚 


2 
8 = 28, | sin"0d0. 
由 于 
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。 (2m—i)i! x 
2 (2m)1! “2 4m, 
| sin"9dg = 
0 (2m ) 1! 加 

(2m + 1)11’ nn 二 2m+i 
和 B=2, 所 以 


2m 
全 rm， n= 2m, 
2R’™* 27)™ 


AV, = RB, = 


特别 当 也 一 1 ,2 ,3 时 ,有 
AV) = 2R,AV, = xR?,AV3 = SnR’. 
本 题 也 可 用 ” 维 球 坐 标 变换 求 得 .” 维 球 坐 标 变 换 为 


Xi1 三 7rCoOS 0D1， 

T2 = 7Sin PICOS 92， 

Z3 = rsin DiSin 92200S 93， 

Xn] = rSn D1Stn 92 SIn Pr -2C0S pn -1， 

Tn = 7Sin Pisin D2…SID Jr -2SIn Pr -1. 
因此 有 

= mm lsinz ?291sin” 3 posin pn 3sing, -2 
因为 积分 区 域 为 - 
OrRO0 和 Kp, p20 pa2 ENA,0 ER pr- SE 2n, 

所 以 


AV, -| dar] dp1… “| dp ,| 入 lsin” “91°"*sin Pn -2d Pn-1 


x 2x 
= 二 Rn (| sm pldpi](|， sin pzdpz) (| sin pn-2dpn-2 ) (| dpa-1 ]， 
这 与 上 面 的 结果 完全 一 致 品 
例 3 求 n 维 单位 球面 +?+ zz+…+zz=1 的 面积 . 
解 设 zz = f(r, a1) (Ti rT2 a ) EE ACR 为 n 维 空间 中 的 
曲面 , 则 其 面积 为 


六 n 维 单位 球面 的 上 半 部 可 由 方程 
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= VI (zf te) (rf+e+t rl) 
确定 ,又 由 于 


工 AS - [| dzZ1…dzn-1 
Tn 


en | 


zi dr, 
-下 | 1 一 和 VT Tn-1) 


z+ + _1 委 1 


开 一 之 


.一 一 一 一 . 1-(zi+…+z2 _,) dz | 
加 dzidz | 好 一 上 


Cad VI- (Ate tz) 


2 2 
十 … 二 了 1 


由 于 对 变量 zx, -| 的 积分 等 于 ,从 而 有 
一 
广 A5 一 无 | dzl…dz，2 一 TD 2， 
tt"+T 7] 
一 2 


其 中 及 -2= |】 dzi…dz,-2 为 一 2 维 空 间 中 单位 球体 体积 .因此 自 例 2 
z+ + 2<1 
得 n 维 球面 面积 为 
27™ 
(oa — 1)1’ 
2(27)™ 
Cm TT nn 二 2m+1. 
特别 当 n=1,2,3 时 ,它们 分 别 为 ASI] =2,AS> =27,AS3 = 47n. 


n 二 2m, 


AS, 一 2Tr0 2 一 


习 题 


1. 计算 五 重 积分 
[axaydzau dv， 
V 


其 中 Yiz2T y+ “+ 42 十 < 六 
2. 计算 四 重 积分 


Ta 
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7 2 7 
1l-x —-y ~ 2z ~—u 
山 、 1l+x+y +2+ Wi YA, 


其 中 Vx?+ y+ z+ wl1. 


1 ,2 


3. 求 nn 维 角 锥 zz 之 0,01 + + + 人 <1,4:>0 (i=1,2,…,n) 的 体积 . 


4. 把 站 :zx?+z9 十 … 十 人 R* 上 的 n(n 之 2) 重 积分 


JjAvV + + )dridr2dzr, 
rp 
化 为 单 重 积分 ,其 中 f(w ) 为 连续 孔 数 . 


* $8 反常 二 重 积 分 


前 面 我 们 是 在 有 界 区 域 上 讨论 有 界 函 数 的 二 重 积分 .本 书 将 研究 无 界 区 域 
或 无 界 函 数 的 二 重 积分 . 

一 ”无界 区 域 上 的 二 重 积 分 y 

定义 1 设 f(x,y) 为 定义 在 无 界 区 域 D 
上 的 二 元 函数 . 若 对 于 平面 上 任 一 包围 原点 的 
光滑 封闭 曲线 Y, f(z ,y) 在 曲线 y 所 国 的 有 章 
区 域 EE, 与 DD 的 交集 已 7 人 也 = 了 D (图 21 一 40) 上 


恒 可 积 . 令 dy=min |V x2+y |(z,y)E7Y1. 若 
极限 


lim f(z,3)4 图 21 -40 
存在 有 限 , 且 与 7 的 取 法 无 关 , 则 称 f(x,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 收 鱼 , 并 记 
|F(z,y)de = lim f(x, yao, (1) 


否则 称 /(z,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 发 散 ,或 简称 ||/(z,y)de 发 散 


定理 21.16 设 在 无 界 区 域 D 上 F(z,y) 疡 0,71,7y2…, 7 为 一 列 包 国 
原点 的 光滑 封闭 曲线 序列 ,满足 
() qd, =inf {V z+y |(r,y)EN >+% (no); 


(ii) 1=sup| rz,y)do < + co， 


其 中 D 为 y 所 围 的 有 界 区 域 E, 与 D 的 交集 , 则 反常 二 重 积分 (1) 收 敛 ,并 且 
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rz ,yd = 大 


证 设 y 为 任何 包围 原点 的 光滑 封闭 曲线 ,这 曲线 所 围 的 区 域 记 为 EE ,并 
记 D’=E’ /|D. 因为 lim d， = + co, 因 此 存在 n, 使 得 DD CD,CCD. 由 于 
f(z,y) 之 0, 所 以 有 


czyao < zs)ao < 1 
另 _- 方 面 ,因为 1 
1 = sup||f(z,y)do, 
对 于 任 给 的 >0, 总 有 no, 合 得。 
| rz,y)dc > 工 一 e. 


对 于 充分 大 的 d ,区 域 D' 又 可 包含 D，, 因 而 


rcz ,ydc > 了 一 上 . 
由 
了 一 <|rzyacsx 


知 f(x,y) 在 DD 上 的 反常 二 重 积分 存在 , 且 等 I. \ 口 

由 定理 21.16 容易 看 到 :车 在 D 上 F(z,y) 之 0, 且 它 在 也 的 任何 有 务 于 区 
域 上 可 积 且 积分 值 有 界 , 则 f(x,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 存在 . 反 过 来 , 石 
f(z,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 存在 , 则 f(x,y) 在 DD 的 任何 有 界 子 区 域 上 的 
积分 有 上 界 . 

定理 21.17 车 在 无 界 区 域 D 上 f(xz,y) 宇 0, 则 反常 二 重 积 分 (1) 收 敛 的 元 
要 条 件 是 .在 DD 的 任何 有 界 子 区 域 上 fF(z,y) 可 积 , 且 积 分 值 有 上 项. 

例 1 证 明 反 常 二 重 积 分 

||e ao 


收敛 ,其 中 了 D 为 第 一 象限 部 分 , 即 D=[0, + %%) XL0,+ 0%). 
证 设 D 是 以 原点 为 圆心 半径 为 R 的 圆 与 D 的 交集 , 即 该 圆 的 第 一 象限 


部 分 .因为 er +y )>0, 所 以 二 重 积分 


2 2 
[ee + 1da 
Dr 


41 . 和 et oe Fe Hari TE Pr a 
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的 值 随 着 R 的 增 大 而 增 大 . 由 于 


x 
2 2 pp Fk 
et ty )da = | dg| e-" rdr = 4(1 一 e-R )， 
D 0 0 
所 以 
lim er-(z +y )da = lim 二 (1 - er-R ) = 二 
及 一 十 民 一 十 co 4 4 
R 


显然 对 DD 的 任何 有 界 子 区 域 D ,总 存在 足够 大 的 尺 ,使 得 D' CDer ,于 是 
ena < jc ao < 过 了 
Dp D 


因此 由 定理 21.17 反常 二 重 积分 


2 2 
le ty )da 


D 
收敛 ,并 且 由 定理 21.16 有 
ee ao 一 4 (2) 
D 


由 (2) 式 还 可 推出 在 概率 论 中 经 常用 到 的 反常 积分 


+oo 了 
| e™ dz 
0 


的 值 .为 此 ,考察 S, = [0,a]x[0,aj]j 上 的 积分 
ea 


> 
因为 
2 2 
ls ty )do 


5 


a 2 a 2 
-| e “ dz| e>dy 
0 0 


a 2 2 
一 (| 已 dz ) 。 
0 
由 D.CS。CDps( 图 21 一 41) 知 21-41 


2 之 2 
| (47) gy < +y) go 
与 


D 
a 2 
_ (J eaz) < | edc 


Ds, 


7 rh Ti 
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令 a 一 二 00, 则 得 


， 人 _ 2 2 2 2 Tt 
lim | e© dz | = et ty )da = 一. 
a 一 +oo \v 昌 » 4 


所 以 


1 2 _ Vx 
| edz 三 7 ， 


下 面 的 例子 是 应 用 反常 二 重 积 分 补 证 第 十 九 章 最 后 提 到 的 关于 B 图 数 与 
矿 消 数 的 联系 公式 . 
例 2 阁 p>0,g>>0, 则 


_ TT(p)T(g) 
B(p,g9) = TO (3) 


证 ”对 于 械 函数 , 令 工 = wu , 则 dz = 二 2udz, 于 是 
一 力 一 1 一 袜 — 1 2p—1 一 
及 ( 方 ) | xX? edz ?| u’? edu. 
从 而 
T'(p)T(g) -4| 二 22-1e-z dz , | ye dy 


R 2 RK 2 
= lim 4 ， rt le-zdz。 | ye dy. 
令 De=[0,R]X[0,R], 由 二 重 积分 化 为 累 次 积分 计算 公式 有 

| ely le > dc 

次 

— | zlerdz 。 | eey7dy 
0 0 
所 以 
Tr(p)T(g) = lim 4 ly le +) do 
DR 


2 2 
=4|je ye +y ) jo ， (4 ) 


这 里 D 为 平面 上 第 一 象限 部 分 .和 例 1 一样 ,下 面 讨论 (4) 式 右边 的 反常 二 重 积 


分 . 记 
D, = {(z,y) | x +Yy rrT0,y > 01. 


于 是 有 
rT(p)T(g) = ye le do 
D 
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= lim 4 z2p-1y29-le-(z +y ) go. 
| 
对 上 式 右 边 积 分 应 用 极 坐 标 变 换 , 则 可 得 


PT) = lim 4| do| ,res ?oo 0)’P (sin 8)2g-ie-r ydr 
2 六 
名 中 (eos 0)“? (sin 0) -1d0 ?| 2p+q) -le-r dy 


=2| (eu 0)*P-l(sin 8) 2d0， T(p+ 0g). 


再 由 第 十 九 章 $3 的 (10) 式 就 得 到 
T(p)T(g) = B(p,q)T(p + q). 0D 
定理 21.18 孙 数 f(xz,y) 在 无 界 区 域 D 上 的 反常 二 重 积分 收敛 的 充 要 条 
件 是 | f(z ,y)| 在 D 上 的 反常 二 重 积 分 收敛 . 


证 “我们 先 证 充分 性 . 设 | | f(z,y) 1 do 收敛 ,其 值 为 M. 作 辅 助 函数 


| f(x,y) | 十 f(x,y) ) = | f(x,y) 1- f(x,y) 
2 2 


广 (zy) 一 ,ff (X,Y 
显然 ,0 二 (zx,y) 生 |f(z,y)| 及 0 三 f(x,y) 志 |f(z,y)|. 因 而 在 DD 的 任何 
有 界 子 区 域 o 上 , 恒 有 

| (zy)dc <| | f(z,y)1ldo= M, 


Ia (Tz,y)do <| | f(z,y)1do= M. 


所 以 f+ (zx,y) 与 f(z,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 收 全 .由 于 
f(r,y)= f° (x,y) -fF (ry), 
所 以 F(z,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 也 收敛 . 
关于 必要 性 的 证 明 , 这 里 不 讲 了 .有 兴趣 的 读者 可 参阅 非 赫 金 哥 尔 艾 著 的 微 


积分 学 教程 第 三 卷 第 一 分 册 . 
定理 21.19( 柯 西 判 别 法 ) 设 f(z,y) 在 无 界 区 域 D 的 任何 有 界 子 区 域 上 


二 重 积分 存在 ,r 为 DD 内 的 点 (x,y) 到 原点 的 距离 . 
- = VHT 
(i) 若 当 > 足够 大 时 ,| zy) 委 记 ,其 中 c 为 正 的 常数 , 则 当 p>>2 时 , 友 


党 二 重 积分 ||/(z ,y)do 收敛 ; 


了 pe 全 … 允 
' FTE 1 
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(ii) 阁 f(zx,y) 在 DD 内 满足 | f( 工 ,y) | 之 三 ,其 中 站 是 含有 顶点 为 原点 的 


无 限 扇形 区 域 , 则 当 p<2 时 ,反常 二 重 积分 ||F(z,y)dc 发 散 


证 明 从 略 . 

二 ”无界 函数 的 二 重 积分 

定义 2 设 P 忆 为 有 界 区 域 忆 的 一 个 聚 点 ,F(z,y) 在 D 上 除 点 P 外销 有 定 
义 , 且 在 吨 的 任何 空心 邻 域 内 无 界 ,A 为 万 中 任何 含有 书 的 小 区 域 , F(z ,y) 在 
D 一 A 上 可 积 . 又 设 4 表示 A 的 直径 , 即 


d = sup {vy (zl 一 2) 十 (yi 一 y2) (zlyy1) (zayy2) CE Al. 
若 极 限 


bm | rz,>)do 
存在 且 有 限 ,并 且 与 的 取 法 无 关 , 则 称 /(zx,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 收 伊 
记 作 
f(x,y)do = lim | f(x,y)do, 
否则 称 f(z,y) 在 D 上 的 反常 二 重 积分 |/(x,y)do 发 散 . 


与 无 界 区 域 上 反常 二 重 积分 一 样 ,对 无 界 函 数 的 反常 二 重 积 分 也 可 建立 相 


应 的 收 钙 性 定理 . 
定理 21.20( 柯 西 判别 法 ) 设 f(z,y) 在 有 界 区 域 D 上 除 点 P(xzo,yo) 外 


处 处 有 定义 ,P(zo,yo) 点 为 它 的 瑕 点 , 则 下 面 两 个 结论 成 立 . 
(i) 若 在 点 P 的 附近 有 


| f(z,y) I< 2 


其 中 c 为 常数 ,r =vV (zrz-zo)+(y 一 yo)*, 则 当 a <2 时 ,反常 二 重 积分 
(x,y)de 收 钱 ; 
(ii) 车 在 点 P 的 附近 有 


| f(x,y) 之 二 ， 


且 含有 以 点 尸 为 顶点 的 角形 区 域 , 则 当 a 之 2 时 ,反常 二 重 积分 |j/(z,?)dy 
发 散 


Ca 
dc :dh Pe 
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习 是 
1. 试 讨 论 下 列 无 界 区 域 上 二 重 积分 的 收敛 性 ， 
dc . 
(1) Cx’ 十 yy)” l 


do | 
(2) ry 为 全 平 而 


(3) 人 PE ni or,y) [< M). 


vel (1 十 x 十 y)? 
2. 计算 积分 
二 oo + co 2 2 
| do ec ty Jecos 〔(z2 + y2) dx. 
3. 判别 下 询 积分 的 收敛 性 ; 


dc do 
(1) -7 a; (2) 7 . 
(zx: 十 访 ) | (1— 过 < 一 y”) 


本， +y 


”$9 在 一 般 条 件 下 重 积分 变量 变换 公式 的 证 明 


在 $4 中 ,我 们 在 y(w,v) 具 有 二 阶 连续 偏 导数 的 条 件 下 ,利用 格林 公式 证 
明了 二 重 积 分 的 变量 变换 公式 , 即 定理 21.13. 本 节 将 给 出 在 y= y(w,wv) 只 具 


有 一 阶 连 续 偏 导数 的 条 件 下 定理 21.13 的 证 明 . 
为 了 便于 将 定理 21.13 推广 到 ” 维 空间 的 场合 ,也 为 了 书写 形式 对 称 起 


见 ,我 们 讨论 从 TXT1T2 平面 到 TI1IX? 平面 的 变换 了 :Zi 三 p1 (X11, T2), TX2 = 
pz(z1,z2). 变 换 工 将 z1z2? 平面 上 由 按 段 光滑 封闭 曲线 所 围 的 有 界 闭 区 域 
D' ,一 对 一 地 变换 成 yp 平面 上 的 闭 区 域 D. 叉 设 p(T1, XT2) (1 一 1,2) 在 D 
上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,并且 函数 行列 式 
g 
J(zx1,7x2) = 9 91,92) 


9( x1 ,2) 


在 D' 上 不 为 零 . 若 f(zx1,x2) 在 D 上 可 积 , 则 定理 21.13 的 结论 变 为 下 述 形式 : 
中 zza)dridzs 


= |Kwi(ziz2)，ga(ztz2)) 了 (ZTC21) dzidz2， (1) 


D 
上 述 定 理 证 明 的 关键 是 下 面 的 引 理 . 
引 理 ” 设 变换 了 ;Ti 二 p(X1, T2)(1 =1,2) 将 rT1X2 平面 上 由 按 段 光 诊 
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封 奢 曲线 所 围 的 有 和 前 财 区 域 D ,一 对 一 地 变换 成 ztz2z 平面 上 的 财 区 域 忆 .又 
设 pg;(z1,7T2)(i=1,2) 在 D 上 具有 一 阶 连 续 依 导数 ,并 且 卫 数 行列 式 


/ 4/ 9( 91, 0D2 ) / / / 
J (x1,T2) 一 a(x1, .72) 0,(zx1,TX2) ED. 


若 A 为 D 内 边 长 为 h 的 任 一 正方 形 ,A= T(A ) 是 A 在 映照 荆 下 的 象 ,那么 成 
立 关系 式 
u(A) =1J( 元 2) 1 up(A) + O(h’ wlh)) 
(| O(h?w(h)) IC I hw(h) 1), (2) 
其 中 (z1,z2) 为 人 的 某 一 顶点 ,C 为 与 及 A 人 在 DD' 中 的 位 置 无 关 的 常数 ,y(A) 
与 y(A ) 分 别 表示 区 域 A 与 A 的 面积 ， 
w(h) = ,Sup ,5(h), 


wi(h ) 是 p(x ,2) 在 D' 上 的 连续 模 ， 印 


(zz zz) ED HV (rz1— 7 +(x2 -rx2) <hi. 


证 ”不妨 设 正方 形 A = [去 ,去 ?十 六] XxX[z2,2+ hj], 它 的 四 个 项 后 为 
P’(z1,77),AT(TI+h, zi), C (TI1+h,z2+h) 与 A(z1, T+h)( 图 21- 
42). 于 是 A=T(A ) 是 DD 内 的 曲 边 四 边 形 PA1CA2( 图 21 一 43), 且 是 一 闭 区 域 ， 
其 中 P,Ai,C,A, 分 别 是 P',A'1,C ,A'; 在 映照 工 下 的 象 , 它 的 边界 本 则 是 
正方 形 A' 的 边界 三- 在 映照 下 下 的 象 . 设 点 已 为 也 (元 1 ,到 2) 


9 更 A 9 A Pid 
cj 放下) ee Ee Bz Pi (Tl T2) 


图 21 一 42 图 21 一 43 
对 A 内 任 一 点 Q (x1, 2), 记 Q 在 映照 厢 下 的 象 为 Q(zi,Xx2), 妈 QQ= 
TQ .由 于 函数 gp,(x1,z2)(i=1,2) 在 D’ 上 连续 可 微 , 故 由 多 元 函数 微分 中 值 


定理 ,存在 点 (&1,&2)EA ,使 得 


9 / av 站 
一 让. — 0: 一 十 
Ti 天 + Fr Pi(é1,€2) 71 T1) 


re ri i i ppp PP EA rd rh 
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Fp E12) (2 2) (i = 1,2), (3) 
其 中 & 位 于 zi 与 x;(i=1,2) 之 间 . 
下 面 考 虑 从 x1z2 平面 到 ziz> 平面 的 线性 映照 本” . 阁 Q(x1,7X2)ED， 
则 个 *Q =Q (zx i1,X ;), 其 中 


> 9 Lv _/ ,  _， 
Zi = + dr Pi(T1, FZ2) (1 一 元 1) + 


F7921, 30) (2 一 元 2) (i = 1,2). (4) 
由 解析 几何 知道 ,在 映照 T* 下 ,正方形 A' 被 映照 成 平行 四 边 形 PA”C”A5, 其 中 
A%,C ,A$ 分别 为 A1,C’ ,A 在 映照 "下 的 象 (图 21 一 43). 记 这 平行 四 边 形 
为 A, 它 的 边界 为 
由 (4) 式 知 必 的 两 条 边 PA”(i =1,2) 的 长 分 别 为 
| PA | = ha., 
其 中 


1 
2 2 
Ci 二 【GE 十 (F792 (7129) ) | (i = 1,2). 
下 面 我 们 来 估计 点 Q= TQ 与 点 Q” = T* Q' 之 间 的 距离 .由 (3) 及 (4) 式 有 
Xi — Xi = a7 (81,69) 一 Fr F(z1,22) | (1 一 元 4) 十 
jr p17) -rp(z1,22) |(z2— 22) (i = 1,2). 
从 而 由 w( 及 ) 的 定义 可 得 
| zx; — x Ew N2R)R + wow(2h)h C4w(h)h. 
因此 Q 与 Q' 之 间 的 距离 
op(Q,Q) =V(z -zi + (x2 ~ T2)° ES 6w(h)h. (5) 
记 44=6w(h)h, 则 由 (5) 式 可 见 点 Q 属于 点 Q 的 4 闭 邻 域 U(Q ,4). 令 
WwW = YU(Q ,4), 
则 叉 的 面积 u(W) 不 会 大 于 四 个 圆心 在 三 的 顶点 ,半径 为 4 的 圆 的 面积 与 四 
个 以 平行 四 边 形 心 的 各 边 为 底 边 , 高 为 24 的 矩形 面积 之 和 (图 21 一 44), 即 
p(W) < 4 +222ah < bhiwlh), (6) 


其 中 是 与 及 A 在 D' 中 的 位 置 无 关 的 常数 (这 是 因为 函数 p (x1,z2)(i=1， 
>) 在 有 界 闭 区 域 D' 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ,所 以 g;(zx1,z2)(i =1,2) 与 它们 的 
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一 阶 但 导数 在 D 上 有 界 , 因 此 a;(i=1,2) 和 w(h) 在 D 上 也 有 和 雳 ). 

我 们 现在 来 证 明 引 理 的 结论 , 即 证 明 
(2) 式 成 立 . 为 此 先 证 明 下 面 的 包含 关系 
式 ， 

ACAUVW. (7) 
事实 上 , 设 Z 为 A 中 的 任意 一 点 .我 们 从 平 
行 四 边 形 A“ 的 中 心 Y 出 发 , 作 一 射线 经 过 
Z 且 延 伸 到 无 穷 .由 于 函数 pg1 (x1, 工 2) 与 
pa(T1,T2) 在 A 上 有 界 , 所 以 A 是 一 有 界 
区 域 ,并 且 它 的 边界 卫 是 按 段 光 滑 的 封闭 
曲线 .因此 所 作 的 射线 必 与 卫 相交 于 某 一 点 Zo. 又 由 (3) 式 知 ,下 C 人 ,从 而 
Zo€E WCAUW. 

因此 和 UW 包含 整个 线段 YZ0, 所 以 ZEA UW. 这 就 证 明了 包含 关系 式 (7) 
成 立 . 

设 H. 表示 平行 四 边 形 中 垂直 于 边 PA' 的 高 .我 们 分 两 种 情形 证 明 (2) 式 
成 立 . 

(i) 若 日,>4X(i=1,2), 则 A \W 非 空 (图 21 一 44). 下 证 此 时 成 立 包含 关 
系 式 : 


图 21 一 44 


AN\WCA. (8) 
事实 上 ,因为 H;>44(i=1,2), 所 以 全 的 中 心 站 的 A 闭 邻 域 
U(Y,A)CA \W. 
由 于 正方 形 A 的 中 心 Y 在 映照 荆 * 下 的 象 即 为 Y ,所 以 由 (5) 式 有 
o(TY’,Y)= p(TY ,TY )< 1. 
从 而 Y 在 映照 下 的 象 
Y= TY €EU(Y,A)CA \W. 
因为 CCW, 所 以 I 与 \ W 不 相交 .车 存在 点 ZEA \ W, 但 ZEA. 那 么 连 
结 Y 和 点 2Z 的 线段 YZ 必 与 相交 于 某 一 点 Zo. 由 于 Y 和 Z 都 属于 A\W, 因 
此 ZE 这 CAN\ W, 这 与 三 和 A \ W 不 相交 矛盾 ,所 以 ZE A. 这 就 证 明了 
(8) 式 . 
由 (7) 式 与 48) 式 得 到 
uN) -pW)Su(A) SpA) + pW). 
所 以 存在 -1 志 9 二 1 ,使 得 
nu(A) = p(A) + Ou(W). 
因为 平行 四 边 形 A 的 面积 


EE EE 是 > 
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uM) =1PA“” xPAS|=|1J(51,757) | h2, (9) 
因此 由 (6) 式 及 正方 形 A 的 面积 (A ) = hh“, 得 到 
Ap(A) = | (iz1,72) | h’ + O(h’w(h)) 
=| J(z1,7E2) lp(A) + O(h’w(h)), | Ol(h’w(h)) I< hw(h), 
其 中 常数 C 不 依赖 于 点 (Fz1,，z2) 与 h 的 选取 ,也 即 与 h 及 正方 形 A 在 D' 的 位 
置 无 关 . 这 就 证 明了 (2) 式 成 立 . 
(ii) 车 本 志 44 或 日 ,二 4 ,不 妨 假 定 Hl 专 44 .由 于 平行 四 边 形 心 的 面积 等 
于 Hi 乘 以 边 PA”i 的 长 a1h ,因此 由 (6),(7) 及 (9) 式 有 
| (A) -1 T(z1,7z2) Lh 1=1 pp(A) — plA) 1 
<u(A) + uA)S(pA) + pu(W))+ pA) 
=2y(A) + py(W) = 2ahHi + pW) 
<8am + ux(W) = 48a1h’“w(h)+ AL 有) 
=O(hiw(h)) +O(P2zo(P)) = OO2o( 产 ))， 
其 中 48ajh?*w(h)=O(h*“w(h)) 是 由 于 a 在 D 上 有 和 天 .因此 
u(A) =1 (zi1,72) | AAA ) + O(h’w(h)), 


即 (2) 式 也 成 立 ， 
这 样 , 对 于 旦 ; 的 各 种 可 能 情形 都 证 得 了 (2) 式 成 立 . 品 
推论 ”在 引 理 的 条 件 下 ,成立 
lim = 一 | J(z1,T2) 1. (10) 


证 因为 3pi(z1,z2)(i,j==1,2) 在 有 界 闭 区 域 D' 上 连续 ,所 以 在 D' 上 


一 致 连续 ,于 是 
lim wash) =0 (i,; = 1,2), 
从 而 im wh) 一 0. 于 是 当 h>0 时 有 
| O(h?2w(h)) | Co() = o(h’). 

由 于 上 式 两 边 与 点 (x1,z2)ED' 无关, 所 以 上 式 对 于 所 有 的 (x1,7z2)ED' 一致 
地 成 立 . 

另 一 方面 ,由 于 y(A )=h?*, 因 此 由 引 理 : 当 h>0 时 有 

u(A) =|1 J(z1,72) 1 h? + ol(h’). 

从 而 得 到 


hn A = bin =1 J(z1,20) 1 
在 上 述 推 论 中 ,由 于 点 (1,z2) 可 为 D 中 的 任意 一 点 ,因此 (10) 式 可 改 瑟 
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四 故人 =1J(ziz2) 1(ziz3) € D” (11) 


由 (11) 式 看 到 ,与 一 元 函数 的 导数 相仿 ,函数 行列 式 J (zx1,x2) 表 示 在 变换 
T 之 下 面积 微 元 在 点 (zl1,z2) 的 局 部 伸缩 率 . 

下 面 给 出 在 zx; = w(zi,z2)(=1,2) 具 有 一 阶 连续 偏 导数 条 件 下 二 重 积 
分 变量 变换 公式 (1) 的 证 明 . / 

证 由 于 了 是 一 对 一 变换 ,因而 在 所 设 条 件 下 D' 的 按 段 光滑 的 边界 曲线 ， 
变换 到 DD 时 ,其 边界 曲线 也 是 按 段 光滑 的 .现在 z1x2 平面 上 作 平 行 于 坐标 轴 
的 方 格 网 , 它 是 DD 的 一 个 分 割 .由 变换 丁 , 相 应 地 得 到 zizz 平面 上 DD 的 一 个 分 
割 .考虑 所 有 包含 在 D 内 的 方 格 A';, 它 们 对 应 D 内 无 公共 内 点 的 团 区 域 Ai. 对 
于 任 给 的 es >>0, 当 有 充分 小 时 ,由 (11) 式 ,存在 点 (x1;,z2;)EA;, 使 得 

| pA;i) -1JCz1z2) | p(Ai) I< ep(A;). 
因此 
| f(x1i, T2042 A;) 一 flo(rli, Tr2i) ,PI2 (TL1is L271)) 
| J (x1;, x2;) | pu(Ai) [< eMp lA;), 
这 里 zli= PI(TLi, T2171) X21 一 po2(Z1Z2i) AM 为 | F(zizzjj 在 万 上 的 一 个 
上 界 .将 它们 按 下 标 i 逐 项 相 加 得 
之 7 ,C27 ) 4A; ) 一 fq TL2i), p2(T1is T2i)) 


| T(r x; < eM pAs) = = eMu(D’). (12) 


由 于 f(xz1,X2) 和 和 fl(oi(zx1,72), 2 £5)) J (x1;, 工 2)| 分 别 在 DD 和 D’ 上 可 
积 , 故 当 h->0 时 ,有 


lim of lr , T2i) (Aj) 一 (erra)dmdza， 


lim f(g1(x1i, 72i), Pa(T1i, 727)) J (x1i,T2i) (Ai) 


= |fCg1(z1,72), ga(z1,72)) | J (x1,x2) | dr1dx 2. 


由 (12) 式 中 。 的 任意 性 ,上 面 两 式 右 边 部 分 相等 , 即 (1) 式 成 并 . 口 

以 上 我 们 证 明了 两 重 积分 在 一 一 般 条 件 下 的 积分 换 元 公式 . 值得 注意 的 是 本 
节 中 所 有 的 证 明 , 在 n 维 空间 中 只 要 用 nn 维 立 方 体 、 平 行 多 面体 来 代替 这 里 的 
正方 形 、 平 行 四 边 形 并 把 (3$) 式 右边 改 为 V n”( Vnt+1)*, (6) 式 右边 改 为 
Kh"™w (hh ) 外 ,对 n(n 之 3) 重 积分 也 同样 适用 . 


本 dh 
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总 练习 题 


1. 求 下 列 函 数 在 所 指定 区 域 D 内 的 平均 值 ; 

(1) f(z,y)=sin roos y,DD=[0,rx]x[0,rji 

(2) f(zryy,z)= x +y +zt,D= {zr,y,z)|r + y +z r+ y+). 
2. 计算 下 列 积分 ; 


(1) J [z+ yldo; (2) | sgn(z?- y+2)do. 
2+ ,24 


0 
3. 应 用 格林 公式 计算 曲线 积分 
中 ry dr — zx ydy, 


其 中 工 为 上 半圆 周 zx?++ 尖 =a’ 从 (a,0) 到 (一 a,0) 的 一 段 . 
4. 求 


5. 求 户 (1), 设 
让 
(1) F(#)= | exde (1 > 0); 


Or 
Oe yt 


(2) F(D= 用 Aa+ 这 +)dV, 其 中 /(u) 为 可 微 函 数 ; 


r+y + zi 


(3) F(4)= 用 /Czyz)dV ,其 中 f(w) 为 可 微 函 数 
0sz 全 : 
ri 


2 2 1 
6. 设 At)= | edz, 求 | fi)dr. 


7. 证 明 
Cz,y,2)av = abec | f(az, by, cz)dV, 
其 中 | | 
V: 3+ 委 + 所 <L0: 好 + 到 + 于 多 | 


8. 汉 写 出 间 位 正方 体积 分 区 域 时 , 往 而 生 标 系 和 球面 生 标 系 下 的 三 重 积 分 的 上 下 限 
9. 设 函 数 f(z) 和 g(x) 在 [a,5j 上 可 积 , 则 


| Am)g(z)dz ] <| Ptz)dz | ez)dz 
10. 设 FLz,y) 在 [0,x]x[0,z] 上 连续 , 且 恒 取 正 值 , 试 求 
lim | (sin xz)( f(x,y)) de. 


(xx 
yr 


Eo 


11. 求 由 椭圆 (ciz+ y+c1)+(azz ++ boyt+c2)*=1 所 界 的 面积 ,其 中 albz - azb 天 0. 
12. 设 
a bi C1 
A= |as 22 cz 天 0， 
a3 ba3 cs 
求 由 平面 
aixT+ biy+ cz =++t hi, 
a2T + boy + c2z = + hy, 
a3XT + b3y + ca3z =+ hs, 
所 界 平行 六 面体 的 体积 . 
13. 设 有 一 一 质量 分 布 不 均匀 的 半圆 弧 z= rcos 0,y= rsn 0(0 委 0 委 m) ,其 线 密度 为 p = 
a0(a 为 常数 ), 求 它 对 原点 (0,0) 处 质量 为 mx 的 质点 的 引力 . 
14. 求 蚀 旋 线 z= ccos ,y=asint,z= bt(0 志 1 二 2x) 对 z 轴 的 转动 惯量 , 设 曲线 的 密度 
为 1. 
15. 求 摆 线 z=a(t 一 sin 1),y=a(1 oos 上 (0 委 : 委 m) 的 重心 , 设 其 质量 分 布 是 均 色 的: 
16. dh T(z ,7) 是 具有 一 阶 连续 信和 的 外 : 


ou _ du om | du 27 Qu, 
0 小 (下 + 此 jao = 中 (器 dr ay 52 )ao + 中 v gnds; 


af: ( 强 + 强 )- (器! 缔 )] = 了 ( 癌 -? 总 ), 


其 中 为 光滑 曲线 所 围 的 平面 区 域 ,而 


Qu du 
cu = + 
FE = Pcos(n ,7) 2 元 ) ， 


In = Fz OS(n ,I) + 52sin (n,z) 


是 u(x,y),v(z,Y) 沿 曲线 L 的 外 法 线 m 的 方向 导数 . 
17. 求 指数 ,使 得 曲线 积分 


(St 六 
=| 二 raAdz — sr ‘dy 
(Gs0t0) > y’ 


与 路 线 无 关 (7r?= zx?+ yy), 并 求 . 


第 二 十 二 章 曲面 积分 


$1 第 一 型 曲面 积分 


一 ”第 一 型 曲面 积分 的 概念 
类 似 于 第 一 型 曲线 积分 , 当 质 量 分 布 在 某 一 曲面 块 S( 设 密度 函数 
p(X,y,z) 在 S 上 连续 ) 时 ,曲面 天 S 的 质量 为 


lim > pl&, mi, Ci)AS;, 


| Tl -0 这 


其 中 T= 1S1, Sj,…,S, | 为 曲面 块 的 分 割 ， AS; 表示 小 曲面 块 S; 的 面积 , (&， 
7;,;) 为 S; 中 任意 一 点 , 帮工 川 为 分 割 工 的 细 度 , 即 为 诸 S; 中 的 最 大 直径 . 
定义 1 设 S 是 空间 中 可 求 面积 的 曲面 ,f(xz,y,z) 为 定义 在 S 土 的 困 数 . 
对 曲面 S 作 分 割 工 , 它 把 S 分 成 个 小 曲面 块 S;,(i==1,2,…,n), 以 AS; 记 小 
曲面 块 S; 的 面积 ,分 割 工 的 细 度 上 工 | = max {5; 的 直径 | ,在 S, 上 任 取 一 点 


(€, 1, 6)(2=1,2,.…,n), 者 极限 
lim A 7;, Ci AS, 


| TH—0 


存在 , 且 与 分 割 工 与 (&， CE 2,…, 7 ) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 
f(x,y;z) 在 S 上 的 第 一 型 曲面 积分 , 记 作 


| f(z,y,2)dS. (1) 


S 
于 是 前 面 讲 到 的 曲面 块 的 质量 可 由 第 一 型 曲面 积分 (1) 求 得 
特别 地 , 当 f(z,y,z)=1 时 ,曲面 积分 | dS 就 是 曲面 块 S 的 面积 


第 一 型 曲面 积分 的 性 质 完 全 类 似 于 第 一 型 曲线 积分 ,读者 可 仿照 第 二 十 章 
$1 自行 写 出 . 
二 第 一 型 曲面 积分 的 计算 
第 一 型 曲面 积分 可 化 为 二 重 积 分 来 计算 . 
定理 22.1 设 有 光滑 曲面 
S:z = z(x,y),(z,y) ED, 


$1 第 一 型 曲面 积分 


f(z ，,y ,之 ) 为 S 上 的 连 综 函数 , 则 


Mz,y,2)ds = /Gz,y, zz,y) VIr RT Rdrdy. 


总 D 
定理 22.1 的 证 明 与 第 二 十 章 定理 
20.1 的 证 明 相 仿 , 这 里 不 再 重复 了 . 


例 1 计算 | 蛤 , 其 中 S 是 球面 


zi+ 光 +z = a 被 平面 z= h(0 < 
h < a) 所 截 的 项 部 (图 22 -1). 

解 曲面 S 的 方程 为 
定义 域 DD 为 圆 域 .x? + y 入 o 一 入. 
由 于 


a 
/1+ z+ 2 = 一 一 一 一 一 ， 
Ya x y 


所 以 由 公式 (2) 求 得 
/i 
dS 
=| = - 5 ydy = = | 7 ardr 
2 | a —h ] In( 站 
一 27a 石 dr — xaln(a’ — 7r”) 
=2arln 
对 于 由 参量 形式 表示 的 光滑 曲面 
X= xX(u,v) 
se (u,v) ED, 
z= z(u,v), 


则 在 S 上 第 一 型 曲面 积分 的 计算 公式 为 


| f(z,y,2)45 一 |KzGeso)y(eo)sz(Geso)) VV EG - F*dudwv, 


其 中 
下 = x, 十 ye 十 xz ， 
F 一 Ty 十 Vu Vw 十 之 之 m 


G= zx ++ 2. 


D(z,ct 汕 右 _. 
这 里 还 要 求 雅 可 比 行列 起 吨 人 (2 ,总 人 全 全 ,全 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 


28] 


(2) 


(3) 
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例 2 计算 || =ds, 其 中 S 为 螺旋 面 (图 22- 
3 
2) 的 一 部 分 


T= Us 了 ， 
sy- cam 
z= v, (u,v)€ DD, 
oS” 
: 0 vo 2x. 
解 ” 由 于 
E=zx+y + 


= cos*v + sin v= 1, 


F = Tu Tv tt Yu Vy tt Zu yo 


图 22 一 2 


=— xsin vcos v + usin veos v = 10， 
2 2 2 

C 三 Zu 二 和 十 YY 
= yy2sin2v + ze2cosv +1 ~—1+w’, 


因此 由 公式 (3) 可 以 求 得 
| zas -| V1+aw<dxdm = | vd V1+ udu 
Ss D 


=22 [Vir tint Vite)| 
0 


zfavVi+t+a:+lin(a+vV1+a’)]. 
与 重 积 分 相同 ,利用 第 一 型 曲面 积分 可 以 求 曲面 块 的 重心 转动 惯量 .引力 
等 ,作为 练习 ,请 读者 自行 写 出 这 些 公式 ,这 里 不 袭 述 了 ， 


习 题 

1. 计算 下 列 第 一 型 曲面 积分 : 
(1) | c + y+ z)dS, 其 中 S 是 上 半球 面 z? + 六 += a ,z 之 0; 
(2) fe + 2)d5 ,其 中 S 为 立体 Vz 沁 过 zx 过 1 的 边界 曲面 ; 

竹 
(3) 上 六 其 S 为 性 面 z2 + ,2 = R? 被 平面 z = 0,z = 日 所 截取 的 部 分 ; 
(4) [| cas, 其 中 S 为 平面 z + y+ = = 1 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 . 

| 


2. 求 均匀 曲面 zz2 + yy 二 z= az 7zz0,y 羡 0,z 之 0 的 重心 . 
3. 求 密度 为 p 的 均匀 球面 z? + y+ x? = a (z 之 0) 对 于 z 轴 的 转动 惯量 . 
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4. 计算 || =2dS ,其 中 S 为 圆锥 表面 的 一 部 分 : 
二 


X= reos psin 0, 
， 0<ra, 
S: y= rsin psin 0， : 
: 0< v2, 
z 一 reos 0,， 


这 里 9 为 常数 {0<6< 互 ) 
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一 曲面 的 例 

为 了 给 曲面 确定 方向 , 先 要 前 明 曲 面 的 侧 的 概念 . 

设 连通 曲面 S 上 到 处 都 有 连续 变动 的 切 平面 (或 法 线 ), M 为 曲面 S$ 上 的 
一 点 ,曲面 在 M 处 的 法 线 有 两 个 方向 ; 当 取 定 其 中 一 个 指向 为 正方 同时 , 则 故 
一 个 指向 就 是 负 方 向 . 设 Mo 为 S$ 上 任 一 点 ,L 为 S$ 上 任 一 经 过 点 1Mo, 且 不 超 
出 S 边界 的 闭 曲 线 .又 设 M 为 动 点 , 它 在 Mo 处 与 Mo 有 相同 的 法 线 方向 , 且 有 
如 下 特性 ; 当 M 从 Mo 出 发 沿 工 连续 移动 ,这 时 作为 曲面 上 的 点 M , 它 的 法 线 
方向 也 连续 地 变动 .最 后 当 M 沿 L 回 到 Mo 时 ,车 这 时 M 的 法 线 方向 仍 与 Mo 
的 法 线 方 向 相 一 致 , 则 说 这 曲面 S 是 双 侧 曲面 ; 若 与 Mo 的 法 线 方向 相反 ,出 
说 S 是 单 侧 曲 面 . 

我 们 通 党 碰 到 的 曲面 大 多 是 双 侧 曲面 . 单 侧 曲面 的 一 个 典型 例子 是 黑 比 乌 
斯 (Msbius) 带 . 它 的 构造 方法 如 下 : 取 一 矩形 长 纸 带 ABCD (如 图 22 一 3(a)) ,将 
其 一 端 扭转 180" 后 与 另 一 端 粘 合 在 一 起 ( 即 让 A 与 C 重合 ,B 与 D 重合 .如 图 


图 22 一 3 


22 -3(b) 所 示 ). 读 者 可 以 考察 这 个 带 状 曲 面 是 单 侧 的 .事实 上 ,可 在 曲面 上 任 取 
_ 条 与 其 边界 相 平行 的 闭 曲线 工 , 动 点 M 从 L 上 的 点 Mo 出 发 ,其 法 线 方 问 与 


@ 事实 上 ,可 以 证 明 , 只 需 对 S 中 菜 一 点 Mo, 对 通过 Mo 且 又 不 超出 S 的 边界 的 任何 闭 曲线 工 上 
具有 上 述 特性 , 则 S 是 双 侧 曲面 
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Mo 的 法 线 方 癌 相 一 致 , 当 M 沿 L 连续 变动 一 周 回 到 Mo 时 ,由 图 22 一 3(b) 看 
到 ,这 时 M 的 法 线 方向 却 与 Mo 的 法 线 方向 相反 .对 黑 比 马 斯 带 还 可 更 简单 地 
说 明 它 的 单 侧 特性 , 即 沿 这 个 带子 上 任 一 处 出 发 涂 以 一 种 颜色 , 则 可 以 不 越过 边 
界 而 将 它 全 部 涂 遍 ( 即 把 原纸 带 的 两 面 都 涂 上 同样 的 颜色 )， 

通常 由 z= z(x,y) 所 表示 的 曲面 都 是 双 侧 曲面 , 当 以 其 法 线 正方 向 与 z 轴 
正 向 的 夹 角 成 锐角 的 一 侧 ( 也 称 为 上 侧 ) 为 正 侧 时 , 则 另 一 侧 ( 也 称 下 侧 ) 为 负 侧 . 
当 S 为 封闭 曲面 时 ,通常 规定 曲面 的 外 侧 为 正 便 ,内侧 为 负 侧 . 

二 第 二 型 曲面 积分 概念 

先 观察 一 个 计算 流量 问题 . 设 某 流 体 以 一 定 的 流速 

v = (P(rz,y,2), Q(zr,y,z), R(T,Y,z)) 

从 给 定 的 曲面 S 的 负 侧 流向 正 侧 ( 图 22 - 4), 其 中 
P,Q,R 为 所 讨论 范围 上 的 连续 函数 , 求 单位 时 间 内 
流 经 曲面 S 的 总 流量 五 . 

设 在 曲面 S 的 正 侧 上 任 一 点 (z,y,z) 处 的 单位 
法 癌 量 为 

n = (cos a ,cos Pp,cos 7). / 
这 里 a,B8,Y 是 x,y,z 的 函数 . 则 单位 时 间 内 流 经 小 
曲面 S; 的 流量 近似 地 等 于 
v(é ,mG) "nb, ht)AS; 2 
二 [P(6 n:;, &i)cos a; 十 Q( E,W, Ci)Cos bi 十 
R(é, 7;, i)eos 7;]AS;, 
其 中 (é&, 7;， 5;) 古 S, 上 任意 取 和 定 的 一 点 ,cos Qi COS fb; ,COS Yi 是 S， 的 正 侧 上 法 
线 的 方向 余弦 ,又 ASicos ai ,ASicos B; ,ASicos 7; 分 别 是 S; 的 正 侧 在 坐标 面 yz， 
zt 和 zy 上 投影 区 域 的 面积 的 近似 值 ,并 分 别 记 作 AS; ,AS; ,AS; 于 是 单位 
时 间 内 由 小 曲面 S; 的 负 侧 流向 正 侧 的 流量 也 近似 地 等 于 
P(é&,7, 5)ASi 十 Q(CS 7, 和)AS + R(é,%;, 5)AsSi ， 


故 单位 时 间 内 由 曲面 S 的 负 侧 流向 正 侧 的 总 流量 


E= lim 2){P(é,7, C5)AS: + Q(E, Nh, bi)ASi + 
1TH>0 .1 ww zx 


R(E, nh, bi)ASi 1. 
这 种 与 曲面 的 侧 有 关 的 和 式 极限 就 是 所 要 讨论 的 第 二 型 曲面 积分 . 
定义 1 设 P,Q,R 为 定义 在 双 侧 曲面 S$ 上 的 函数 ,在 S 所 指定 的 一 侧 作 
分 割 工 , 它 把 S 分 为 n 个 小 曲面 S1,S2,…, Sn, 分割 本 的 细 度 T= max 15; 
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的 直径 | ,以 AS: ,AS; ,AS; 分 别 表 示 S; 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 区 域 的 面积 ， 
它们 的 符号 由 S; 的 方向 来 确定 .如 S; 的 法 线 正 向 与 z 轴 正 向 成 锐角 时 , S; 在 
zy 平面 的 投影 区 域 的 面积 AS; 为 正 . 反 之 , 若 Si 法 线 正 向 与 z 轴 正 向 成 钝 角 
时 , 它 在 zy 平面 的 投影 区 域 的 面积 ASi 为 负 , 在 各 个 小 曲面 S 上 任 取 一 点 
(é&;, 1, Ci). 若 


lim DP(&, nb)AS, + lim > Q(&, nAS:, + 


i TI->0 Tl—0 


lim DR(&, AS 


| TH 0 ;一 


存在 , 且 与 曲面 S 的 分 割 和 ($; ,wn,5i) 在 S; 上 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 隔 
数 P,Q,R 在 曲面 S 所 指定 的 一 侧 上 的 第 二 型 曲面 积分 , 记 作 


|PGz yz)dydz + Q(z,y,z)dzdzr + R(xX,y,z)drdy (1) 
3 
P(x zoysz)dydz + ae,y,s)dea + Rr,y, drdy, 
据 此 定义 , 某 流体 以 速度 v= (P,Q,R) 从 曲面 S 的 负 侧 流向 正 侧 的 总 流 


E = ||p(x,y,z)dydz + Q(r,y,z)dzdzr + R(T,y,z)drdy. 


又 车 ,空间 的 磁场 强度 为 
(P(zx,y,z), Q(z,y,z), R(X,Yy,z)), 
则 通过 曲面 S 的 磁 通 量 ( 磁 力 线 总 数 ) 


H = | P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdzr + R(z,y,z)drdy. 
S 
若 以 一 S 表示 曲面 S 的 另 一 侧 ,由 定义 易 得 
Paydz +Qdzdz + Rdzrdy 
-S 
一 ||Paydz + Qdzdzx + Rdzdy. 


与 第 一 型 曲线 积分 一 样 ,第 一 型 曲面 积分 也 有 如 下 一 些 性 质 ， 
1. 大 ||Pidydz + Qdzdr + Ridrdy (i = 1,2,…,k) 存在 , 则 有 
必 


中 > cP; dydz 十 | > ca jdzdz 十 (DoR;)dzdy 


yc [Pidydz + Qidzdz + Ridzdy， 
5 


i 二 1 
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其 中 c(i =1,2,…,&) 是 常数 . 
2. 若 曲面 S 是 由 两 两 无 公共 内 点 的 曲面 块 S; ,S,,…,S, 所 组 成 , 且 


||Paya: + Qdzdzr + Rdzxdy (i = 1,2,.…,k) 
S, 


存在 , 则 有 
||Paydz + Qdzdz + Rdzxdy 
5 


一 > | Pdydz + Qdzdx + Rdzxdy. 
i=1 "8 


三 ”第 二 型 曲面 积分 的 计算 
第 二 型 曲面 积分 也 是 把 它 化 为 二 重 积分 来 计算 ， 
定理 22.2 设 RR 是 定义 在 光滑 曲面 
S:z= z(xzx,y), (zy) € D,, 
上 的 连续 函数 ,以 S 的 上 侧 为 正 侧 ( 这 时 S 的 法 线 方 向 与 z 轴 正 向 成 锐角 ), 则 
有 


[Rs,y,#)drdy 一 ||RCz,y, z(x,y))dzdy. (2) 


证 ”由 第 二 型 曲面 积分 定义 
es» z)dzdy = ,lim PRE 1;， Gi)AS; 


Tl 0 ;= 


- lm DD RE, p<(&,))AS, ， 
这 里 4 = max | 5; 的 直径 | 显然 由 上 T= maxi 5; 的 直径 | 一 0 立刻 可 推 得 4 


一 0. 由 于 尺 在 S 上 连续 ， z 在 D,, 上 连续 (曲面 光滑 1)， 据 复 合 郴 数 的 连续 性 ， 
R(z,y,z(zyy)) 也 是 D,, 上 的 连续 函数 .由 一 重 积 分 的 定义 


Rs,y, z(x,y))dzrdy = lim 2 R(E ,2(, ))AS:. 
D i=1 : 
所 以 
||R(z,y,z)dzrdy = 中 RGz,yz(z,y))dzdy DD 
与 


Ty 


类 似 地 , 当 P 在 光滑 曲面 
,并 一 Z(yyz)， (y，z) < 


上 连续 时 ,有 
l ||p(z,y,z)dydz = | PCzCy,2),y, 2)dydz, (3) 
S D 


rn Te ET Ph CE rt 
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这 里 S 是 以 S 的 法 线 方向 与 x 轴 的 正 向 成 锐角 的 那 一 侧 为 正 侧 . 当 Q 在 光滑 
曲面 


S:y= y(z,T), (zz) € D,, 
上 连续 时 ,有 


| Q(z,y,2)dzdz = | Q(z,y(z,7),2)dzdz, (4) 


这 里 S 是 以 S 的 法 线 方向 与 y 轴 的 正 向 成 锐角 的 那 一 侧 为 正 侧 . 
例 1 计算 | zywdzdy ， 


S 


其 中 S 是 球面 x“+ y+ z=1 在 xz 之 0,y 之 0 部 分 
并 取 球 面 外 侧 ( 图 22 一 5). 
解 ” 曲 面 S 在 第 一 、 五 卦 限 部 分 的 方程 分 别 为 
1: 之 ] 一 所 1—- zx — yy’, 
S92: za =—_V1l-zx— vy, 
它们 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 都 是 单位 圆 在 第 一 象 2 
限 部 分 . 依 题 意 ,积分 是 沿 Si 的 上 侧 和 S; 的 下 侧 进行 ,所 以 
| syedzrdy = | zzdzdy 十 | zyzdzrdy 


S 


1 2 


-| 1 一 2 一 六 dzdy -| ~ zyV1~- x’— ydrdy 
D D 


TY 


-as V1-zx- ydzrdy 


fis cos gsin 9V1 -ridr = 去 四 
如 果 光 滑 曲 面 S 由 参量 方程 给 出 : 


T= rx(u,v) 

so (zx yz) €D. 
之 一 z(u,vU), 

若 在 DD 上 各 点 它们 的 函数 行列 式 : 
9(y,z) 9(z,x) d(x,y) 
a(u,v0)’ a(u,v)’ Alu, vd) 

不 同时 为 零 , 则 分 别 有 


Pad 一 土 PG) yb) ,slo) J dudo, (5) 


| Qarar =+ |Qtz(u, v),y(u,v),zZ(u, v)) S050dudo, (6) 


er opi Ti ri me ee eT 1- : 
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JRara, - -+ RC,o) y(u,v),z(u, 0)) HE dudv,. (7) 


注 (5)， (6), (7) 三 式 中 的 正 负 号 分 别 对 应 曲面 S 的 两 个 侧 ， 特别 当 wv 平面 的 正方 向 
对 应 于 曲面 S 所 选 定 的 正 同 一 全 时 , 取 正 号 ,否则 取 负 号 . 
例 2 计算 
| z3dydz, 


5 
其 中 SS 为 酉 球面 + 下 5 三 =1 的 上 半 部 并 选取 外 侧 . 


解 把 曲面 表示 为 参量 方程， 
z = asin geos 0, y = bsin psin 0,z = cosg (0 入 9 入 王 ,0 二 9 入 2mj 
由 (5) 式 有 
| zdydz 二 十 | assin? peos'o ' Adpd9, (8) 
s ; 
其 中 ” 
A 3 = | en bsin ?0 0 
积分 是 在 S 的 正 侧 进行 .由 上 述 的 注 ,(8) 式 右 端 取 正 号 , 即 
| =avdz = | assim pcos0 * bcsin’ poos gdpdb 
5 


De 


| = bcsin’ peos 0， 


2 2 2 
-ac| sin5pdy| cos 0d0 = sna be. U 
.0 0 


“四 ”两 类 曲面 积分 的 联系 
与 曲线 积分 一 样 , 当 曲 面 的 侧 确 定之 后 ,可 以 建立 两 种 类 型 曲面 积分 的 联系 . 
设 5 为 光滑 曲面 ,并 以 上 侧 为 正 侧 ,R 为 S 上 的 连续 函数 ,曲面 积分 在 S 的 正 侧 进行 。 


因而 有 
lim DIR(E, nh, 6)AS . (9) 


Rs,y, 2)drdy ?0 
S 1 
由 曲面 面积 公式 (第 二 十 一 章 3 6) 


_ | 
AS; 一 | aos ydrdy, 


3. 
其 中 y 是 曲面 5; 的 法 线 方向 与 = 轴 正 向 的 交角 , 它 是 定义 在 S: 上 的 函数 . 因为 积分 沿 曲面 
正 俩 进行 ,所 以 y 是 锐角 .又 由 S 是 光滑 的 ,所 以 cos y 在 闭 区 域 S, 上 连续 .应 用 中 值 定理 ， 


在 S， 内 必 存 在 一 点 ,使 这 点 的 法 线 方向 与 = 轴 正 向 的 夹 角 Y; 满足 等 式 


AS, 一 -上 AS， 
CCDS , 
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于 是 
R(é€, 7%, 5)AS 一 R(& ,Wn ¢; )cosY? ASi. 


n 个 部 分 相 加 后 得 
DR(E, nAS:, = PRS, nb) 7Y* AS,. (10) 


现 以 cos 7 表示 曲面 8 在 点 (zi; , y;， 。) 的 法 线 方向 与 z 轴 正 向 夹 角 的 余弦 , 则 由 cos 7y 的 连 
续 性 ,可 推 得 当 上 本 一 0 时 ,(10) 式 右 端 极限 存在 .因此 由 (9) 式 得 到 


||R(z,y,z)drdy = [RCz,y,z)eos ydSs. (11) 


S S 
这 里 注意 当 改 变 曲 面 的 侧 向 时 ,左边 积分 改变 符号 , 石 边 积分 中 角 7 改 为 yY 士 r. 因 而 cos y 也 
改变 符号 ,所 以 右边 积分 也 相应 改变 了 符号 . 同 理 可 证 : 


中 pw)aod 一 psy, wo adS, 
(12) 


jee y,z)dzdx = Joe z)cos BdS, 
其 中 asp 分 别 是 S 上 的 法 线 方向 与 工 轴 正 向 和 与 y 轴 正 回 的 夹 角 .一 般 地 有 
Pc, y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdzr + R(x,y,z)drdy 


= | [Pp(z,y,z)o0s a + Q(z,y,z)o08 B+ R(z,y,z)o08 7]dS. (13) 
S 
这 样 ,在 确定 了 余弦 函数 cos a 、cos 8,cos 7 之 后 ,由 (11),(12) 或 (13) 式 便 建立 了 两 种 不 
同类 型 曲面 积分 的 联系 . 
习 题 
1. 计算 下 列 第 二 型 曲面 积分 ， 
(1) [yc — z)dydz + x*dzdzr + (y+ zz)dzdy, 其 中 S 为 由 z= 二 y=zx=0,zx=y= 


3 
z = a 六 个 平面 所 围 的 立方 体 表 面 并 取 外 侧 为 正门 ; 
(2) J + y)dydz + (y+ z)dzdz 十 (z + 过 )dzdy, 其 中 有 是 以 原点 为 中 心 , 边 长 为 2 


的 立方 体 表面 并 取 外 便 为 正 向 ; 
(3) | zydydz + ywdzdxz + zzdzdy, 其 中 S 是 由 平面 z= y=z=0 和 zx+y+z=1 


所 围 的 四 面体 表面 并 取 外 侧 为 正 癌 ; 
(4 1) | adzdz ,其 中 S 是 球面 “+ y + xz2 二 1 的 上 半 部 分 并 取 外 侧 为 正 问 ; 
5 


(5) ||z24ydz + ydzdzr + zcdzdy, 其 中 人 是 球面 (xz 一 <)2+(y 一 6) +(z 一 c)* = R* 


并 取 外 侧 为 正 回 . 
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2. 设 某 流体 的 流速 为 v =(k,y,0), 求 单位 时 间 内 从 球面 xz* + +z?=4 的 内 部 流 过 球 
面 的 流量 . 


3. 计算 第 二 型 曲面 积分 
I = | f(z)dydz + gly)dzdr + h(z)drdy, 


其 中 S 是 平行 六 面体 (0 寺 z 夺 a ,0 夺 y 夸 5,0 二 z 世 c) 的 表面 并 取 外 侧 为 正 癌 , f(x)、g(y)、 
A(z) 为 S$ 上 的 连续 胃 数 . 

4. 设 磁场 强度 为 E(x,y,z), 求 从 球 内 出 发 通过 上 半球 面 zr*+ y+ zx: =a?*,zx 之 0 的 磁 
通 量 . z 


$ 3 ”高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 


一 ”高 斯 公式 

格林 公式 建立 了 沿 封 闭 曲线 的 曲线 积分 与 二 重 积 分 的 关系 , 沿 空 间 闭 曲面 
的 曲面 积分 和 三 重 积分 之 间 也 有 类 似 的 关系 ,这 就 是 本 段 所 要 讨论 的 高 斯 
(Gauss) 公 式 . 

定理 22.3 设 空间 区 域 V 由 分 片 光滑 的 双 侧 封闭 曲面 S 围 成 . 右 果 数 P， 
Q,R 在 V 上 连续 , 且 有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 


中 [ 完 十 ce 十 5 jdzdydz 
V 


dz 9y 
一 Pdydz + Qdzdx + Rdzdyo， (1) 
S 
其 中 S 取 外 侧 . (1) 式 称 为 高 斯 公式 . 
证 下 面 只 证 
| Sdrdydz 一 有 dzrdy， 
读者 可 类 似 地 证 明 
| 了 dzdydz 一 中 Pavdz， 
9Q _ 
i 9y dr dyd2 一 Qdzdz. 


这 些 结果 相 加 便 得 到 了 高 斯 公式 (1). 
先 设 V 是 一 个 zy 型 区 域 , 即 其 边界 曲面 S 由 曲面 


@ 若 S 为 封闭 曲面 , 则 曲面 积分 的 积分 号 用 4 表示 . 


i A pr Llp ei 
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S2: z= z(x,y),(rT,y)ED 

SI: 之 = zi(X,Yy), (X,Yy) 和 D;, 
及 以 垂直 于 D,, 的 边界 的 柱 面 S3 组 成 (图 22 - 6)， 
其 中 zj(z,y) 委 zz(zyy). 于 是 按 三 重 积分 的 计算 
方法 有 


zs (I,Y) 
中空 azdzdydz = = Dray) SK, 
V 


= Te ya ~ R(x,y,z1(z,y))dzrdy 
D, 图 22-6 
= [RGz,y,z2(7,7))drdy ~ ||R(z,ys zi(z,y))dzdy 


D 
x zy 


= ) Rr,y, se 上 Re 
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-ge z)dzdy + acne 


其 中 Si ,5, 都 取 上 便 . 又 由 于 S; 在 zy 平面 上 投影 区 域 的 面积 为 零 , 所 以 
(R(x,y,z)drdy = 0. 


33 


因此 
oR 
‖ 32 drdydz -| Rardy + | Raray 下 | Rdzds 
2 1 3 


一 0 Rdzxdy. 


对 于 不 是 zy 型 区 域 的 情形 , 则 用 有 限 个 光滑 曲面 将 它 分 割 成 者 干 个 zy 型 
区 域 来 讨论 .详细 的 推导 与 格林 公式 相似 ,这 里 不 再 细 说 了 . OD 
高 斯 公式 可 用 来 简化 某 些 曲面 积分 的 计算 . 
例 1 计算 
由 兴 一 z)dydz + rx“dzdx + (入 + Xz)drdy, 


其 中 S 是 边 长 为 a 的 正 立方 体 表面 并 取 外 侧 ( 即 上 节 习 题 1(1)). 
解 ”应 用 高 斯 公式 ,所 求 曲面 积分 等 于 


[EAC REA EA ]azaydz 
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| (y+ xz)drdydz = | az day] Gy + TX)dr 


a (a 十 ojdy = C4 UU 
车 高 斯 公式 中 =xz,Q= 二 y,R = 二 z, 则 有 
中 (1 +1 + 1)dzdydz 一 出 Tdydz + ydzdz + zdzrdy. 


于 是 得 到 应 六 用 第 二 型 曲面 积分 计算 空间 区 域 V 的 体积 公式 


AV = h zdydz + ydzdz + zdzdy. 
5 


二 ”斯 托 克 斯 公式 

斯 托 克 斯 (Stokes) 公 式 是 建立 沿 空间 双 侧 曲面 S 的 积分 与 治 S 的 边界 曲线 
L 的 积分 之 间 的 联系 . 

在 讲 下 述 定理 之 前 , 先 对 双 侧 曲 
面 S 的 侧 与 其 边界 曲线 世 的 方向 作 如 
下 规定 : 设 有 人 站 在 S 上 指定 的 一 侧 ， 
若 沿 工 行走 ,指定 的 侧 总 在 人 的 左 方 ， 
则 人 前 进 的 方向 为 边界 线 工 的 正 问 ; 
若 沿 工行 走 , 指 定 的 侧 总 在 人 的 右 方 ， 
则 人 前 进 的 方向 为 边界 线 上 的 人 负 问 ， 图 22 一 7 
这 个 规定 方法 也 称 为 右手 法 则 ,如 图 22 一 7 所 不. 

定理 22.4 设 光 滑 曲 面 S 的 边界 上 是 按 段 光 滑 的 连续 曲线 . 知 函 数 P、Q、 
R 在 S( 连 同 工 ) 上 连续 , 且 有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 


| (% - 3 jdydz 十 ( 完 -5 ok Yjdzdz + 医 一 35 Jdrdy 


L 


正 疝 
负 问 


9y 3 
= 中 Pdz + Qdy + Rdz， (2) 
其 中 S 的 侧 与 志 的 方向 按 右手 法 则 确定 . 
证 ” 先 证 
dzdz 一 Fvdrdy = 中 Pdr， (3) 


其 中 曲面 S 由 方程 z = z(x,y) 确 定 , 它 的 正 侧 法 线 方向 数 为 (一 z; ,一 zy,1), 方 


向 余弦 为 (cos a ,cos B,cos 7Y), 所 以 
az _ sa Jz,__cosbh 
dx cosy” dy cosy 
若 S 在 zy 平面 上 投影 区 域 为 D,,,L 在 zy 平面 上 的 投影 曲线 记 为 卫 . 现 由 


$3 高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 


第 二 型 曲线 积分 定义 及 格林 公式 有 
中 P(z,yz)dz 一 中 Plx,y,z(x ,y) ) dz 


9 
-| P39))dzdy 


因为 
g oP 
ayt yz 3) = gy + 二 二 ， 
所 以 
| 
~ aPC ys (ey))dedy 
9P 9gP dz 
ll az 和 jazdy 


由 于 衬 = 一 3 名, 从 而 
J cos 7 


-由 ( 贡 + 入 至 jdzdy =- -用 ( 务 - 守 最 yj)dzdy 
5 


。 gy 9z dy 9Yy dz coOs Y 


_ oP 9P dzdy 
-| (Br -| 


cOS 7 
oF 2 
-| (a y - 55cos BJds 
aP oP 
一 gz dzdr 一 ay drdy. 


综合 上 述 结果 , 便 得 所 要 证 明 的 (3) 式 . 


同样 对 于 曲面 S 表示 为 z=Zz(y,z) 和 y=y(z,Zz) 时 ,可 证 得 


9Q ,90 _ 
| I dzdy 了 dydz = 中 aady 


和 
dK OF q 
jydydz gr dzdx = 下 dx， 


将 (3)、《4)、(5) 三 式 相 加 即 得 (2) 式 . 
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(4) 


(5) 


如 果 曲 面 S 不 能 以 z= z(x,y) 的 形式 给 出 , 则 可 用 一 些 光滑 曲线 把 S 分 


荐 为 若干 小 块 ,使 每 一 小 块 能 用 这 种 形式 来 表示 .因而 这 时 (2) 式 也 能 成 立 . 


公式 (2) 称 为 斯 托 克 斯 公式 . 
为 了 便于 记忆 ,斯 托 克 斯 公式 也 常 写 成 如 下 形式 : 


PPP Lh ple i HE ene … 
. - 一 一 二 


吕 
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dydz dzdz dzdy 


9 9 9 
| 3 ay 元 |= 中 Pdz + Qdy + Rdz. 
P Q R 
例 2 计算 
中 02» + z)dz + (x — z)dy + (y— zx)dz, 


其 中 工 为 平面 z+ y+z=1 与 各 坐标 面 的 交 
线 , 取 逆 时 针 方向 为 正 向 (图 22 一 8). 
解 ” 应 用 斯 托 克 斯 公式 推 得 


$0» +z)dr + (zxz— z)dy+ (y— Zz)dz 


= ja +1)dydz + (1 + 1)dzdz + 


S 


(1 — 2)dzxdy 
= | 2avdz +2dzdz - dzdy 
S 图 22 一 8 
二 1 二 1 一 广 = 3 [ 
由 斯 托 克 斯 公式 ,可 导出 空间 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 条 件 . 为 此 先 介绍 一 下 
空间 单 连 通 区 域 的 概念 . 


区 域 V 称 为 单 连通 区 域 , 如 果 V 内 任 一 封闭 曲线 皆 可 以 不 经 过 Y 以 外 的 
点 而 连续 收缩 于 属于 V 的 一 点 . 如 球体 是 单 连 通 区 域 . 非 单 连通 区 域 称 为 复 连 
通 区 域 . 如 环 状 区 域 不 是 单 连通 区 域 ,而 是 复 连通 区 域 . 
与 平面 曲线 积分 相仿 ,空间 曲线 积分 与 路 线 的 无 关 性 也 有 下 面相 应 的 定理 . 
定理 22.5 设 QCR3 为 空间 单 连通 区 域 . 若 函 数 P,Q,R 在 2 上 连续 , 且 
有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 以 下 四 个 条 件 是 等 价 的 : 
(i) 对 于 0Q 内 任 一 按 段 光滑 的 封闭 曲线 L 有 
$ Pdz + Qdy + Rdz = 0; 
(ii) 对 于 0 内 任 一 按 段 光滑 的 曲线 工 , 曲 线 积分 
| Pdz + Qdy + Rdz 


与 路 线 无 关 ; 
Lii) Pdz + Qdy + Rdz 是 人 2 内 某 一 函数 x 的 全 微分 , 即 


du = Pdz + Qdy + Rdz; (6) 
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iaP-aQ 2Q 9R 9R_IP 
lv dy 9x’ dz dy’ dr dz 
在 0Q2 内 处 处 成 立 . 
这 个 定理 的 证 明 与 定理 21.12 相仿 ,这 里 不 重复 了 . 


例 3 验证 曲线 积分 
| oo + z)drxr + (z+ x)dy + (x + y)dz 


与 路 线 无 关 , 并 求 被 积 表 达 式 的 原水 数 zz,y，z) 


解 由 于 
P=y+z，Q=z+Zz， 帮 三 工 十 yy， 
aP 39 3aQ_aR_3aR_3P_ | 
9y dr > pe dy ox > 
所 以 曲线 积分 与 路 线 无 天 . 
现在 求 


zy YZ)》 = | 《3 + z)dr + (z + zx)dy + (z+ y)dz. 


取 MoM 如 图 22 一 9, 从 Mo 沿 平行 于 z 轴 的 直线 到 
M(x, yo, 20), 再 沿 平 行 于 y 轴 的 直线 到 
M(x,y,zo), 最 后 沿 平行 于 > 轴 的 直线 到 
M(x,y,z). 于 是 


zx (Zi yz) = | (yot zo)ds +| (a + xX)di 十 


| (x 十 yj)dr 
zo 
= (yo + zo)x ~- (yot+ z0) zo + (zo 十 ZX)y 一 
(zo + zx)yo t+ (z+y)z— (z+y)zo 
= Ty+ Xzt+ y+i+ce, 
其 中 CXoY0 To0Z0 .020 是 一 个 常数 .大 取 Mo 为 原点 , 则 得 
ur,Yy,Z) = Ty + Tt yz. 


习 是 


1. 应 用 高 斯 公式 计算 下 列 曲面 积分 : 
(1) 0 ydydz + zrdzdxz 十 zydzdy, 其 中 S 是 单位 球面 zz2+ y+ 于 = 工 的 外 侧 ; 


oa 
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(2) 和 zedydz + ydzdzr + xcdzdy, 其 中 S 是 立方 体 0 委 zyz 扫 ca 表面 的 外 侧 ; 


S 
(3) ， Zedydz + ydzdz + zcdzdy, 其 中 S 是 锥 面 z + y* = x* 与 平面 z = h 所 围 空 
eo] 
间 区 域 (0 志 z 三 hh) 的 表面 ,方向 取 外 侧 ; 
(4) b z3dydz + ydzdz + z3dzdy, 其 中 S 是 单位 球面 zx*+ yy + z* = 1 的 外 侧 ; 


(5) jc + ydzdz + zdzxdy, 其 中 S 是 上 半球 面 z = Va -x “一 的 外 侧 . 


应 用 高 斯 公式 计算 三 重 积分 
下 (zy + y+ zx)drdydz, 
其 中 VV 是 由 z 之 0,3>0,0<z<1 与 如 + 六 <1 所 确定 的 空间 区 域 
3. 应 用 斯 托 克 斯 公式 计算 下 列 曲 线 积分 : 
(DP 2+ dr+ (ri+ ei)dy + (z+)dz, 其 中 工 为 z+y+z= 工 与 三 坐标 面 
的 交 线 , 它 的 走向 使 所 围 平 面 区 域 上 侧 在 曲线 的 左 侧 ; 
(2) 中 二 wdz + dy+ zdz, 其 中 工 为 y+ xz* = 1,z = y 所 交 的 椭圆 的 正 癌 ; 


G) 中 (= - ydr + (x - z)dy + (y - zt)dz, 其 中 工 为 以 A(a,0,0),B(0,a,0)， 


C(0,0,a) 为 顶点 的 三 角形 沿 ABCA 的 方向 . 
4. 求 下 列 全 微分 的 原田 数 : 
(1) yzdr + zzdy + zydz; 
(2) (xz* — 2yz)dr + (y¥ -2xz)dy + (z” — 2zy)dz. 
5. 验证 下 列 线 积分 与 路 线 无 关 , 并 计算 其 值 : 
"(2,3,—4) 
(1) "(1,1,1) 


"(TY ys 
2'Y2, 72) Ld + YY ee ,其 中 (zi 、y1, z1)， (zy ;22 ) 在 球面 x? +y + zx2 = 
“(zj 43] ， ,2 zx* + y 十 辽 


zdz +ydy 一 xz5dz; 


(2) 
a* 上 . 
6. 证 明 ; 由 曲面 S 所 包围 的 立体 V 的 体积 AV 为 
AV = 1 (zeos a + ycos 8 + zcos 7Y)dS, 
S 


其 中 cos a ,cos B,cos 7 为 曲面 $ 的 外 法 线 方向 余 嘴 . 
7. 证 明 , 若 S 为 封闭 曲面 ,i 为 任何 固定 方向 , 则 


0 cos (n,1)dS = 0， 
5 


其 中 为 曲面 S 的 外 法 线 方 问 . 
8. 证 明 公式 


一 二 pp pe i 
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其 中 S 是 包围 V 的 曲面 ,n 是 S 的 外 法 线 方 问 ， 


rr 二 Xx + y+ ’, rr 二 (xT,y,2z). 


9. 若 工 是 平面 zcos a + ycos 86+ zcos 7 一 p=0 上 的 闭 曲 线 , 它 所 包 图 区 域 的 面积 为 S， 


dy 
中 dzcycz _ 良 和 cos (r,n)dS, 
入 


求 


其 中 工 依 正 向 进行 . 
“$4 场 论 饱 步 


一 ” 场 的 概念 
若 对 全 空间 或 其 中 某 一 区 域 V 中 每 一 点 M ,都 有 一 个 数量 (或 向 量 ) 与 之 对 
应 , 则 称 在 V 上 给 定 了 一 个 数量 场 ( 或 向 量 场 ). 
温度 场 和 密度 场 都 是 数量 场 . 在 空间 中 引进 了 直角 坐标 系 后 ,空间 中 氮 M 
的 位 置 可 由 坐标 确定 . 因此 ,给 定 了 某 个 数量 场 就 等 于 给 定 了 一 个 数量 函数 
u(x,y,z). 在 以 下 讨论 中 ,我 们 总 是 设 w(z,y,z) 对 每 个 变量 都 有 连续 俩 导 
数 . 若 这 些 偏 导数 不 同时 等 于 零 , 则 满足 方程 
u(x,y,z) = clc 为 第 数 ) 
的 所 有 的 点 通常 是 一 个 曲面 .在 这 曲面 上 函数 u 都 取 同 一 值 ,因此 常 称 它 为 等 
值 面 .例如 温度 场 中 的 等 漫 面 等 . 
向 量 场 可 以 重力 场 或 速度 场 为 例 . 当 引 进 直 角 坐 标 系 后 ,向 量 场 就 与 向 量 铺 
数 A (xz,y,z) 相 对 应 . 设 A 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 
P(x,y,z), Q(zr,y,z), R(r,y,z), 
则 
A(zx,y,z) = (Plz,y,2), Q(z,y,2), R(X,Y, 2)), 
这 里 P,Q,R 为 所 定义 区 域 上 的 数量 函数 ,并 假定 它们 有 连续 偏 导 数 . 
设 上 为 向 量 场 中 一 条 曲线 . 若 上 上 每 点 M 处 的 切线 方向 都 与 向 量 顶 数 和 
在 该 点 的 方向 一 致 , 即 
dr _dy_ dz 


rd rk 


P Q 民 
则 称 曲线 工 为 向 量 场 4 的 向 量 场 线 . 例如 电力 线 、 磁 力 线 等 都 是 向 量 场 线 ， 
需要 注意 , 场 的 性 质 是 它 自己 的 属性 ,和 坐标 系 的 引进 无 关 .引入 或 选择 东 
种 举 标 系 是 为 了 便于 通过 数学 方法 来 研究 它 的 性 质 .下 面 所 讨论 的 场 的 一 些 概 
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念 虽然 是 在 所 选用 的 坐标 系 下 建立 的 ,但 都 可 以 证 明 它 们 和 坐标 系 的 选取 无 关 . 
二 梯度 场 
在 第 十 七 章 $3 中 我 们 已 经 介绍 了 梯度 的 概念 , 它 是 由 数量 盟 数 zz yy，,z) 
所 定义 的 向 量 果 数 
_ /9u du gu 
grad w = [于 , 甘 , 导 ) 
而 且 grad u 的 方向 就 是 使 他 达到 最 大 值 的 方向 , 它 的 大 小 就 是 v 在 这 个 方向 
上 的 方向 导数 . 因此 我 们 可 以 定义 数量 场 x 在 点 M 处 的 梯度 grad x 为 这 样 的 
向 量 , 它 的 方向 是 在 M 处 最 大 的 方向 导数 的 方向 ,而 它 的 大 小 是 在 M 处 最 大 
方向 导数 值 .由 于 方向 导数 定义 与 坐标 选取 无 关 , 因 此 梯度 定义 也 是 与 坐标 选取 
无 关 的 向 量 .由 梯度 给 出 的 向 量 场 , 称 为 柳 度 场 . 
又 因为 数量 场 n(x,y,z) 的 等 值 面 u(x,y,z)=c 的 法 线 方 癌 为 
(9,9) 
9r’9y’ az) 
所 以 grad x 的 方向 与 等 值 面 正 交 , 即 等 值 面 的 法 线 方 问 . 
引进 符号 癌 量 
QO 9 gd 
7 = ( 训 '35' 吉 上 


当 把 它 作 为 运算 符号 来 看 待 时 由 ,梯度 可 写作 
gradu= Vw. 
关于 梯度 ,有 以 下 一 些 基本 性 质 ， 
1. 若 u,v 是 数量 函数 , 则 
V(uti+v)= Vut+Vy DY 
2. 若 ,是 数量 函数 , 则 
V(u:v)= ul(V v)+(V wu)v. 
特别 地 有 
Vu = 2ul(V uu). 
3. 若 r=(zyyz),p=o(zyyz) 则 
dp 三 dr YY vo. 
4. 若 f=f(u),wu= u(xz,y,z), 则 
VY 上 了 三 fF (wu) Vu. 
5. 车 f= f (uiyuay stn) Ui = w(t y 2)(i=1,2,. ,mm), 则 


中 了 了 常 称 为 哈密 顿 (Hamilton) 算 符 ， 读 作 “Nabla . 
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Vf= > SL Vu.,. 
公式 读者 可 利用 定义 来 直接 验证 
例 1 设 质量 为 m 的 质点 位 于 原点 ,质量 为 1 的 质点 位 于 M(x,y,z), 记 
,VETT 避 , 求 到 的 梯度 


解 V 于 = -加 (于 , 辽 , 芋 
广 “<\r’ rr . 


rr Yr 


若 以 ro 表示 OM 上 的 单位 向 量 , 则 有 


这 些 


nm 
Vo = ro. 
7 r 


它 表 示 两 质点 间 的 引力 ,方向 朝 着 原点 ,大 小 是 与 质量 的 乘积 成 比例 ,与 两 点 间 
的 距离 的 平方 成 反比 . 这 说 明了 引力 场 是 数量 函数 空 的 梯度 场 . 因此 我 们 常 称 


“为 引力 势 . ] 


A(xz,y,z) = (P(x,y,2), Q(zr,y,2), R(T,y,z)) 
为 空间 区 域 VV 上 的 向 量 函 数 , 对 V 上 每 一 点 (x ,yy， 二 定义 数量 函数 


D(z,yz) = 区 + 了 >， 


称 它 为 向 量 函 数 A 在 (z,y,z) 处 的 散 度 , 记 作 
D(x,y,z) = divA (x ,y,2). 
设 no 二 (cos a,cos B,cos 7) 为 曲面 的 单位 法 向 量 , 则 dS = nodS 就 称 为 曲 
面 的 面积 元 素 向 量 .于 是 高 斯 公式 可 写成 如 下 向 量 形式 : 


div AdV = b 4. ds. (1) 


在 V 中 任 取 一 点 Mo, 对 (1) 式 中 的 三 重 积分 应 用 中 值 定理 ,得 
中 divA dV = div A(M* )AV= fh A .qs, 
V 2 


ba dS 


div A(M” ) = 一 7 


其 中 M 为 V 中 某 一 点 ,于 是 有 


QD div 是 divergence( 散 度 ) 一 词 的 缩写 , 


rr rr 
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令 V 收缩 到 点 Mo( 记 成 V 一 Mo) , 则 M 也 趋向 点 Mo, 因 此 
4 .dS 


div A(Mo) = 一 J > AV (2) 


这 个 等 式 可 以 看 作 是 散 度 的 为 一 _ 种 定义 形式 . (2) 式 右边 的 分 子 、 分 母 都 与 坐标 
系 的 选取 无 关 , 因 此 它 的 极限 也 与 坐标 系 选取 无 关 , 所 以 散 度 div 4 与 坐标 系 选 
取 无 关 . 由 向 量 场 4 的 散 度 divA 所 构成 的 数量 场 , 称 为 散 度 场 . 
散 度 的 物理 意义 :联系 本 章 $2 中 提 到 当 流 速 为 A 的 不 可 压缩 流体 ,经 过 
封闭 曲面 S 的 流量 是 
fh A .as. 


于 是 (2) 式 表明 div A (Mo) 是 流量 对 体积 V 的 变化 率 ,并 称 它 为 A 在 把 Mo 的 
流量 密度 . 若 divVA (Mo)>0, 说 明 在 每 一 单位 时 间 内 有 一 定数 量 的 流体 流出 这 
一 点 , 则 称 这 一 点 为 源 .相反 ,车 divA (Mo)<0, 说 明 流 体 在 这 一 点 被 吸收 , 则 称 
这 点 为 汇 . 若 在 向 量 场 4 中 每 一 点 阁 有 


div A = 0， 
则 称 4 为 无 源 场 ， 
由 前 面 引进 的 算 符 V ,向 量 场 4 的 散 度 的 回 量 形式 是 
divA=V.A. 


关于 散 度 ,容易 由 定义 直接 推 得 以 下 一 些 基 本 性 质 : 
1. 若 u,v 是 向 量 函 数 , 则 

V.(u+t+v)= Vut+V.:v. 
2. 若 p 是 数量 函数 ,下 是 向 量 函 数 , 则 

V:(oF)=op V:F+tF:V 9. 
3. 车 p= p(x,y,z) 是 一 数量 函数 ， 则 

= 29+ do ,99 
V.Vo +t gy 2 + 可 -2 
算 符 V 的 内 积 V .VV 常 记 作 Aa 于 是 有 
V.Vo=Ay. 

例 2 求 例 1 中 引力 场 下 = -下 ( 于 , 衬 , 硅 | 所 产生 的 散 度 场 
解 ”因为 r?=x + y+z ,所 以 


nt 
(x2+y+ ZY) 


a 
DO A=V:V=373 3 +97 + 3 称 为 拉 普 拉 斯 算 符 . 
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.rn [93fl zz af > 
“1 m [站 (+ 
gq 之 
A ty 十 区 】 = 0. 
因此 引力 场 内 每 一 点 处 的 散 度 都 为 零 ( 除 原点 处 外 ). 品 
旋 度 场 
设 
A(x,y,z) 一 (P(xz,y,z), Q(zr,y,2), R(T,Yy,z)) 
为 空间 区 域 V 上 的 向 量 国 数 . 对 VY 上 每 一 点 (xz,y,z)， 站 


oR 9Q 9P oR Se _ 


称 它 为 问 量 郴 数 4 在 (zy,y， _ 夺 罗 入 度 记 作 
F(x,y,z) = rot AL. 
设 (cos ai ,cos B;,cos 7;) 是 曲线 工 的 正 向 上 的 单位 切线 向 量 to 的 方向 余 
弦 , 向 量 ds = (cos a; ,cos B; ,cos 7;)ds = todl 称 为 绰 长 元 素 向 量 . 于 是 斯 托 殉 斯 
公式 可 写成 如 下 癌 量 形式 : 


| eaa .dS = 中 4 .ds. (3) 
为 了 说 明 旋 度 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 我们 在 场 V nio 
中 任意 取 一 点 Mo ,通过 Mo 作 平 面 % 垂直 于 曲面 S 的 
法 向 量 mo( 图 22-10), 且 在 x 上 围绕 Mo 作 任 一 封闭 个 


曲线 工 , 记 上 所 围 区 域 为 DD, 则 由 (3) 式 有 
[Trot + as = || rota + nodS = PA: ds. (4) 
he] 
对 左 端 二 重 积 分 应 用 中 值 定 理 可 得 
[froth + nods = Gota + no)w* p(D) = pads, 


其 中 (DD) 为 区 域 DD 的 面积 ,M * 为 D 中 的 某 一 后 .因此 


PA.ds 
L 


(rotA . Po) = DD) 


22— 10 


四 rot 是 rotation( 旋 度 ) 一 词 的 缩写 ,有 的 书 也 用 curl 表示 旋 度 ,为 便于 记忆 ,rot4 可 形式 地 写成 
i 天 

3 9 2 

ax dy dz| 

P @Q@ 下 


rotA = 
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现 让 D 收 绾 到 点 Mo( 记 作 D 一 Mo) 时 ,于 是 M 趋 于 Mo, 因 此 有 


(rotA . 120) M， 一 lim A (5) 
0 


(5) 式 左边 为 rot A 在 法 线 方向 上 的 投影 ,因此 它 也 确定 了 rot 4 的 本 身 , 所 以 
(5) 也 可 以 作为 旋 度 的 男 一 种 定义 形式 .由 于 (5) 式 右边 的 极限 与 坐标 系 的 选取 
无 关 , 故 rot A 也 与 坐标 系 选取 无 关 . 

由 向 量 困 数 4 的 旋 度 rot 4 所 定义 的 向 量 场 , 称 为 旋 度 场 . 

在 流量 问题 中 ,我 们 称 


中 4 ”ds 

为 沿 闭 曲 线 工 的 环流 量 , 它 表示 流速 为 A 的 不 可 压缩 流体 ,在 单位 时 间 内 沿 曲 
线 工 的 流体 总 量 , 反 映 了 流体 沿 L 时 的 旋转 强 弱 程度 . 当 rot 和 4 =0 时, 沿 任 意 
封闭 曲线 的 环流 量 为 零 , 即 流体 流动 时 不 成 旋涡 ,这 时 称 向 量 场 4 为 无 旋 场 . 

公式 (4) 表 明 向 量 场 在 曲面 边界 线 上 的 切线 投影 对 弧 长 的 曲线 积分 等 于 加 
量 场 的 旋 度 的 法 线 投影 在 曲面 上 对 面积 的 曲面 积分 . 它 的 物理 意义 可 以 说 成 是 : 
流体 的 速度 场 的 旋 度 的 法 线 投 影 在 曲面 上 对 面积 的 曲面 积分 等 于 流体 在 曲面 边 
界 上 的 环流 量 . 

为 了 更 好 地 认识 旋 度 的 物理 意义 及 这 一 名 称 的 来 源 ， | 
我 们 讨论 刚体 绕 定 轴 旋 转 的 问题 . 设 一 刚体 以 角速度 @ | 
绕 某 轴 旋 转 , 则 角速度 向 量 w 方向 沿 着 旋转 轴 , 其 指 回 与 
旋转 方向 的 关系 符合 右手 法 则 , 即 右手 拇指 指向 角速度 
@ 的 方向 ,其 他 四 指 指向 旋转 方向 . 若 取 定 旋转 轴 上 一 反 
O 作为 原点 (图 22 -11), 刚 体 上 任意 一 点 已 的 线 速 度 v 
可 表示 为 


v= OXr, | 
其 中 r= OF 是 P 的 径 向 量 . 设 P 的 坐标 为 (x,y,z), 便 有 图 22 _11 
二 (X,Yy,zZ) ;又 设 @ 二 (wwy,;w:). 于 是 
v 一 (wx 一 WN WT Wr ry 一 wyt ), 
所 以 rot v = (2w, ,2w, ,20,) = 20 


或 人 一 roto， 


这 等 式 表明 线 速度 向 量 v 的 旋 度 除去 一 个 常数 因子 外 ,就 是 旋转 的 角速度 向 


量 @. 可 见 v 的 旋 度 与 mw 成 正比 ,这 也 说 明了 旋 度 这 个 名 称 的 来 源 . 
应 用 算 符 V 表 示 4 的 旋 度 是 
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rotA= VxA. 
旋 度 有 如 下 一 些 基本 性 质 . 
1. 硅 w,v 是 疝 量 陋 数 , 则 : 
Vx(uwt+v)=VYxXut+VYxv, 
V(uv)=uX(VXv)+tvxX(VXu)t+(uV)vt(v* VY)u, 
V:(uXv)=v*VXu-u'VxXyv, 
VXxX(uxXv)=v Vu-(u Vvt(V:v)u—(V':u)v. 
2. 若 p 是 数量 函数 ,A 是 向 量 函数 , 则 
Vx(oA)=o(VxXA)+VoxA. 
3. 若 p 是 数量 函数 ,A 是 问 量 函数 , 则 
VyV.(VxA)=0, 
VxvVvo=)0, 
Vx(VxA)=V(V.A)- Vv’A=Vv(V.A)-AAh. 
这 些 等 式 读者 都 可 通过 梯度 、 散 度 、 旋 度 等 定义 来 直接 验证 . 
五 ” 管 量 场 与 有 势 场 
若 一 个 向 量 场 A 的 散 度 恒 为 去 , 即 
div 4=0, 我 们 曾 称 4 为 无 源 场 . 从 高 斯 公 
式 知 ,此 时 沿 任何 封闭 曲面 的 曲面 积分 都 等 
于 零 .我 们 把 场 4 称 作 管 量 场 . 这 是 因为 ,者 
在 向 量 场 A 中 作 一 向 量 管 (图 22-12), 即 由 
向 量 线 围 成 的 管状 的 曲面 ,用 断面 Si, S: 截 
它 ,以 Ss 表示 所 截 出 的 管 的 表面 ,我们 就 得 到 了 由 S$l ,32 ,53 所 围 成 的 封闭 曲 
面 S. 于 是 由 (1) 式 得 出 
人 A.ds -= | A:dSst+ | 展 ， ds 十 | A:'dS=0. 
5 S ;外 全 S- 外 全 S 外 全 
而 向 量 线 与 曲面 $3 的 法 线 正 交 ,所 以 
|| a+ds=0, 
S3 外 出 


图 22 一 12 


Bj 


| A.ds-= | A .dS. 
S, 外侧 S 外山 


六 等 式 说 明了 流体 通过 向 量 管 的 任意 断面 的 流量 是 相同 的 ,所 以 我 们 把 场 A 称 
为 管 量 场 .如 例 2, 由 畔 的 梯度 至 所 成 的 引力 场 F 是 一 个 管 量 场 
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若 一 个 癌 量 场 A 的 旋 度 恒 为 零 , 即 rot A =0, 我 们 在 前 面 称 A 为 无 旋 场 . 
从 斯 托 克 斯 公式 知 , 这 时 在 空间 单 连 通 区 域内 沿 任 何 封 闭 曲 线 的 曲线 积分 都 等 
于 零 ,这 种 场 也 称 为 育 势 场 .这 是 因为 当 rot 和 =0 时 ,由 定理 22.5 推 得 此 时 空 
间 曲 线 积分 与 路 线 无 关 , 且 存在 某 函 数 u(x ,y,z), 使 得 

du = Pdz + Qdy + Rdz, 
即 
grad u = (P,Q,R). 

通常 称 x 为 势 函数 .因此 , 若 某 向 量 场 4 的 旋 度 为 零 , 则 必 存 在 某 个 势 孙 数 w， 
使 得 grad u = 4 .这 也 是 一 个 向 量 场 是 某 个 数量 场 的 梯度 场 的 充 要 条 件 .在 例 1 


中 ,引力 势 w= 垩 就 是 势 函数 .所 以 


Vy y= =- 吾 ( 至 , 宪 , 宇 】 
rr rr rr 六 


因为 Vx =0 恒 成 立 , 所 以 V XxF=0. 它 也 是 引力 场 F 是 有 势 场 的 充 要 条 
件 . 
若 一 个 向 量 场 A 既是 管 量 场 ,又 是 有 势 场 , 则 称 这 个 癌 量 场 为 调和 场 . 上述 
例 2 中 讲 到 的 引力 场 下 就 是 调和 场 . 若 4 是 一 个 调和 场 , 必 有 
V.A=0, Vua=A. 
显然 


即 必 有 势 隧 数 满足 


Pu Fu ,Puy 
az2 9y dz 
这 时 称 郴 数 x 为 调和 函数 . 
习 是 


1. 车 7=V RFT 台 , 计 算 V x,V my 一,Y f(7),V (nz>3)， 

2. 求 u=z?+2y +3z*+2ry-4zt+2y—4z 在 点 O(0,0,0),A(l,1,1),B( 一 1, 一 1, 一 1) 
处 的 梯度 ,并 求 梯度 为 零 之 点 . 

3. 证 明 本 节 第 二 段 关 于 梯度 的 一 些 基 本 性 质 1 一 5. 

4. 计算 下 列 向 量 场 4 的 散 度 与 旋 度 : 

(1) A=(y +z,z +Zx ,x+y); (2) A=(r yp, ry 2 Ty); 

_/zy Zz 
(3) 4= (至 ,之 ,三 让 
5. 证 明 本 节 第 三 段 关于 散 度 的 一 些 基 本 性 质 1 一 3. 
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6. 证 明 本 节 第 四 段 关 于 旋 度 的 一 些 基本 性 质 1 一 3( 可 应 用 算 符 推演 ) 

7. 证 明 , 场 A= (yz(2z+y+zx),zz(z+2y+z),zy(z+y+2z)) 是 有 势 场 并 求 其 势 
函数 / 

8. 车 流体 流速 4=(z?, yz?), 求 单位 时 间 内 穿 过 去 球 面 z2+ 只 + 到 =1,z>0,y> 
0,z >0 的 流量 . 

9. 设 流速 A = (一 y,z,c)(c 为 常数 ), 求 环流 量 . 

(1) 沿 圆周 z2+ y=1,z=0; (2) 沿 贺 周 (z -2 +y2=1,z=0. 


总 练习 题 


1. 设 P=zit5Ayt+t+3y,Q=5rz+3Arz -2,R=(A+2)7ry -4z. 
(1) 计算 | Pdz + Qdy + Rdz, 其 中 工 为 螺旋 线 z = acos i,y = asint,z = ci(0 夺 + 
< 2n); 


(2) 设 A = (P,Q,R), 求 rot 4; 
(3) 问 在 什么 条 件 下 4 为 有 势 场 ?并 求 势 哺 数 . 


2. 证 明 ; 若 Av = + + 2 部 ，S 为 包 图 区 域 V 的 曲面 的 外 侧 , 见 


(1) 中 Auxdzdydz = 人 3&dS; 
V 


S 


(2) 0 u 3 dS 一 1 V .VV udzrdydz+ il uAudrzdydz, 
Vv 


其 中 在 区 域 V 及 其 界面 S 上 有 二 阶 连续 偏 导数 ,9* 为 沿 曲 面 S 外 法 线 方向 的 方向 导数 
3 设 S 为 光滑 闭 曲 面 .为 S 所 围 的 区 域 .函数 w(z,y,z) 在 了 与 S 上 具有 二 阶 连 续 全 
导数 ,函数 w(z,y,z) 偏 导 连续 . 证明. 


地 
(1) 中 ww Su dzrdydz = 由 wdydz 一 ‖ wu 3 drdydz; 
V S 


(2) 由 wAudrdydz = w SudS 一 | Au * Auwdzdydz. 
V S V 


4. 设 和 A= S 为 一 封闭 曲面 ,r = (z,y,z). 证 明 当 原点 在 曲面 S 的 外 、 上 、 内 时 ,分 


别 有 


EE 


0 A:dSs = 0、2r、47r. 
s 


5. 计算 T= | zedydz + Mrdzdz 十 xydzdy, 其 中 S 是 柱 面 z*+ y=1 在 ~1i 志 z 夺 1 


5 
和 zz 洋 0 的 部 分 .曲面 侧 的 法 向 与 x 轴 正 向 成 锐角 . 
6. 证 明 公 式 : 
| femsin poos 0 + nsin psin O + poos 9g)sin pdydg 
D 
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1 
= 2 fu Vm + n’ + p’)du, 


这 里 D= 1(9,9)10 才 9<<2x,0 寺 gx} ,m+n:+ p>0, f(t) 在 |ti|<v m+ n+p? 时 为 
连续 函数 . 
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$1 nn 维 欧 氏 空 间 与 向 量 阔 数 


在 第 十 六 至 第 十 八 章 中 所 讨论 的 函数 ,是 二 维 ( 或 n 维 ) 空 间 中 的 点 集 到 实 
数 集 的 上 映射 ,由 于 孙 数 值 取 实 数 , 故 称 之 为 实 值 了 消 数 ,在 本 章 中 所 要 讨论 的 婧 数 ， 
则 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 点 集 到 芭 维 欧 氏 空间 点 集 的 映射 ,这 时 函数 值 已 不 再 是 
实数 ,而 是 m 维 空间 中 的 一 个 向 量 , 故 称 之 为 向 量 函 数 . 作为 准备 ,我 们 先 择 要 
地 介绍 一 下 n 维 欧 氏 空 间 概念 . 

一 严 维 欧 氏 空间 

所 有 nn 个 有 序 实数 组 (zi ,xz,,… ,xz, ) 的 全 体 称 为 x 维 向 量 空间 ,或 简称 > 
维 空间 ,其 中 每 个 有 序 实 数组 称 为 n 维 空间 中 的 一 个 向 量 ( 或 一 个 点 ) , 记 作 


X 一 . (1) 
Tn 
我 们 约定 向 量 总 是 指 列 向 量 ( 如 (1) 式 ); 记 号 xT 表示 向 量 x 的 转 置 ,因此 x 是 
一 个 行 向 量 .向 量 x 中 的 数 zi,zz,…，,zn 是 这 个 向 量 (或 点 ) 的 x 个 分 量 (或 坐 
标 ). 
讽 X=(ZlyZ2 Ta) 本 》— (y1;y2，,"… ,Yn) 是 nn 维 空间 中 的 任意 两 个 
向 量 ,a 为 任意 实数 , 则 向 量 x 与 y 之 和 为 
x ty=(r1t yi Tt ya 十 加) 
数量 & 与 向 量 x 的 数 乘积 为 
ax = (azliyar az ) 
向 量 x 与 》 的 内 积 定义 为 
X y= TY 十 Z232 十 … 十 Tayn， 


内 积 具 有 如 下 性 质 : 


D 本章 供 选 学 用 . 
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1 x x 之 0, 当 且 仅 当 x=0 时 ,x'x==0; 
2° x ly= yx; 

3 a(xzIy)=(ax)Iy=xI(ay),a 为 实数 ; 
4 (xt+y)lz=xizi+y!z. 


定义 了 内 积 的 n 维 空间 叫做 维 欧 几 里 得 (Euclid) 空 间 ( 简 称 ” 维 欧 氏 空 


间 ), 记 作 R”. 
利用 内 积 定义 向 量 xE R” 的 模 为 
nn 1/2 
xl = (xTx)? = ( 2 x? , (2) 
向 量 模具 有 如 下 性 质 : 


1 x 上 实 0, 当 且 仅 当 x=0 时 , | x 4 =0; 

2” | ox =ja| |x| ,a 为 实数 ; 

3° | x+y| 志 上 | x 十 y 上 | ( 三 角形 不 等 式 ); 

4° jxTiy| 志 上 xj 上 yl ( 柯 西 一 施 瓦 获 不 等 式 ). 

R" 中 任意 两 点 x 与 y 的 距离 定义 为 

o(x,y) = |x—-yi = DA 一 2] . (3) 
这 样 定义 的 距离 显然 具有 与 模 相 仿 的 性 质 , 如 : 
o(x,z) So(x,y) + p(y,z) (三 角形 不 等 式 ). 

下 面 是 R" 中 点 集 的 例子 ,读者 不 难 从 二 维 或 三 维 空间 的 相应 例子 去 理解 
它 . 

点 集 {x| x 上 =riCR" 表示 以 O 为 中 心 ,r 为 半径 的 nn 维 球面 . 

点 集 {x| x 一 a 上 之 8}CR" 表示 以 点 a 为 中 心 ,半径 为 6 的 n 维 球形 邻 
域 ,x= (xi,z2,…;T,) | |z; 一 a; | 之 6,i=1,2,…,n|} 则 是 n 维 方形 邻 域 .我 们 
仍 用 U(@;6) 来 记 点 a= (a1,a2,…,an)! 的 上 述 这 两 类 邻 域 ,而 U'(a;6) 则 表 
示 相 应 的 空心 邻 域 . 

点 集 fx|cTx=d,c 关 0 CR". 当 n=2 时 , 它 就 是 平面 上 的 一 条 直线 ; 当 久 
-3 时, 它 就 是 Ra 中 的 一 个 平面 ; 当 n>3 时 , 称 它 为 R” 中 的 一 个 超 平 男 . 

向 量 方程 x = g(z) 的 各 个 分 量 式 即 为 如 干 方程 组 : 

Ti = (1t),i = 1,2,.…,n, t:€la,Bj. (4) 
设 w 为 [a,B] 上 的 连续 函数 (i 二 1,2,…,n). 当 n=2 时 , 它 是 R“ 中 的 一 条 连 
续 曲 线 ; 当 ?=3 时 , 它 是 Ra 中 的 一 条 连续 曲线 ; 当 n>3 时 , 仍 称 它 是 R” 中 的 
连续 曲线 .特别 当 (4) 式 是 
p(t) = aft+tbi,i=1,2,,n,t E(- ,+0) 


(a,;6, 为 常数 ,a; 不 同时 为 零 ) 时 , 它 表示 R” 中 的 一 条 直线 ,其 向 量 形式 在 
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x=att+b,(ax0),1€E(-%,+%), 

其 中 a = (ail,as, ,an)!,b=(61,b,,. ,0b,). 

过 已 知 两 点 x ,x 的 直线 方程 是 

x=(x -x )tti+x, 1:€(-%,+o). 

当 jE€10,1] 时 ,上 式 表 示 联 结 x ,x 两 点 的 直线 段 . R” 中 的 折线 ,由 首尾 衔接 的 
直线 段 所 组 成 . 

由 于 在 R* 中 定义 了 上 功 离 、 邻 域 、 直线 与 折线 等 概念 ,读者 可 以 把 平面 点 集 
中 有 关内 点 、 界 点 、 聚 点 、 开 集 、 闭 集 、 凸 集 、 区 域 . 直 径 等 概念 推广 到 R” 中 来 .并 
通过 定义 R" 中 的 收敛 点 列 | Pi| ,导出 相当 于 定理 16.1 的 完备 性 定理 . 

定理 23.1 设 {PiiCR”, 则 {Pi 为 收 伍 点 列 的 充 要 条 件 是 ; 任 给 e 0, 丰 
在 >0, 当 >K 时 ,对 一 切 正 整数 g 都 有 

OP Pi) < e. (5) 

(证 明 从 略 . ) 

二 向 量 函 数 

这 里 我 们 采用 集合 来 定义 函数 , 它 与 以 往 的 定义 方式 具有 相同 的 含义 . 

定义 1 若 XCR",YCR”",f 是 XXYQ 的 一 个 子 集 ,对 每 一 个 xEX, 都 
有 惟一 的 一 个 yE Y, 使 (x,y)E 让, 则 称 汪 为 X 到 Y 的 向量 函数 (也 简称 郴 数 或 
称 册 射 ) , 记 作 

f:X— Y,， 
Xt>Y> yy, 

或 简单 地 记 作 f:X 一 了 ,其 中 X 称 为 函数 了 的 定义 域 

易 见 , 当 n=2( 或 n=3),m = 二 1 时 ,由 定义 1 所 确定 的 函数 就 是 我 们 原来 
所 熟悉 的 二 元 (或 三 元 ) 实 值 范 数 ， 

在 映射 的 意义 下 ,x EX 在 f 下 的 象 为 y= f(x)E€Y,XX 在 f 下 的 象 集 为 
f(X)= 1f(x)|xEXICY,x 称 为 f(x) 的 原 象 . 

设 f;X 一 Y, 若 对 任何 x ,x EX, 只 要 x 关 xX 就 有 f(x ) 关 f(x ), 则 称 了 
为 X 到 了 的 一 一 映射 (或 称 为 单 射 ) 

其 实 .在 解析 几何 和 本 课程 以 前 的 一 些 章节 里 ,我 们 就 曾 遇 到 过 不 少 癌 量 史 
数 . 例 如 .平面 (或 空间 ) 曲 线 的 参数 方程 就 可 看 作 n= 1,m 二 2( 或 m =3) 的 右 
量 函 数 ; 曲 面 的 参数 方程 是 mn =2, zm =3 的 癌 量 孙 数 . 又 如 可 微 的 三 元 实 值 函 数 
u 二 u(x,y,Z) 的 梯度 grad w= (wz Uys Uz ) 就 是 一 个 n 二 m= 二 3 的 向 量 削 数 . 今 
后 我 们 还 能 看 到 其 他 的 一 些 例 子 .一 般 地 , 当 fi1,f2,…, fr 为 f 的 分 量 函 数 ( 或 
坐标 函数 ) 时 ,可 写作 


DD XxXY={(x,y)|xEX,yE YICR”"'” 称 为 XX 与 Y 的 直 积 . 
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fi(x) 万 (Zr 1 
f(x) = : |= 或 f= | | 
mn(X) CC1 ,Tn) m 


于 是 ,两 个 相同 维 数 的 向 量 函 数 f 与 g 在 相同 的 定义 域 上 的 和 ( 莽 ) 明 数 为 


fit gi 
fig = l . (6) 
m + gm 
一 个 实 值 函数 a 与 一 个 向 量 函 数 了 在 相同 的 定义 域 上 的 箭 积 函数 在 
af1 
af = |: |. (7) 
Qfm 
两 个 向 量 函 数 『 与 hh 的 复合 肾 数 是 
严 。 了: X -yy 一 >Z,(XCRr,F(X) CYCR”,ZCR") 
或 
hi°f 
h.f= | (8) 
ph,° f 
其 中 (ho 了)(x)=h(fi(x),, fn (x)), XEX. 
三 身 量 函数 的 极限 与 连续 


定义 2 设 DCXCR",a 是 万 的 聚 点 , 太 : X-~R7". 知 存在 IER"”, 对 于 1 
的 任意 小 的 邻 域 U(1;e)CR” ,总 有 a 的 空心 邻 域 U (a;6)CR”,f(U (a;6) 


limf (x) = 1. 


Xe 用 
在 不 致 混淆 的 情况 下 ,或 D=X 时 ,简称 xz 一 a 时 了 以 1 为 极限 ,并 记 作 
limf (x ) = 上 


定义 2 的 几何 描述 如 图 23 -1 所 示 , 而 且 易 知 limf(x)=I 与 以 下 任何 一 种 
说 法 是 等 价 的 : 
(2) ,lim | f(x) -1 =0; (9) 
(i) 设 a=(al ah) =( pn), 则 
lingfi(x) bn, fel Tn) = 
i 二 1,2,.…,m. (10) 
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图 23-1 
定义 3 设 DCXCR",aED,f:X>R”. 若 对 任何 :>>0, 存 在 6>>0, 使 得 
f(U(a;6) 门 D)CU(f(a);e), 则 称 f 在 点 a( 关 于 集合 DD) 连 续 . 
如 果 了 在 D 上 每 一 点 都 连续 , 则 称 三 为 也 上 的 连续 函数 . 
和 多 元 实 值 函数 一 样 ,如 果 a 是 万 的 孤立 点 , 则 按 定 义 3,f 在 点 a 人 恒 连 续 ; 
如 果 a 是 万 的 聚 点 , 则 定义 3 等 价 于 
limf (x) = f(a) 或 limfi(x) = fi(a), 


TE 
reD XE 


1 一 .272. 

后 者 表示 f 的 所 有 坐标 函数 在 点 a( 关 于 品 ) 连 续 . 正 由 于 此 ,以 往 关 于 实 值 连续 
孙 数 的 那些 运算 性 质 大 部 分 都 可 推广 到 向 量 鹃 数 中 来 . 

定理 23.2 设 f,g:X>Y(XCR’,YCR”);h:Y>ZCR’;a:X>R;at 
X,b=f(a)EY. 若 f,g,a 在 点 a 连续 ,h 在 点 b 连续 , 则 按 (6)、(7)、(8) 所 宋 
义 的 向 量 阻 数 f 土 g,af,h°*f 痢 在 点 a 连续 . 

(证 明 从 略 .) 

定理 23.3 函数 f: XR” 在 点 a€ XCR" 连续 的 充 要 条 件 为 :任何 点 列 
[PCX 收敛 于 a 时 ,{f(P;,)} CR 都 收敛 于 f(a). 


证 【充分 性 ] 倘若 /在 点 a 不 连续 ,由 (9) 则 存在 eo>0, 对 每 一 6= 地 ， 


k=1,2,… 总 能 取得 PLEX, 使 得 | 本 一 al < 二 , 且 

| f(P;)- f(a)|| 守 eo, k= 1,2,.…. (11) 
显然 ,这 里 的 |P,} 收敛 于 a .根据 条 件 ,{f(P)} 应 该 收 伍 于 f(a), 这 与 不 等 式 
(11) 相 矛盾 .所 以 f 在 点 a 必须 连续 ， 

[必要 性 ] 任 给 e>0, 由 于 了 在 点 a 连续 ,因此 存在 8 >0, 使 得 lx-al| 
<8 有 目 xEX 时 ,总 有 上 f(x) 一 f(a) 中 <e. 又 因 对 任何 收敛 于 a 的 点 列 { PeiC 
,存在 KK>0, 当 kk>K 时 ,满足 上 Pi -a <6, 因 而 也 用 f(Pi)-f(a) < 
e, Blimf (Pi)=f(a). D 

在 有 界 闭 域 (或 有 界 闭 集 ) 上 实 值 连续 函数 的 那些 整体 性 质 同样 可 推广 到 向 
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量 果 数 的 情形 ,只 是 原来 与 图 数值 有 关 的 判断 必须 改 为 适合 于 问 量 范 数 的 形式 . 
定理 23.4 若 DCR” 是 有 界 闭 集 ,f:D->R” 是 DD 上 的 连续 函数 , 则 


f(D)CR”"* 也 是 有 界 闭 集 . 
证 ”如果 呈 是 有 限 点 集 , 则 f(DD) 也 是 有 限 的 ,命题 显然 成 立 . 所 以 下 面 不 
妨 假设 D 和 f(DD) 都 是 无 限 点 集 . 


(i) 先 证 f(DD) 的 有 界 性 . 倘若 f(D) 无 界 , 则 存在 点 列 |1P;} CD, 使 
Ef(Pi) | >k,k=1,2,…., 由 于 DD 是 有 界 闭 集 ,因此 存在 1Pi Ci Pei 使 jimPu 
= PoED. 由 了 在 点 Po 连续 , 故 上 ‖ f(x) 中 在 点 Po 局 部 有 界 .这 与 上 f(Pi ) 1 
Ri >j,; 二 1,2,… 相 矛盾 . 

(ii) 再 证 f(D ) 的 闭 性 , 即 若 Qo 是 f(DD) 的 任 一 聚 点 , 欲 证 Qo€ f(D). 议 
Qi Ef(D), limQi = Qo0, 且 PED,f(Pi)= Q. 则 存在 收敛 子 列 {Pi | C1P,}， 
limPi = Po€D, 且 由 于 了 在 扣 P 连续 ,从 而 有 

Co = lm = limf (Pi ) = f(Po) € f(D). 0 

定理 23.5 若 DCR” 是 有 界 闭 集 ,f:D>R” 是 DD 上 的 连续 函数 , 则 f(DD) 

的 直径 可 达 , 即 存在 P,P ED ,使 得 
If(P’)-f(P)| = max fCx )— flx ). (12) 
证 吻 见 函数 

F(x ,x)= | f(x )- fx )| 
是 定义 在 有 界 闭 集 DXD 上 的 连续 实 值 函数 .由 连续 函数 性 质 (定理 16.8) , 存 
在 (P,P )EDxXD 使 得 

F(P’,P ) = max F(x ,x ). 
这 就 是 (12) 式 的 结论 . 0 

定理 23.6 若 DCR" 是 有 界 闭 集 , 是 D 上 的 连续 函数 , 则 了 在 D 上 一 致 
连续 . 即 任 给 e >0, 存 在 只 依赖 于 e 的 6>0, 只 要 x ,x ED 且 x -x <6， 
就 有 

| f(x )- f(x )) <e. 

读者 可 作为 练习 自行 证 明 本 定理 . 

定理 23.7 若 DCR" 是 道路 连通 集 ?,f 是 D 上 的 连续 函数 , 则 f(D)C 
R” 也 是 道路 连 遂 集 . 

证 任 给 0’,0"Ef(D), 必 有 P,P ED, 使 得 Q =f(P'),0.=f(P). 
因为 D 是 道路 连通 的 ,所 以 存在 连续 曲线 


四 这 是 指 D 中 任意 两 点 之 间 ,能 用 一 条 完全 含 于 D 的 连续 曲线 相连 接 . 
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x= 9(t)CD,t El[0,1l,8 9g(0)= P’,9(1)= P.. 
从 而 fg:[0,1] 一 R” 是 连续 的 ,而 且 满 足 
f(t)) CFD),t E10,1}; f(9(0)) = 0',f(9(1))= 0". 
这 表明 F(D) 也 是 道路 连通 的 . 口 


习 起 


1. 设 x,yER", 证 明 
| x+yl “+ x-yl| “=2(C | x *+ | y | *). 
2. 设 ECR", 点 xER" 到 集合 五 的 距离 定义 为 
p(x,E) = inf p(x,y). 
证 明 : (1) 若 是 闭 集 ,xEE, 则 p(x,E)>0; 
(2) 若 E 是 EE 连同 其 全 体 聚 点 所 组 成 的 集合 ( 称 为 EE 的 闭 包 ), 则 EE= |zxip(x,E)=0} 
3. 设 XCR”",YCR”,f:X 一 Y;A,B 是 X 的 任意 于 集 .证 明 . 
(1) f(AUB)= f(A)UTf(B); 
(2) f(AN BEFA)N TB); 
(3) 若是 一 一 映射 , 则 f(A1B)= 了 (A)f1f(B). 
4. 设 /,g:R"-~R" ,acER" ,bcER" ,lmf(x)=b,limg(x)=c, 证 明 . 
(1) lim f(x) 上 =| 5 ,县 当 5=0 时 可 逆 ; 
(2) lim[ f(x) g(x)]=b ce. 
5. 设 DCR”,f:D>R”. 若 存在 正 实数 六 ,r 对 任何 点 x,yED 满足 
| f(x)- fly) Rx-yl", 
试 证 明 f 是 D 上 的 连续 函数 . 


6. 设 r,yER", 证 明 下 列 各 式 : 
四 ini GO) xtyl lr-yl<hrl?+ lyl’ 
(3) 11zl1-1lyIN< lz-yil， 


并 讨论 各 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 和 解释 2 =2 时 的 几何 意 艾 . 


7. (1) 证 明定 理 23.6; 
(2) 设 DCR" ,试问 向 量 函 数 f:D 一 R" 在 D 上 一 致 连续 ,是 否 等 价 于 了 了 的 所 有 坐标 图 


数 f: ,i=1,2,…,m 都 在 D 上 一 致 连续 ? 为 什么 ? 
8. 设 f:R" 一 R” 为 连续 函数 ,ACR" 为 任意 开 集 ,BCR” 为 任意 闭 集 .试问 f(A) 龙 全 
必 为 开 集 ? f(B) 是 否 必 为 闭 集 ? 


$2 向量 消 数 的 微分 


一 ”可 微 性 与 可 微 条 件 
无 论 是 -一 元 函数 还 是 多 元 函数 的 可 微 性 ,都 是 建立 在 局 部 线性 近似 基础 上 


EH ee eto er thor cn -。. - 
= Hili PE 
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的 . 例如 ,一 元 函数 f 在 zo 可 微 , 按 其 定义 是 指 存 在 实数 ww ,使 得 ze U( zo) 时 ， 
有 


f(z) — f(xo0) = a(x ~ ro0) + o(x — zo)) (1) 
或 者 写成 
lim Hz) fz) ~ ott — x0! 二 到 =- 0 (1) 


而 且 进 一 步 知道 a= 了 (zo0), 并 把 a(x 一 x0)= 了 (x0)(Xx -0o) 称 为 了 在 <zo 的 
微分 . 

同样 地 , 二 元 实 值 函数 f 在 Po(zxo, yo) 可 微 ,是 指 存 在 二 维 疝 量 c = 
(a ,8B)7 ,使 得 P(r,y)EU(Po)CR 时 ,有 


f(P)- f(Po) = e (PP- Po)+o(lP- Pol), (2) 

或 者 写成 
。 FCP)- (Po) -cr(P -Po) _ 
J 加 1P -Pol 0 2 


而 且 进 一 步 知道 c=( 广 (Po) ,及 (Po)) ,并 把 
c'(P- Po) = f(ro,y0)(z 一 Z0) 十 f(xo,y0) (yy 一 y0) 

称 为 f 在 Po 的 微分 . 

在 (1) 或 (1) 中 的 a(z 一 zo) 与 (2) 或 (2) 中 的 ce (P 一 Po) 具有 相间 的 形式 
与 内 涵 , 因 而 我 们 也 把 向 量 c 称 做 二 元 函数 了 在 Po 处 的 “导数 “以 前 叫 梯度 )， 
并 记 作 了 (P60). 尤其 是 把 a(x 一 zxo) 和 cr(P 一 Po) 作为 线性 变换 来 认识 时 ,我 
们 能 很 自然 地 建立 起 一 般 向 量 函 数 的 可 微 性 概念 . 

定义 4 设 DCR" 为 开 集 ,xo€ DD,f:D>R”. 如果 存在 某 个 线性 变换 A 
(只 依赖 于 xo) ,使 得 xE U(xo)CD 时 ,有 


flx)— xl)=A(xz-xo)+o(lxz 一 zxol) (3) 
或 
1 f(x)— f(xo)— A(x— xo) _ 0 (3 
rx | XX 一 0 | 


则 称 向 量 函 数 f 在 点 xo 可 微 (或 可 导 ). 若 与 上 述 线性 变换 A 相连 系 的 矩阵 为 
A(mxXn), 则 称 A(x 一 xo) 二 A(x 一 xo) 为 了 在 点 xo 的 微分 ,并 称 A 为 在 所 
xo 的 导数 , 记 作 Df(xo) 或 六 (x0). 因 而 
A(x— xo) =A(x— xo) = Df(xo)(x ~ xo) 
=f (x0)(x — xo) (4) 
同样 是 f(x) -f(xo) 的 一 个 线性 下 近 , 只 是 当 mm>>1 时 它 不 再 是 一 实数 ,而 是 一 
个 m 维 的 问 量 . 
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如 迪 f 在 D 中 任何 点 处 可 微 , 则 称 为 疡 上 的 可 微 函 数 .下 面 来 导出 矩阵 
4 的 元 与 的 坐标 了 消 数 的 偏 导数 之 间 的 联系 .为 此 设 


fi 
f= | 
nt Umil ”” Co A 


其 中 和 ;= (a;1，… ,Qi )1i = 二 1,2,…,m. 此 时 ,可 微 条 件 (3) 等 价 于 

fi(x)— f(xo) = Ai(x—xo)+o(l|x—xol),i = 1,2,.…,m, (5) 
即 fF 的 所 有 坐标 函数 ,i =1,2,…,m 在 xo 可 微 .由 实 值 函 数 可 微 性 的 结论 知 
道 


Ul! 4dln 


， A = 


9 


> 
a = of ,1 一 1.2, 23 1 = 1,2,.…,m. (6) 
qx; r= xX, 


于 是 当 了 在 xo 可 微 时 ,f 在 xo 的 导数 矩阵 为 
0 


df1 ., of 
dx] 9 Tz, 
A=|: : (= f (xo) = Df(xo0)). (7) 


由 于 向 量 函 数 的 可 微 性 等 价 于 它 的 所 有 坐标 函数 的 可 微 性 ,因此 , 实 值 肯 
数 可 微 的 必要 条 件 与 充分 条 件 同 样 适用 于 向 量 咀 数 . 

定理 23.8 若 向 量 函 数 了 在 xo 可 微 , 则 f 在 xo 连续 . 

定理 23.9 若 向 量 函 数 f 在 xo 可 微 , 则 了 的 所 有 mm 个 坐标 畏 数 (i=1， 


of. 
2,…, 加 ) 在 xo 关于 每 个 自 变量 羽 (j 一 1,2,…,n) 的 一 阶 偏 导数 3 二。 都 丰 


一 址 


在 .由 这 些 偏 导 数组 成 的 矩阵 (7) 便 是 了 在 xo 的 导数 . 
定理 23.10 若 向 量 函数 了 在 点 xo 的 某 邻 域 U(xo) 内 处 处 存在 一 阶 侦 寻 


数 " 严 (i =1,2,…,m 洒 =1,2,…,z), 且 所 有 这 些 偏 导数 在 点 xo 连续 , 则 三 在 


ox; 


局 XO 可 微 . 
例 1 设 X={(z,z)| -<zi<<+%,z2>01CR? ,向量 函 数 f:X 一 R 


为 


T 
f(x) 一 f(xi, x2) 二 (zz ,er 2, rT2, Xin XT2) 


求 广 (xz),xEX 和 三 (1,1). 


四 ”如 此 形式 的 矩阵 又 叫做 矿 的 雅 可 比 和 矩阵 ,也 常 记 作 Jr(xo). 只 要 其 中 的 所 有 偏 导 数 存在 , 便 可 构 
成 Jr(zo), 但 此 时 并 不 表示 它 必 定 是 了 的 导数 ,因为 由 此 并 不 能 保证 了 在 2 可 微 . 


316 * 第 二 十 三 章 ” 流 形 上 微 积分 学 初 阶 


解 这 里 万 (zi,zz)=zzzy 记 (ziyz2)=es 7 2, f3(X1,T2) 一 rx2, fa rl, 
X22) = Xiln x2. 对 xEX, 由 (7) 式 有 


3 2 2 


二 | 十 十 “ 3 
e112 et “2 2 2 
f(x) 一 0 1 9 f(1,1) 一 0 ] . 
In 站 ID 也 0 1 
进而 还 可 由 定理 23.10 知 ,函数 了 在 X 上 每 一 点 都 可 微 ] 
下 述 定理 给 出 了 可 微 函数 与 连续 函数 之 间 进 一 步 的 联系 , 它 可 使 不 少 可 微 


性 命题 的 证 明 更 加 简便 . 

定理 23.11 设 DCR" 为 开 集 ,xoED,f:D 一 R”. 则 了 在 xo 可 微 的 元 要 
条 件 是 .存在 一 个 (nm 行 n 列 的 ) 和 矩阵 函数 FF:D 一 R”, 它 在 xo 连续 (相当 于 它 
的 7 个 列 向 量 责 数 都 在 xo 连续 ) ,并 使 得 


f(x)— f(xo) = F(x)(x— xo),x ED. (8) 
证 ”为 了 证 明 的 需要 ,我 们 把 定义 1 中 的 (3) 式 改写 成 如 下 等 价 形式 , 即 存 

在 D:D 一 R” 使 得 
flx)~f(xo)=A(x—xo)t+ n(x) x- xol, (9) 


lIm n(x)=0. 


现 从 (9) 式 出 发 来 证 明 条 件 的 必要 性 . 当 x 天 xo 时 
flx)— flxo) =f xo)(x — xo) + n(x) | x- xol 


=f (xo)(x X0 ) 十 TT 一 X0) (x 一 X0 ) 
一 (zxo) 十 人 (zx 一 X0) (x 一 x0). (10) 
| XX0 | 


车 令 
Nx) T 
F(x) = 上 Tc 0» YA Xo (11) 
f (xo0) X 二 Xo0. 
、 一 X0) 
因为 。 FPC- Fo)1e= | | < ta, 


而 lim 上 n(x) 上 = 0, 所 以 F(x) 在 xo 连续 .于 是 存在 由 (11) 所 确定 的 哨 数 下 ， 
使 得 (10) 式 符合 定理 条 件 . 


四 ”这 里 上 F(x) -F(xo) | 是 矩阵 的 模 .一般 地 ,矩阵 4 二 (a5)mxa 的 模 ， 可 以 采用 多 种 定义 方式 ， 


> 2 ,这 相当 于 把 4 看 作 mn 维 癌 量 ， 所 以 向 量 模 的 性 质 对 矩阵 模 同 样 成 芯 , 


1 


FF 中 a i ri i tp vi 
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反之 ,者 存在 了 (x) ,在 xo 连续 旦 满足 (8) 式 , 则 有 
f(x) 一 f(xo) = F(xo)(x 一 X0) 十 [F(x) 一 下 (xo)] (zx 一 X0 1) 
F(x) — F(xo) 

|x—xol| 


F 一 下 
n(x) i -X00)， YX 天 xx0， 


=F(xo)(x — xo) + (x— xo)|x—xol. 


x—xol (12) 
0 ， x 三 xo. 
因 下 在 x0 连续 ,可 知 limnm(x) = 0. 所 以 (12) 式 符合 f 在 xo 可 微 的 等 价 条 件 
(9). 而 且 线 性 变换 A 由 和 矩阵 F(xo) 所 确定 , 即 
f (x0) = F(xo0). (13) 
UU 
二 “可 微 函 数 的 性 质 
如 定义 1 那样 ,下 列 定 理 中 的 集合 DCR" 均 设 为 开 集 . 
定理 23.12 设 f,g:D-~R” 是 两 个 在 xoED 可 微 的 函数 ,c 是 任意 实数 . 
则 cj 与 +g 在 xo 也 可 微 , 且 有 
(cf) (x0) = cf (x0),(f +g) (x0) = f (xo) tg (xo). (14) 
证 明 留 作 练习 ， 
定理 23.13 设 f:D>R” 在 x0ED 可 微 ;D’ CR” 亦 为 开 集 ,f(D)CD; 
g:D 一 R"' 在 yo= 了 (xo) 可 微 . 则 复合 函数 有 = g*f:D 一 R’ 在 xo 可 做 , 且 
及 (xo) 一 (g ° f) (xo) 一 g (yo)f (xo). (15) 
证 由 定理 23.11 关于 可 微 的 充 要 条 件 , 存 在 矩阵 疯 数 :DD 一 R” 在 xo 连 
续 ,G :D 一 R™ 在 yo 连 组, 且 满 在 
flx)— f(xo) = F(x)(x—- x0), x ED, 
gl(y) — g(yo) = G(y)(y -yo0), y ED. 
于 是 就 有 
h(x) — h(xo) =g(f(x)) — g(f(xo0)) 
=G(f(x))L f(x) - f(xo0))] 
=G(f(x))F(x)(x — xo) 
= H(x)(x ~ xo), (16) 
其 中 H(x)=G(f(x))F(x). 由 连续 函数 性 质 可 知 , 当 了 ,下 在 xo 连续 ,G 在 
yo = f(xo) 连 续 时 ,H 在 xo 连续 .所 以 ,复合 函数 h = g。 下 所 满足 的 (16) 式 香 合 
定理 23.11 的 条 件 , 即 h 在 xo 可 微 .而 且 由 (13) 式 可 知 了 (xo)= F(x0),g (yo0) 
二 G(yo), 从 而 证 得 
h’ (xo) =H(xo) = G(f(x0))F( xo) 
=G(yo)F(xo) = g (yo)f (xo). 
上 述 公 式 (15) 也 称 为 链 式 法 则 . 


“ Eb ii pp rill OH 
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在 上 述 复合 过 程 中 ,者 令 w=g(y),y=f(x), 当 用 雅 可 比 矩 阵 表 示 复 合 钞 
数 (g。f)(x) 的 导数 的 链 式 法 则 (15) 时 , 则 为 


ul gu Qu . Qul 
9X1 9 zn 9 yl1 9 ym 
ur Ou ur du, 
9Zl 9 Tn X= Xo 9 y1 9 ym y= 
9y1 9 yl] 
2 9 zr 
x | : : . (17) 
gd ym 9 ym 
gt1 On x 二 x 


例 2 设 DCR,f:D 一 RR?,f(D)CD CR’,g:D' 一 R, 则 当 f,g 均 可 微 
时 ,它们 的 复合 函数 h =g。f:D>R( 注 意 ,这 里 h 是 实 值 函 数 ) 依 定理 23.13 在 
D 上 可 微 , 且 有 导数 
h(x)= (g°f) (x)= g (yf (x). 
按 (17) 式 的 写法 , 则 是 


2yX1 2 
a 2 |= [Be | 9Z1 “2 
oz 972] L9y19y2Jl9y, 9y2 
gx] 9 .x2 


[9 2, gu 9 Bu 9p , gu gy 
QOy1 9zl 9y 9zt Iy197T2 932 97T21 
这 个 结果 正 是 第 十 七 章 $2 链 式 法 则 (4). E 
例 3 设 
Ww 二 [f(z,u),g(y,v)] ,uu 二 (X,Y v0),v 一 PT,Y). 
试 计算 w (zy 让 
解 ” 利 用 定理 23.13 的 一 般 方法 来 求解 时 , 须 把 w= [wi,w2] 看 作 以 下 
三 个 变换 的 复合 


(zy)Thr (ziyio)Thr (zyyay 0) Fr (wi1, WwW2) ， 


中 


亦 即 


§2 向 量 函 数 的 微分 


全 
> 
u J(T,y,v) 
这 
= [0 
tw2 g(y,v) 
则 有 
WwW (X,Yy) 
9x 
ox 
9w1 au auwl 9w1| |9y 
dX dy du 9 dr 
aa ama dw 9wz | |9u 
ox dy ou OY OX 
am 
dr 
1 0 
的 0 ff, "| 0 1 
0 By 0 如 pr yy 
0 0 


天 + fpr t 帮 p0。j0 +t py 
gy 十 So 
设 DCR" 是 是 开 集 ,f: D 一 R7 .各 了 在 万 


Bupr 
定理 23.14( 微 分 中 全 不 等 式 ) 


| 
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内 可 微 , 则 对 任何 两 点 a ,bED, 必 存在 点 《=a+0(b 一 a),0<0<1, 使 得 


FCB) -Fe < HF EN Np-al®™. 
p(x)= [f(b) -f(a)) f(x), 


证 令 


(18) 


则 wp 是 D 上 的 一 个 实 值 函数 , 且 满 足 中 值 定理 (定理 17.8) 的 条 件 . 所 以 存在 


E=a+9(b 一 a),0<9<1, 使 得 


op(b)— ola) = 9 (€) (6 -a), 


其 中 


p (€)T =[p, (Epo (€)] 


=[f(b) - f(a)] f (6€). 


由 于 op(b)- oa)=[f(6) -fa) Tf(6)- fla)l= | f(5)- f(a) ll’, 


@ 这 里 的 | 了 (§) 上 是 矩阵 的 模 . 
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因此 又 有 
| 7F(B8) -Fae)12=[FD) -aa)] FE)(D -Ga) 
委 | FFC) -Ga)1 FE)N bo-al. 
由 此 得 不 等 式 (18). 口 
三 ” 黑 赛 矩 阵 与 极 值 
在 讨论 高 阶 导 数 时 ,这 里 只 限于 考察 两 种 情形 :一 元 回 量 曙 数 的 高 阶 寻 数 和 
多 元 实 值 函数 的 二 阶 寻 数 . 
对 于 一 元 向 量 画 数 x: I>R” ,TCR , 印 
TX! = Tif) Tn = Xn(t), tt ET. 
只 要 zt (12),i=1,2,…,n 存在 , 按 向 量 函数 的 导数 定义 ,x 的 & 阶 导 数 
x (2)= [re) ,cA (2) IT. 
对 于 nn 元 实 值 函 数 f:D 一 R, DCR” 为 开 集 ,如 果 了 在 DD 可 微 , 则 由 
Fo = [其 …, 芝 | 
确定 了 f 的 导 函 数 广 :也 ->R"* , 它 是 一 个 向 量 函 数 ( 即 f 的 梯度 向 量 轴 数 ). 如 人 
广 还 在 D( 或 卫 内 某 一 点 ) 上 可 微 , 则 称 f 在 DD( 或 D 内 某 一 点 ) 上 二 阶 可 微 ,并 
定义 ( 广 ) 并 的 导数 为 f 的 二 阶 导数 , 记 作 (x) 或 D“f(x). 由 公式 (7) 得 


9 六 9T19 Tn 
f(x) = : (19 ) 
35 
元 9z 


此 和 矩阵 又 称 为 函数 太 的 黑 赛 矩阵 , 当 f 的 二 阶 混合 偏 导 数 连续 时 , 它 是 一 个 对 
称 阵 . 
这 时 f 在 xo 的 二 阶 泰勒 公式 可 简单 地 写成 
f(x) = f(xo) 十 f(xo)(x 一 X0) 十 F(x 一 x0) 矿 (xo)tx — Xx0) + 


o( | x 一 x0 | ) (20) 

利用 它 还 能 把 第 十 七 章 里 对 二 元 极 值 问题 的 讨论 引 向 更 一 般 的 形式 . 

为 此 我 们 把 定理 17.10 和 定理 17.11 中 的 二 维 极 值 点 改 为 n 维 极 值 感 , 即 
得 以 下 相应 结论 (详细 证 明 从 上 略 ). 

定理 23,15( 极 值 必 要 条 件 ) 设 DCR" 为 开 集 , 实 值 函 数 f:D 一 R 和 在 x0 
ED 可 微 , 且 取 极 值 , 则 

(i) xo 必 为 了 的 稳定 点 , 即 (xo) 二 0; 

(i) 又 若 f 在 xo 的 某 邻 域 U(xzo)CD 存在 连续 二 阶 偏 导数 , 则 当 f(xo) 为 


dr ri di i Tr 
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极 小 值 时 , 太 在 xo 的 黑 赛 惩 阵 (x0) 为 正定 或 正 半 定 ; 当 f(xo) 为 极 大 值 时 ,了 
在 xu 的 海 赛 窍 阵 f(xo) 为 负 定 或 贷 半 定 ， 

此 定理 的 直接 推论 是 ; 若 f 在 xo 的 黑 赛 和 矩阵 广 (xo) 为 不 定时 , 则 在 xo 不 
取 极 值 . 

定理 23.16( 极 值 充分 条 件 ) ”上述 函数 f 铬 在 U(xo)CD 存在 连续 二 阶 侦 
导数 , 且 广 (xo)=0, 则 当 六 (xo) 为 正定 ( 负 定 ) 时 ,了 在 xo 取 严 格 极 小 ( 极 大 ) 值 . 

例 4 试 讨论 二 次 晒 数 

f(x) = xTAx + bix+c (21) 


的 极 值 .其 中 x ER” 为 变量 ,4 为 n Xn 对 称 阵 ,b 为 n X1 向 量 ,c 为 实数 . 
解 ” 由 方程 
f(x)=x'A+b =0 
求 得 了 的 稳定 点 xo= 一 和 A-1b( 这 里 设 4 可 逆 ). 再 求 得 f 的 黑 赛 算 阵 
f(x)=A 
便 可 知道 当 A 为 正定 时 f(xo) 为 极 小 值 ; A 为 负 定 时 f(xo) 为 极 大 值 .可 以 验证 
f(xo) 为 f 的 最 小 值 和 最 大 值 ,其 值 为 


f(xo) = 放 (A-1b)TA(A-1b) pT(A-lbp)+e 


biA lip-biAib+c 


1 
“2 
一 一 TprA-ip +c 

7 


当 A 为 不 定 阵 时 , 求 得 的 稳定 点 xo 相当 于 一 个 鞍点 ,这 时 xo 不 是 了 的 极 
值 点 . 0 


习 起 


1. 证 明定 理 23.12. 
2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) Fa ap)=(nsinm(n-aa)2223)7 求 六 (ziza) 和 大 (0 至) 
(2) f(z1sz2s 73) = (Tt + x2, rT2en 3) , 求 (zx1, 2X2,73) 和 f(1,0,1). 
3, 设 DCRn 为 开 集 ,f,g:D->R” 均 为 可 微 函 数 .证 明 : 广 g 也 是 可 微量 数 ,而 且 
(fig) = eg +gf. 
4. 设 畏 数 f,g,h,s,t 的 定义 如 下 : 
(zlyzaz) = zl 一 x2,8(X) = (sin z,cos x)T,h(zi, rT2) = (X172, 72 一 X1) ， 


工 
s(x1, XT2) 一 (z1, 2 ，Z; 十 4)T ,txi, X2, 3 一 (ziZ2Z3，T1 十 ZX2 十 x3) 


TT TE rr a 


322 "第 二 十 三 章 ” 流 形 上 微 积分 学 初 阶 


试 依 链 式 法 则 求 下 列 复合 函数 的 导数 . 

(1) (frg); (2)(g8°f); (3) (heh)’; 

(4) (s°h); (5)(t°s); (6) (s°f). 

5. 设 w=f(z,y),v= 二 g(X,yyU) ,ww 二 h(xz,w,v), 应 用 链 式 法 则 计算 w (zx,y). 

6. 设 DCR” 为 开 域 ,f: DR” 为 可 微 冰 数 .利用 定理 23.14 证 明 . 

(1) 者 在 D 上 (x) 便 为 0 矩阵 ( 零 窍 阵 ), 则 xz) 为 名 回 量 晒 数 ; 

(2) 铬 在 D 上 后 (x) 三 c( 常 数 阵 ), 则 f(x)=cx+b,x€D,bER”. 

7. 设 f:R" 一 R” 为 可 微 函数 , 试 求 分 别 满足 以 下 条 件 的 函数 f(x): 

(1) F(x) 三 I( 单 位 阵 ); 

(2) (x)=diag(g; (zi)), 即 以 gp1(zx1), 92(X2)，…, 9n (zn) 为 主 对 角 线 元 的 对 角 阵 ， 
x=(r1, ,Xn) |. 

8. 求 下 列 函 数 上 的 黑 赛 矩 阵 ,并 根据 例 4 的 结果 判断 该 函数 的 极 值 点 : 

(1) f(x)= zzz +2rI+ x — rT2r3+ TI + 3 — x3; 


(2) f(x) 一 —z1 + 4X1X2 my, 2z5 十 4Z4 一 0X2T3 + Oxi1T3. 


9. 设 f,g,h,s,t 为 第 4 题 中 的 五 个 消 数 . 

(1) 试问 ; 除 第 4 题 6 个 小 题 中 的 两 个 函数 的 复合 外 ,还 有 哪些 两 个 函数 可 以 进行 复合 ， 
并 求 这 些 复合 函数 的 导数 ; 

(2) 求 下 列 复 合 函 数 的 导数 : 

(i) (g°f°h); (i) (setes). 

10. 设 DCRz 为 开 集 ,f:DR” 在 xoED 可 微 . 试 证 明 .(1) 任 给 e >0, 存 在 6>>0, 当 
xEU(xo;6) 时 ,有 

| fCx) ~ f(xo) | (| fF (xo) | +e)llx—-xol; 
(2) 存在 5>0,K>0, 当 xEU(xo;6) 时 ,有 
| fx) -flxo)| KI x- xol. 

(这 称 为 在 可 微 点 邻 域内 满足 局 部 利 普 希 兹 条 件 . ) 

11. 设 DCR" 是 凸 开 集 ,g:D->R” 是 可 微 函数 , 且 满 足 :对 任何 xE€D 和 任何 非 零 的 
hER", 恒 有 

hig (x)h > 0. 

试 证 明 g 在 也 土 是 一 一 喘 射 . (提示 ;车 g(x1)= g(x2), x1, xX2 ED; 令 h= xx 一 X1 天 0， 
Frx)=[g(xz)-8gxzi)]Ii; 对 了 应 用 中 值 定 理 .) 

12. 设 p;R->R 二 阶 可 导 , 且 有 稳定 点 ;f:R">R, 且 f(x)= p(a'x),axrER"，a 天 0 

(1) 试 求 f 的 所 有 稳定 点 ; 

(2) 证 明 f 的 所 有 稳定 点 都 是 退化 的 , 即 在 这 些 稳 定点 处 ,f“(x) 是 退化 矩阵 ( 即 在 稳定 


点 处 det f(x)=0%). 


QD 若 4 为 方 阵 , 则 记号 det 4 表示 有 A 的 行列 式 ， 
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$3 ”上 反 电 数 定理 和 隐 立 数 定理 


在 第 十 八 章 里 ,我 们 对 隐 函 数 定理 和 反 函 数 定 理 的 基本 形式 作 了 比较 详细 
的 讨论 . 这 里 要 在 更 一 般 的 形式 上 来 宛 成 对 这 两 个 定理 的 儿 述 和 论证 ， 

一 ， 反 范 数 定理 

考虑 定义 在 开 集 DCR”* 上 的 向 量 函 数 

也 一 及. 

如 果 向 量 函数 f 是 一 一 映射 . 即 不 仅 对 每 一 个 xED 只 有 一 个 y€ R” 与 之 对 
应 , 且 对 每 一 个 y Ef(D) 也 只 有 惟一 确定 的 xED ,使 得 f(x)=y. 于 是 由 后 者 
能 确定 一 个 定义 在 f(D) 上 的 函数 , 记 为 


f°:f(D)—D, 
称 它 为 函数 的 反 函 数 .函数 『 及 其 反 函 数 1 显然 满足 
(f 1°» f(x)= x,x ED, (1) 
(f° fy) = y,y € f(D). (2) 


定理 23.17( 反 函数 定理 ) 设 DCR” 是 开 集 ,函数 f:D 一 R” 满足 以 下 条 
件 : 
(i) 在 D 上 可 微 , 且 了 连 续 ; 
(ii) 存在 xoED ,使 detf (xo0) 关 0， 
则 存在 邻 域 U= U(xo)CD 使 得 
1” f 在 U 上 是 一 一 映射 ,从 而 存在 反 晴 数 f ': VU, 其 中 V=f 了 (UD) 在 
开 集 ; 
2”f-! 在 V 上 存在 连续 导数 (f “") , 且 
(Fy)= (rz)) x= (y,yEV. (3) 
证 1) 将 函数 了 变换 为 定义 在 零点 邻 域内 的 顺 数 . 
设 工 = 产 (xo), 由 (iD(i) 存 在 点 xo 的 邻 域 WCD ,使 得 (x) 在 WW 内 非 
零 . 在 WW-xo= {x 一 x0|zE WI 上 定义 也 数 
F(x) = T-i{f(xo + x) — f(xo)], xXEW-— xo. (4) 
记 W-xo 为 Wi;, 即 有 
OE€ Wi, F(0) =0, F (0)= 1, 
这 里 I 是 单位 阵 ,而 且 下 在 Wl 上 可 微 ,F 连续 ,对 所 有 xE Wi,F xz) 天 0 
2) 证 明 存 在 邻 域 WW; 忆 Wi ,使 得 下 在 W， 上 是 一 一 映射 
设 p(x)=x- F(x), xE€E Wi, (5) 
则 pg (0)=0.， 取 定 0<a<1, 由 9 (x) 的 连续 性 ,存在 中 心 在 原点 的 开 球 W， 


ET Tit tt ee te ee Pp Ht Eu 
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CWiI ,使 得 对 X 和 W, 


| (x)| <a. (6) 
应 用 定理 23.14 微分 中 值 不 等 式 , 我 们 有 
ox) or) alx -x |, x ,x € WW. 
由 (5) 及 三 角 不 等 式 可 以 推出 
F(x )— F(x )| 守 (1 -a)|x -x 1， (7) 


所 以 下 在 W, 内 是 一 一 映射 . 若 定 义 下 的 反 函 数 H:F(W,) 一 Wi， 
H(F(x))=x, xE€ W,. 
由 (7) , 即 有 HH 是 连续 的 . 
3) 证 明 F(W,) 必 (1 一 a)W;,U = H(V) 是 开 集 ,其 中 V=(1--a)W;. 
任 取 yE€E (1 一 a)W,, 对 任何 n 之 1, 应 用 迭代 法 构造 xo,…, x, 使 得 xo= 


0,x;i=y+ GX-1), Xi-1€ W2, 
| x; — x;_1 | <a | yl, 1 友 1 志 nn. (8) 


于 是 有 
ol ON-xal < Dlyl < 天 二 |， 
i=1 i=1 
即 xX, W ，， 


Xn+1 二 + OXn )， (9) 
x x = or) — px) | Ral zr, - zn-1l, 
所 以 将 n 换 成 n+1 时 归纳 法 假设 也 成 立 . 


由 于 x<1 ,因此 {x | 是 R" 中 的 柯 西 列 , 于 是 有 xxE W2. 由 (5)(9) 令 n 
>00, 即 有 F(x)=y. 设 V=(1-a)W,, 于 是 有 U=F'(V). 因 为 连续 ,而 
开 集 的 原 象 是 开 集 ,所 以 U 是 开 集 . 

4) 若 y€EV,x=H(y), 则 H(y)=F (x) . 

议 yEV，,y+K 大 ET 天 0,x= 百 (7),z+ 下 = 在 ( 了 + 天 )，S= 下 (xz) 于 
是 有 

H(y+k) - H(y)— S™k 
=h—S-ik 
= S-1(Sh 一 无 ) 
=-— Sl[F(x+h)- F(x)— Shj. 
由 (7) (1—a)llal 志 | x, 


一 
因此 IH(y+k) E20 S-1k| 


F(x)— Sh 
< sl Es (10) 


，:. En da 
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当 k 一 0 时 ,h->0, 即 有 (10) 式 右边 趋 于 零 ,因此 
H(y)= F (x). 
5) H'(x) 在 V 内 连续 . 
我 们 有 下 述 不 等 式 : 
IH(y+k)-H(y)| 
[F(x+h)] -LF (x) | 
[F(x+hT i F(x+h)- F(x)| [F(x)] lH. 011) 
由 F 的 连续 性 , 当 | 天 站 充分 小 时 


FCGx+h) -Fr)) :F(x <3. 


由 (11) ,可 以 得 到 
| [F(x + 大) 下 委 21 BF (Cx), 
于 是 IH(y+k)-H(y)| 
<20[F (x) NF (x+h)-F (x)|. 


由 F" 的 连续 性 , 即 有 五 的 连续 性 . 0D 
例 1 记 w=(z,y,z)',p=(r,90,g9) , 求 函数 
w = f(p) = (rsin 0 cos 9,rsin Osin 9 ,reos 0) (12) 
的 反 肾 数 的 如 数 . 
解 由 公式 (3) 
(ff) (w)= [LFp) 
sin gcos mp rcos gcos p 一 rsin bsin pg1 


= |sin 0sin P rcos gsin P rsindcos 9 


cos 1 —rsing 0 
r’sin Ocos 9 risinOsin 9 rr’sin bcos 0 
= 一 rsin Ocos 0cos wm rsin bcos bsinPp 一 rsin’0 
— rsing reos 9 0 


sin gcos mw sinOsing coso 


cos bcos 9 cos bsin 9 sing 


一 7 y r (rsin 6 天 0). 
_ sing COS 9 0 
rSin 总 ry siInd 


若 用 w=f(p) 代 入 上 式 后 则 得 
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并 2 之 
rr rr rr 
(f°1) (w) | < 人 之 2 Vx +y (13) 
rrVrt+y < rx 十 vy < 
>» x 0 
1 
(x+y 关 0), 其 中 r=[x*+y +z”]j2. 品 


注意 ”并 不 是 每 一 个 函数 的 反 范 数 都 能 象 上 述 那样 经 代 人 后 得 到 (13) 式 . 
这 是 因为 所 存在 的 反 函 数 (即使 它 可 导 ) 并 不 都 能 由 它 的 上 自 变 量 用 显 式 来 表示 ， 
二 ” 隐 函 数 定理 
设 XCR”,YCR”,0=XXYCR"'”",F;( 人 2 一 R” .考察 向 量 隐 数 方 程 
F(x,y) = 0, xEX,yE€EY. (14) 
如 果 存 在 向 量 函数 f. UY(UCX), 当 用 f(x),xEU 去 替换 方程 (14) 中 的 
y 时 ,能 使 (14) 变 成 恒等式 
F(x,f(x))=0,x € UU, (15) 
这 时 我 们 称 函 数 f 是 由 方程 (14) 所 确定 的 定义 在 U 上 的 隐 霄 数 . 
用 以 前 (第 十 八 章 ) 的 话 来 说 ,方程 (14) 是 一 组 含有 z + m 个 变 元 的 mm 个 方 
程 ;而 y= f(x) 则 是 (14) 的 “ 解 ”, 即 由 (14) 所 确定 的 隐隐 数组 . 
出 于 叙述 定理 的 需要 ,我 们 引入 向 量 函 数 关 于 一 部 分 变 元 的 偏 导 数 符号 :对 
上 述 函 数 下, 当 固定 y€ Y 时 , 它 关 于 x 的 偏 导 数 记 为 


Fi(xyy) 或 DF(x,y) (为 m xn 短 阵 ).、 (16) 
当 固 定 xEX 时 , 它 关 于 y 的 偏 导 数 记 为 
E(x,y) 或 D,F(x,y) (为 m xm 和 矩阵) (17) 


定理 23. 18( 隐 函数 定理 ) 设 XCR",YCR" 都 是 开 集 ,人 2 =XxXYC 
R"+”™( 亦 为 开 集 ),F: 0 一 R” .如 果 下 满足 下 列 条 件 : 

(i) 存在 xoEX, yoE Y ,使 得 F(xo,y0)=0; 

(ii) FF 在 0 上 可 微 , 且 FF 连续 ; 

(iii) detF, (xo,y0)A0, 
则 存在 点 xo 的 ” 维 邻 域 U= U(xo)CX 和 点 yo 的 m 维 邻 域 V=V(yo)CY， 
使 得 在 点 (xo,y0) 的 n+ m 维 邻 域 WW= UX VCQ 内 ,由 方程 (14) 惟 一 地 确 害 
了 隐 函 数 f: U->V, 它 满足 

1” yo= f(xo0); 

2 当 xEU 时 (x,f(x))E€W, 具 有 恒等式 (15), 即 
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F(x,f(x))=0; 
3”f 在 UU 内 存在 连续 偏 导 数 广 , 且 
f(x) =-—[F(x,y)] F(x,y), (x,y)E W. (18) 
证 ”定义 函数 G:0 一 R”" xR”， 
Glx,y) = (x, F(x,y)), 
即 有 detG (xo, y0) = detF ,(xo, y0)A0, 
G(xo,y0)= (xo, F(xo, y0))= (xo,0). 
应 用 定理 23.17 ,存在 R” XR” 中 包含 (xo,0) 的 开 集 UXV ,UCR”,V 
CR” 和 R”"XR” 中 包含 (xo, yo0) 的 开 集 UXV,U CR”,VCR” 使 得 G: 
U x V>UXV 具有 可 微 反 晒 数 


H:.UxXV—U xV. (19) 
因为 G(x,y)= (x,F《(x,y)), 所 以 HH 也 具有 类 似 形 式 
H(x,y) = (x,k(x,y)), (20) 


其 中 A(x,y) 是 从 UXV 到 V 的 可 微 向 量 隐 数 . 
定义 映射 ”x:R”* XR”>R”， 
n(x,y) = y. (21) 
由 于 x*G=F, 于 是 
F(xsk(x,y))= F°- H(x,y) = (rx° G)° H(x,y) 
= x° (G° H)(x,y) = r(x,y) = y, 
因此 F(x,k(x,0))=0. 
若 定义 f(x)=k(x,0), 即 有 xEU,f(x)EV， 
F(x,f(x)) = 0,yo = f(xo). 
为 了 证 明 结 论 3 ,引入 向 量 增 量 符号 
Af = f(x +Ax)— f(x), x,x+AxrE€E U. 


于 是 有 
F(x + Ax,f(x +Ax))— F(x,f(x)) 
= F(x+Ax,f(x) + Af)— F(x,f(x)) = 0. (22) 
把 它 的 各 分 量 式 写 成 微分 中 值 公 式 : 


F(x + Ax,f(x)+ Ap) — F(x, f(x)) 


ngF. 
= > oi + OAx,f(x) + 0Af)Az: + 
1 9 


3 元 r+O0Ax,f(x) + OAf)Af = 0 (23) 


j=1 
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从 这 些 方程 首先 可 证 明 f 对 zx 的 偏 导 数 存 在 (7 ==1,2,…,m;=1,2,…,n)， 
这 些 俩 导数 可 由 AF/Azs 的 极限 (Ax, 一 0,Axi 三 "二 Ar,-.1 = ATzkg+l 三 … 王 
Ax, 一 0) 而 求 得 ,其 中 间 过 程 为 (这 里 用 到 Af->0, 即 f 的 连续 性 ) 


mi 


2 


7=1 


3 (x f(x) 3 ~ r(x, f(x)) (24) 


(i = 1,2,… ,mi:k = 1,2,.…,n). 
把 这 mx Xn 个 式 子 列 成 矩阵 式 , 即 为 
F(x,y)f (x) =— F(x,y), y= f(x), (x,y)EUXV. 
由 于 在 U 内 可 道 , 从 而 立即 就 可 解 出 (x) 如 (18) 式 所 示 , 且 由 条 件 ( 记 ) 推 得 
广 (x) 在 U 上 是 连续 的 . 0 
在 定理 23.18 中 , 当 n=m=1 和 n= m=2 时 可 分 别 得 到 定理 18.1,18.2 
和 定理 18.4 的 结果 ,只 是 定理 23. 18 所 给 的 条 件 更 一 般 些 ,这 是 为 了 证 明 上 的 
简便 . 
例 2 设 0QCRi,F,G:0>R. 若 向 量 五 = (下 ,G) 在 点 (zo,wo) EN( 其 
中 zo = (xo, yo0)' ,wo = (wo, vo )!) 的 某 邻 域内 满足 定理 23. 18 的 条 件 , 且 
detH, (zo ,wo) 关 0, 则 方程 
H(zxz,y,u,v)=0 
在 点 zo 的 某 邻 域内 能 确定 一 个 可 微 的 隐 范 数 w= f(z), 并 由 公式 (18) 求 得 它 
的 导数 
f(z)=-[H,(z,w)] H(z,w). 
现 按 人 2 公式 (7), 上 式 可 详细 地 写作 


9u 9u aF 9F| I9F 9F 
f(z) OZ dy du dv 097 dy 
“av al IaG 96G| |aG 3G 
ar dy du qv AT 9y 

3G _9F][aF 3F 


1 | ov QAvw | idor 9y 
J| aG aF|laG 36G 
du dullar ay 
9(F,G) a(F,G) 
119(z,v) 9(y,v) 
J Ia(F,G) 2a(F,G)|’ 


3a(zx,Zz) 9(u,y) 


这 里 J = SEC，. 这 个 结果 正 是 第 十 八 章 8 2 公式 (5) 
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三 ” 拉 格 朗 日 乘 数 法 

条 件 极 值 问 题 在 第 十 八 章 $4 中 进行 过 初步 的 讨论 .现在 证 明 高 维 情 况 下 
的 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 

设 DCR" 是 开 集 , f:D 一 R,9:D>R”",n = m+ 二 +r, 并 攻 用 行 同 量 记 x= 
(Zi = (TI TT Tm) = (2) ,IER' ,zzER”™.M 在 讨论 
在 条 件 

p(x) = p(y,z)=0 (25) 
限制 下 , 求 函 数 f(x)= f(y,z) 的 极 值 .对 于 这 个 条 件 极 值 问 题 , 它 的 拉 格 天 日 
昂 数 为 
L(x,4)= L(y,z,4) = f(y,z)+ A 9(y,z), (26) 
其 中 1= (41,…,4m)! 为 拉 格 朗 日 乘 数 向 量 .于 是 定理 18.6 的 网 量 形式 是 : 
定理 23.19 对 以 上 所 设 的 范 数 f,q 各 满足 条 件 : 

(i) f,9 在 D 内 有 连续 导数 ，; 

(ii) g(x0)= p(y0,z0) =0; 

(ii) rank®’ (xo) =rank[ 9; (yo0,z0), 9 (y0,70)] = mY; 

(iv) xo=(y,zo) 是 f 在 条 件 (25) 下 的 条 件 极 值 上 ， 

则 存在 AvE R” ,使 得 (xo,Ao) 是 (26) 式 所 设 渔 数 工 的 稳定 点 即 满 在 


L’(xo,A0o) = [L(xo,Ao) + Li(xo,A0o)| = 0. (27) 
但 因 工 , (xo,Ao)=[9(xo)]'=0( 条 件 (ii)), 故 (27) 式 等 同 于 
L,(xo,A0) = f (x0o) +409 (xo) = 0. (28) 
证 ”为 简单 起 见 ,不 妨 设 由 条 件 (iii) 有 
detgpc(yo,zo) 天 0， (29) 


于 是 条 件 (i) , (ii) 连 同 (29) 满 足 定理 23.18. 故 由 方程 (25) 确 定 了 惟一 的 隐 函 数 
z = g(y), (y,z) € U(yo) Xx U(z0o) CD, 
使 得 
zo = g(yo);p(y,8(y)) 0,y € U( yo) 
且 g 在 U(yo) 存 在 连续 导数 .于 是 由 复合 函数 求 导 法 则 得 到 
9,(yo,zo) + .Cy0,70)8 (yo) = 0. (30) 
另 一 方面 ,因为 (yo,zo) 是 f 的 条 件 极 值 点 ,所 以 yo 是 h(y)= f(y,g(y)) 


的 极 值 点 .于 是 有 
f(y0,z0) 十 f.(yo0,z0)g (yo0) = 0. (31) 


”rankA 表示 矩阵 4 的 秩 . 
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取 AoE R” 为 下 列 方程 的 解 ; 
f(y0,z0) + Aj p(y0,z0) = 0. (32) 
由 于 条 件 (29) ,上 述 方程 的 解 是 存在 的 . 最 后 ,以 AG 乘 (30) 式 ,用 (32) 代 人 ,并 
与 (31) 式 相 加 ,得 到 | 
户 (yo,zo) + 409 70,zo) = 0. 
把 它 与 (32) 式 合 起 来 , 便 是 所 要 证 明 的 (28) 式 . 品 


习 起 
1. 设 方程 组 


TT-y+2z+wu = 0， 
2T.+2y— 3z+2u = 0, 
证 明 :除了 不 能 把 z,y,z 用 4 惟一 表 出 外 ,其 他 任何 三 个 变量 都 能 用 第 四 个 变量 惟一 表 出 ， 
2. 应 用 隐 函数 求 导 公式 (18), 求 由 方程 组 
X= US Vy = USIN VsZ 三 也 
所 确定 的 隐 范 数 ( 其 中 之 一 )z= zx(z,y) 的 所 有 二 阶 偏 导数. 
3. 设 方程 组 


| 


u = f(r- uvyy — oz ~ UV), 
g(r,y,2) = 0. 
试问 . (1) 在 什么 条 件 下 ,能 确定 以 xz,y,v 为 自 变量 ,wu ,z 为 因 变 量 的 隐 函 数组 ? 
(2) 能 否 确 定 以 zx,y,z 为 自 变 量 ,x,v 为 因 变 量 的 隐隐 数 组; 
iidU gt ou 
4. 设 f(x,y)= [ercos y,ezsin y] . 
(1) 证 明 : 当 (z,y)ER2 时 ,detFr(z,y) 天 0, 但 在 R 上 了 不 是 一 一 映射 
(2) 证 明 :f 在 DD={(zx,y)10< 之 y<2x| 上 是 一 一 映射 ,并 求 (f7') (0,e). 
5 利用 反 函 数 的 导数 公式 ,计算 下 列 函数 反 函 数 的 篇 导 数 :3 ,3z ,2 之, 


(1) (u,v)!= (ee 宇 ,rsin 卫 ) 


a 
(2) (u,v)'=(e*+ xsin yer — rcOsy). 
6. 设 n>2,DCR" 为 开 集 ,p,y:D 一 R,f:D>R’ 且 
f(x) = [p(x), g(x)p(x)) ,x ED. 
证 明 :在 满足 f(xo) =0 的 点 xo 处 ,rankf (xo)<<2. 但 是 由 方程 f(x)=0 仍 可 能 在 点 xo 的 
邻 域内 确定 隐 函 数 g:E>R?,ECR”“. 
7. 设 DCR”,f:D>R", 而 且 适 合 
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(i) f 在 D 上 可 微 , 且 f 连续 ; 

(ii) 当 xED 时 ,detf (x) 顽 0， 
则 f(D) 是 开 集 . 

8. 设 了 ,ECR" 都 是 开 集 ,f:D>EE 与 1 1:E>DD 互 为 反 酒 数 .证 明 ; 若 ff 在 x€ED 可 
微 ,f :在 y= f(x)EE 可 微 , 则 (x) 与 (f 71) (yy) 为 互 逆 和 矩阵 . (可 望 和 一 个 比 定理 23.17 
更 为 简单 的 证 明 . ) 

9. 对 n 次 多 项 式 进行 因 式 分 解 

P(r)= zr"+ a,_17" 1 + ++ao = (rr)(r—r,). 
从 某 种 意义 上 说 ,这 也 是 一 个 反 函 数 问题 . 因为 多 项 式 的 每 个 系数 都 是 它 的 x 个 根 的 已 知 
函数 , 即 


Gi 一 ai(ris"s Tn), 1 二 0,1,..,n —1. (33) 
而 我 们 感 兴 趣 的 是 要 求 得 到 用 系数 表示 的 根 , 即 
7 一 ri (coyal ,Qn 1) 一 1,2,.…* ,1. (34) 


试 对 n=2 与 n=3 两 种 情形 ,证明 ; 当 方程 P (z)=0 无 重 根 时 ,函数 组 (33) 存 在 反 曙 数组 
(34). 
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一 ”从 定 积分 和 二 重 积分 变换 公式 谈 起 
在 用 变量 替换 方法 计算 定 积分 时 ,我 们 有 如 下 公式 : 


[rz)dz = fC9(e) (td (1) 


这 里 dz 可 看 到 z= p(t) 的 微分 ,而 定 积分 可 看 作 变量 变换 x = p(i) 条 件 下 币 
分 形式 的 积分 . 
二 重 积 分 的 一 般 变量 变换 公式 为 
(x,y)drey = je y(u, v)) 
其 中 变换 = XrX(u,v),y = (za 把 uv 平面 上 区 域 DD 一 "让 换 为 平面 
上 区 域 D ,面积 元 素 dzdy 在 上 述 变换 下 , 按 下 述 公式 计算 


a(x,y) 
= | 一 一 一 一 . 3 
dzrdy Ps dudwvw (3) 


Eras 2 dudv, (2) 


我 们 有 


_ gx, az 
dX = jr du + Fodv, 


_ 9 ,9 
dy = gwd 十 了 42， 
但 是 将 dz 与 dy 作 普 通 乘 法 得 不 到 公式 (3). 是 否 可 定义 某 种 微分 的 乘积 ,使 得 
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上 述 变换 公式 显得 更 为 自然 . 

二 ”向量 的 外 积 及 它 与 相应 行列 式 的 关系 

对 R" 中 z 个 向 量 wl ,vw ,…,v, ,定义 外 积 

(olyzo UV vA v2 人 A 人 Av ER, (4) 

要 求 它 具有 下 列 性 质 : 

(i) 乘法 线性 : 按 每 个 变量 都 是 线性 的 . 

(ii) 反 交 错 性 : 苦 有 某 对 :7 使 w = wv;(i 关 让, 则 vi 人 v2 人 …A 人 w= 二 0; 寿 在 
外 积 中 交换 两 个 向 量 的 位 置 , 则 外 积 改 变 符号 : 

vi AAvAAvAAv, 
=~-vA" AvAAvA A vv,. 
(iii) 规范 性 :el 人 AeA…A 人 e,=1, 其 中 ie 是 R" 中 标准 基 . 


右 Vi = aiel1t "+t Qinen, 
我 们 将 证 明 vi 人 v2 人 … 人 vw 即 为 矩阵 (oa ) 的 行列 式 . 
事实 上 ， 


vi A A v= (ailel+ al2ez 十 人 二 Glen 人 入 


人 (anle!l + an2e2 十 十 amen) 


一 > ,al (Der MN 人 ~ 人 Cn,r(n) er(n) 


一 jar(D) an,r(n)er, 人 人 Cr(n), 
其 中 工 是 (1,2,…,n) 的 置换 , 求 和 是 在 所 有 置换 上 进行 的 .由 于 肥 交 错 性 
ell) A er2) A *** NM ern) = el(rt)er1 A er N***A en = elr), 
当 r 为 偶 置 换 时 se(r)=1, 当 = 为 奇 置换 时 se(r)= 一 1, 于 是 有 


U] 人 Z 7 人 机 人 Un 一 det( as; ). ($5) 
三 ”外 积 与 微分 形式 
本 节 在 已 有 微分 的 加 法 和 数 乘 运 算 之 外 ,再 定义 微分 之 间 的 乘法 运算 , 称 为 


外 积 . 

在 三 维 空间 中 dx ,dy, dz 可 看 作 此 空间 中 向 量 中 , 依 上 节 可 定义 外 积 ,如 
dz 与 dy 的 外 积 记 为 dz 和信 dy. 

我 们 称 三 维 空间 中 自 变 量 微分 dz ,dy,dz 为 基本 一 次 微分 形式 ,两 个 基本 
一 次 微分 形式 的 外 积 dz 人 Ady,dyA 人 dz ,dz 人 dz 称 为 是 基本 二 次 微分 形式 ,它们 
满足 以 下 运算 律 . 

1” k(dxAdy)=kdzAdy( 其 中 为 实数 ); 


Q@ 在 微分 几何 中 坐标 变量 的 微分 可 看 作 余 切 空间 的 基 问 量 . 
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2” dzA(dy+dz)=dzAdy+dzAdz( 磁 法 关于 加 法 的 分 配 律 ) ; 
3” drzAdy= -dyA 人 dz( 反 交换 律 ); 
4 drA 人 dz=dyAdy=dzAdz=0. 
三 个 基本 一 次 微分 形式 的 连 乘 外 积 dx 人 dy A dz , 称 为 基本 三 次 微分 形式 ， 
并 满足 以 下 结合 律 , 即 
Ss” drA(dyAdz)= (dz Ady)A dz. 
根据 上 述 运算 律 可 推 得 如 下 性 质 : 
(i) 任何 三 个 不 同 的 基本 一 次 微分 形式 连 乘 外 积 有 两 种 情况 : 
(a) 运用 反 交 换 律 偶数 次 后 , 连 乘 外 积 按 顺 序 dz ,dy,dz 排列 , 则 原来 连 乘 
外 积 等 于 dz 人 AdyAdz. 
(b) 运用 反 交 换 律 奇数 次 后 , 连 乘 外 积 按 顺 序 dz ,dy ,dz 排列 , 则 原来 的 连 
乘 外 积 与 dz 和 Ady A dz 相差 一 个 符号 . 
(ii) 在 三 个 基本 一 次 微分 形式 连 乘 外 积 中 若 有 两 个 相同 , 则 其 值 为 零 . 
(十 ) 在 三 维 空间 中 三 个 以 上 基本 一 次 微分 形式 的 连 滋 外 积 都 等 于 零 , 因 为 
其 中 至 少 有 一 个 基本 一 次 微分 形式 要 重复 出 现 一 次 ， 
从 几何 意义 上 说 ,三 维 空间 中 的 基本 一 次 微分 形式 dz ,dy ,dz 可 理解 为 空 
闻 中 有 向 线段 微分 ,基本 二 次 微分 形式 dz 人 dy,dyA 人 dz,dzA 人 dz 则 是 有 历 面 积 
微 元 ,而 基本 三 次 微分 形式 dz AdyAdz 则 是 有 向 体积 微 元 ,它们 与 过 去 积分 学 
中 dr ,drdy 和 dzdydz 的 差别 ,在 于 新 定义 的 微 元 有 正 ,有 负 ,而 且 与 微 元 的 定 
向 有 关 . 
设 下 ,P,Q,R 为 三 维 空间 中 的 函数 ,下 列 各 式 ，; 
w = 下 ， 
出 = Pdz + Qdy + Rdz， 
久 = Pdr Ady+Qdz A dr+ Rdzr 人 dy， 
w= Fdr 人 dy Adz 
分 别称 为 三 维 空间 中 零 次 .一 次 、 二 次 三 次 微分 形式 . 
按照 外 积 的 运算 律 和 性 质 , 可 对 微分 形式 进行 外 积 运算 ,如 
由 人 A 友 = (Pidzx + Qidy + Ridz) A (Pzdz + Q2dy + R2dz) 
= PiPsdr A dx + PiQsdzx A dy + PiR2dz NM dz+ 
QiP;dy 和 人 dz + QiQzdy A dy + QiR2dy 人 dz + 
RiP2dz A dz +RiQ2dz A dy + RiR2dz 人 dz 
= PiQ2dz Ady- QiPzdzx A dy + QiRzdy AM dz — 
RiQsdy A dz + RiPsdz A dz — PiR2dz 人 dx 
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Pi 
PP Q&; 


Q1 
QQ 下 : 


dz Ady+ ‘|ay A dz+ 


1 
dz A dz. 
R, PC 


同 理 可 证 
wi A = (Pidz + Qidy + Ridz) A 
(Pydy A dz + Qodz A dz + Radx 人 dy) 
= (PiP; + QiIQ; + RIR2)dz 人 dy A dz. 
四 ”微分 形式 的 外 微分 
对 三 维 空间 中 各 种 微分 形式 外, 可 以 定义 它们 的 外 微分 dw: 


dw = dF = 3dr +5 Fdy + Gdz 


dw =dPAdrt+dQ dR A dz. 
d 负 =dPAdyAdz+dQAdzAdr+dRAdz A dy. 
dw =dFAdzrhdyA dz. 
运用 外 积 的 运算 律 与 性 质 , 上 述 各 式 可 化 简 为 


do = (dr + dy + gedz)A dz + 
(强风 ty+ 卫 dz)A dy + 
[ 实 dz + 于 dy + dz ) 人 dz 
oR 9Q 9P _ 
一 5 9? A dz 一 dy 人 dz 十 5 了 dz 人 dz 
3 dz 人 dz+5edz 人 dy - 57dz A dy 


= ( 实 - 了)dy Adz+ ( 完 - 5 jdz A dz 二 


9y 
过 - 方 )dz 人 dy. (6) 
并 
同样 可 推 得 
把 = (入 + 区 + 中 jdz 和 dy 和 Adz， (7) 
dz = 0. 
由 此 可 见 有 (<3) 次 微分 形式 的 外 微分 是 有 + 1 次 微分 形式 ,但 三 次 微分 形式 的 
外 微分 为 零 . 
五 ” 雅 可 比 行列 式 符号 的 几何 意义 (二 维 情况 ) 
设 oD. u=u(rz,sy), v=v(z,y) 


是 zy 平面 上 区 域 DCR? 到 wv 平面 上 区 域 D’ 内 的 映射 , Po(zo,yo)EDD, 假 定 


aa 请 4 ' 
= i ER te 
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u(X,y),v(X,y) 具 有 关于 x ,yy 连续 偏 导 数 ， 
9(u,v) £0. 


9(T,y) |, 


车 zy 平面 上 过 点 Po 的 曲线 可 用 参数 方程 zx = f(t),y = g(t) 表 示 , f(to) 
= xzo,g(to) = yo, 此 曲线 在 点 Po 的 斜率 为 m = = 


上 述 曲 线 在 uv 平面 上 的 象 曲线 为 
= u(f(t),g(t)), 7 = v(f(t),g(t)). 
容易 推出 象 曲 线 在 点 B(Po) 的 斜率 为 


(to0) ct+dm 
LeE(t0) at bm 


其 中 
a = u(ro,y0), b = zzo yo)， 
Cc = v(xzo0,y0), d = vy(To, Y0). 
由 于 
dx ad 一 pc 
dm (ar+Boz) 
因此 当 ad -bc >0 时 ,x 是 m 的 增 函 数 ; 当 ad -&<0 时 ,w 是 mm 的 减 艺 数 . 
鱼 率 的 增加 对 应 曲线 切线 的 令 凋 角 的 区 39， 也 就 是 相应 切线 方向 逆 时 针 转 


动 . SU >0 时 ， 此 上 映射 保持 逆 时 针 旋 转 方 向 ; ;而 候 <0 时 ， 则 相反 .由 于 ad - pc 


是 点 P 处 雅 可 比 行列 式 2&:24 
9(z,y) 


,因此 映射 @ 在 点 Po 保持 还 是 改变 旋转 方 
P : 


向 ,可 用 雅 可 比 行列 式 在 该 点 的 值 是 正 的 还 是 负 的 来 判别 . 
六 ”用 外 积 来 理解 多 重 积 分 的 变量 变换 公式 
二 重 积分 的 变量 变换 公式 


X,Y) 
| 7 ,yjdzdy = | fst vu),y(u,v)) 2 2 


通过 变换 T=x(u,v),y= 0), 


du dwv. 


9 
dz A dy= Em + 了 dojA > du + do | 
dg 
= .5 22du 人 du + 9E Hd A dv + 5 ， dv A du + 
MU du 9u 
9 
dv A do 


3 用 - . de 3 
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(az 5 dr 2? 

一 区 3 ~ a 之 jd 人 dz 
9(Czyy) 

一 9 0) A dm， 


从 而 
drdy =| dz A dy |i= 


g(x ,YY) 


Juv) dudv. (8) 


a(z 了) 
a(u,v) 


三 重 积分 的 球 坐 标 变换 公式 为 
中 re ,yz)dzdvydz 


一 [Cpsin pcos 0,osin psin 0,ooos 9)p’sin ododpd0. 


| dx 人 A do |= 


V 
在 球 坐 标 变换 下 
Z = psin pcos 0， 0 委 p<+™, 
| = psin 0 sin 9,， 0 过 ox, 
之 二 DCOS 9， 0 < 0 < 27, 
我 们 有 微分 公式 


dz = sin pcos dp + peos geos 0 dp — psin 9 sin § d0， 
dy = sin psin Odp + pcos psin 0 dp + psin 9 cos 0 dd, 
dz = cos pdp — psin pdp. : 
利用 外 积 的 运算 法 则 ,并 注意 到 三 个 基本 一 次 微分 形式 中 , 若 有 两 个 相同 


时 ,它们 的 连 乘 外 积 为 零 , 有 
dzdydz = |dr A dy A dz 
=|— p’sin’ pcos Odp A dO A dp + 
po’sin pecos pcos dp A dg 人 dp + 
op“sin psin’ 0d0 A do A dp — 
psingcos psin’0d0 A dp 人 dp| 
= |p’sin p(cos’0 + sin 0)do Adp A dO + 
osingcos:0(cos0 + sin0)do A dp 人 db| 
一 | po“sin pf(sin20 十 cos’ 0 )dp 人 dp A db| 
= co“sinpdodpd0， 
即 有 dzdydz = osinpdpdpdb， (9) 
七 ”行列 式 符 号 的 几何 解释 
讨论 直角 坐标 为 (zl ,zz,z3) 的 三 维 空间 , 沿 轴 Ozi ,Ozz, Ozr3 的 单位 阿 量 
为 记 =(1,0,0)T,is=(0,1,0)7 和 is=(0,0,1) ,它们 的 行列 式 为 
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Le 


0 0 
1 0 
0 1 


=1 (>0). 


在 此 空间 中 给 定 三 向 量 4a = (ai,as,a3)! b (Lb: b2, 03) ,C= (cl C02. 
c3) ,它们 的 分 量 组 成 的 行列 式 不 等 于 零 , 即 


al bi cl 
A= |a 20 cz| 和夫 0. 


过 3 b3 C3 


命题 若 A>0, 我 们 可 以 定义 三 个 连续 的 向 量 值 函数 
a(t) = (a1(t),as(t),a3(t)) ,Bz) 一 (Bi1(2), Blt),B3(t))T 
y(t) = (7y1(#),72(1),73(t)) (0 1), 

它们 满足 a(0)=a,B(0)=6b,7Y(0)=c,a(1)=i,B(1)=io,7(1)=i3, 而 且 对 
任意 的 上 EL0,1 ,行列 式 

a1(t) Bi(z) Y1(£) 
a2(t) BC) 7Y2(2) 
aa(t) Bs(t) Y3(z) 
车 A<0, 则 不 可 能 构造 三 个 具有 上 述 性 质 的 连续 的 向 量 了 消 数 . 

从 定向 意义 看 ,在 和 A>0 的 情况 下 ,三 个 有 序 的 向 量 a,b,c 的 方向 可 以 看 作 
与 让 ,i,,is 这 三 个 向 量 的 方向 相同 ;在 A<0 的 情况 下 ,a,b,c 三 向 量 方向 可 以 


A(t) = > 0. 


(10) 


看 作 与 ,i ,i 的 方向 相反 0. 


证 (i) 首先 在 区 间 [0, 工 ] 内 让 a,b5,c 连续 地 变化 ,但 不 改变 它们 的 方向 
最 后 得 到 三 个 单位 向 量 ， 


(i) 设 工 是 向 量 a 和 b 所 在 的 平面 . 在 区 间 | 才 ， 广 | 上 使 o | ) 和 


1 

4 

y (二 ) 保持 不 变 ,而 将 向 量 所) 在 平面 工 内 旋转 一 一 个 能 到 达 与 向 量 a (证) = 
a [到 ] 垂直 的 位 置 的 最 小 角度 


(iii) 国定 向 量 x{ 去) 和 8[ 广 ,在 区 间 | 亏 ,4 | 上 让 Y 旋转 一 个 能 到 达 与 


平面 工 垂直 的 最 小 角度 ,于 是 a (34) p (4) a 


次 lo 


) 构 成 三 个 互相 垂直 的 单位 
QD “上述 性 质 同样 适用 于 雅 可 比 行列 式 . 


run anol yp 0 si eri i LR 
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向 量 . 

(iv) 在 区 间 | 于 ,1 | 上 将 上 述 标 架 作 刚体 旋转 ,使 a(1),p(1) 分 别 与 1 ,i 
重合 ,于 是 有 w(1) = 站 ,8L)=z,7(1)= 土 六 . 若 A>0 时 ,上 面 第 三 式 右边 取 
“二 ”号 ;而 A<0 时 , 刘 取 “一 "号 .由 于 上 述 过 程 是 用 不 共 面 的 连续 癌 量 wz )， 
B(z),Y(z) 来 描述 的 ,而 它们 的 行列 式 ( 按 (10) 的 形式 ) 对 任何 :E10,1j 都 不 等 
于 零 ,因此 A(0)=A 与 A(1) 符 号 相同 的 情况 ,只 可 能 是 A>0 且 7Y(1)=i;s 以 及 
当 A<0 且 7(1)= 一 i 这 两 种 情况 ， 品 

八 _ 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 

在 这 节 中 将 统一 描述 斯 托 克 斯 公式 、 高 斯 公式 、 格 林 公 式 、 牛顿 - 莱 布 尼 次 
公式 ， 

设 S 是 三 维 空间 中 的 曲面 ,了 是 S 的 边界 曲线 ,者 三 元 函数 P,Q,R 在 5S 
土 满足 定理 22.4 的 条 件 , 则 成 立 斯 托 克 斯 公式 : 

9R _ 3 aP _ 3R daQ _3P 
中 jy - 3 ]dydz + 医 - 守 jdzdz + 必 - 方 )dzdy 
一 jPdz + Qdy + Rdz. (11) 


应 用 (6) 中 结果 ,(11) 可 写成 
| = 公 ， (12) 
若 P,Q,R 在 三 维 区 域 V 及 其 边界 S 上 满 定理 22.3 的 条 件 时 ,成 立 高 斯 
公式 
| + A+ Ge Jdrdyds - jpava。 + Qdzdz + Rdrdy. (13) 


dz + 9y 
按照 (7) 式 的 结果 ,(13) 可 改写 成 
| 所 = 及 (14) 
V S 
格林 公式 是 在 二 维 空间 中 平面 区 域 D 上 讨论 的 ,二 维 空间 的 一 次 微分 形式 
是 
w = Pdz + Qdy, 
它 的 外 微分 是 


dw= dpPAdz+dQ 和 Ady 
_ /aP aP aQ aQ 


5 AR dr at a 
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设 两 元 吗 数 P,Q 在 D 上 满足 定理 21.11 条 件 , 则 成 立 格 林 公 式 
9 9 也 
les 一 5 Jizdy = Jpar + Qdy. 
按照 (15), 它 可 写作 
ja - 一 地 (16) 


牛顿 一 菜 布 尼 次 公式 是 在 一 一 维 空间 的 一 一 维 区 域 ( 即 区 间 )[a,65j] 上 讨论 ,区 
间 [a ,6 j] 的 边界 是 它 的 两 个 端点 a 与 5. 


由 于 w = F(x), dy = 所 dz ， 
因此 牛顿-- 菜 布 尼 光 公式 为 
| ,MEdaz = F(z)| = FCO) - F(a), (17) 
a,b] 全 a 
或 写作 
] a 一 | 名 (18) 


以 上 结果 ,可 以 推广 到 维 空间 上 去 ， 

一 般 地 ,在 n 维 空间 上 基本 p 次 微分 形式 是 p( 三 n) 个 基本 一 次 微分 形式 
的 连 乘 外 积 , 即 

di 人 dzi， 人 人 dz; (ii < 12 < 人 < ip )， 

如 果 依 次 外 积 的 下 标 不 是 按 上 述 顺 序 排列 , 则 可 按 需 要 变更 顺序 并 根据 反 交 换 
律 决定 它 的 符号 ,车 在 p 个 基本 一 次 微分 形式 中 有 两 个 相同 则 其 值 为 零 , 当 
p>n 时 ,其 连 滋 外 积 为 零 . 

设 ai.…; 为 R* 上 的 函数 , 则 x 维 空间 中 刀 次 微分 形式 为 

b= 2 a dr MN dr, A AM dz (19) 


一 般 斯 托 克 斯 公式 为 
[Ew = | 志 ， (20) 


S js 
这 里 是 小 于 的 正 整数 ,S 是 维 空间 中 +1 维 区 域 ,0S 是 S 的 边界 ,是 n 
维 空间 中 有 维 区 域 . 


习 起 


1. 设 zi=Pidz+Qidy+ 玉 1dz， 
w= Padzr + Qady+ 开 2dz， 
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试 求 wl A wy. 
2. 设 wi= Pdz + Qdy+ Rdz, 
w= AdyAdz+ BdzAdz+CdzAdy, 
试 求 zol A > . 
3. 设 和 ,4,v 是 三 个 微分 形式 ,证 明 
(DAACAv)= (Ap AD 
(ii) 当 py 和 vw 是 次 数 相同 的 微分 形式 时 ,证 明 
AA(p+v)=AANptAANY. 
4. 设 和 A 是 p 次 微分 形式 ,py 是 g 次 微分 形式 ,证 明 
(DAAx=(— DAA; 
(ii) 当 p+q>3 时 , 便 有 AAA=0. 
5. 设 曲面 S 由 一 般 参 量 方程 给 出 : 
T= Xx(u,v), 
上 -xc (u,v) € 卫 ， 
z= z(u,v), 


那么 ,第 一 型 曲面 积分 计算 公式 为 
Ee ,y,Z)dS 
5 


= JB(z(u,v),y(u,0), z(u,v)) VA:+ B*+ Cdudv, 


gd(y,z) _ 9(z,Zz) _ 9(Zz,Y) 
其 中 AT Io0)’ a(u,0) a(u, v0) 
试 以 外 积 为 工具 证 明 上 述 公式 . 


6.( 庞 加 莱 引 理 ) 设 z 是 三 维 空间 中 任 一 微分 形式 ,其 系数 有 二 阶 连续 偏 导 数 , 则 
d(dw) = 0. 

(提示 :三 维 空间 中 微分 形式 只 有 下 列 四 种 情况 : 
w = 上 ,， 
A = Pdzr + Qdy + Rdz, 
n= Ady Adz+Bdz Adzr+Cdzr A dy, 
y = Hdzx MA dy A dz, 

分 四 种 情况 验证 , 即 有 结论 .) 


总 练习 题 
1 证 明 . 若 DCR” 为 任何 闭 集 ,f:D 一 DD, 且 存在 正 实数 gE€ (0,1) ,使 得 对 任何 x ,XE 


DD ,满足 
fr) - fx) gx -x ll, 
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则 在 D 中 存在 f 的 惟一 不 动 点 x* , 即 f(x* )=x“*.( 本 命题 称 为 不 动 点 原理 或 压缩 映射 定 
理 . ) 

2. 设 B= xip(x,xo) 志 riCR",f:B>R", 且 存在 正 实数 y9€ (0,1), 对 一 切 x ,x € 
B 满足 

fx ) fx) ox -x Hl 与 f(xo)- xo (1 - a)r. 

利用 不 动 点 定理 证 明 : 在 召 中 有 惟一 的 不 动 点 ， 

3. 应 用 定理 23.11 证 明 . 设 DCR",f,g:D>R, 帮 ff 在 Xx0€ED 可 微 ,f(xo)=0,g 在 xo 
连续 , 则 fg 在 xo 可 微 . 

4. 设 DCR" 是 开 集 ,f :D->Rz 为 可 微 函数 , 且 对 任何 x€EDD,detf (x) 关 0. 试 证 : 若 ?了 E 
f(D),o(x)= | y -f(x) | ?, 则 对 一 切 xED,9p xz) 天 0， 

5 证 明 . 若 DCR" 是 呈 开 集 ,f:D>R” 是 D 上 的 可 微 函 数 , 则 对 任意 两 点 a ,bE DD, 以 
及 每 一 常 向 量 BE R”, 必 存在 点 c=a+0(b 一 a)ED,0<09<1, 满 足 

PTIfFC(6)- fla)l = PF (cb a). 

(本 命题 也 称 为 向 量 函 数 的 微分 中 值 定 理 .) 

6. 利用 上 题 结果 导出 微分 中 值 不 等 式 

Fb) =- fla) fF). |p-al, 
c=at+0(b-a),0<090<1. 
7. 设 f(t)=[eos ,sint] ,a=0,6= 2x. 
(1) 是 否 存 在 cE (0,27) ,满足 
f(5) ~ fa) = f (ec)(b -a). 

(2) 按 题 5 所 示 的 中 值 定理 ,对 每 一 PER ,应 该 存在 cE (0,27n) ,使 得 PT[f(6b)-- f(a)] 
= Tf(c)(5 一 a), 试 求 用 表示 这 里 的 中 值 点 c， 

8. 设 f;:.R"->R” 可 微 , 且 卫 在 R" 上 连续 .车 存在 常数 c>>0, 使 对 一 切 x1,x2E R", 均 有 

| fOr) — f(x2)| 宕 cx- x2l. : 

试 证 明 : 

(1) ff 是 R* 上 的 一 一 映射 ; 

(2) 对 一 切 xER”, f(x) 交 0. 

9. 设 ACR" 是 有 界 闭 集 ,f:A 一 A ,如 末 xiaEA,xI 天 xz 都 满 正 

lz — xz < rm x, 

则 A 中 有 和 且 仅 有 一 点 x ,使 得 f(x)=xx. 

10. 设 A 是 三 维 空间 中 ”次 微分 形式 (z 疡 1) ,其 系数 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 且 d4=0. 证 
明 存 在 一 个 p 一 1 次 微分 形式 w 使 得 

A = dw. 

(提示 :分 别 对 一 次 、 二 次 、 三 次 微分 形式 A, 由 dA = 的 条 件 , 得 出 其 系数 之 间 的 关系 ,然后 构 
造 w 使 得 A = dzww.) 
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第 十 二 章 数 项 级 数 


$1 级 数 的 收敛 性 
1. (1) 志 ; (2) 六; (3) 十 ; (4) 1-/2;(5) 3. 


6. (1) 二; (2) 1; (3) 3 


7. (1) 收敛 ; (2) 发 散 ; (3) 收敛 ; (4) 发 散 . 
10. 提示 ;任意 nn, 必 有 某 上 有 ,使 nj 过 n 志 n+1;, 则 Sn, < SnS5, ,和 Sn > S, 之 5 ,上 作 有 


其 中 之 一 成 立 . 
$2 正 项 级 数 
1. (1) 收敛 ; (2) 收敛 ; (3) 发 散 ; (4) 收敛 : 
(5) 收 伍 ;6) 发 散 ; (7) 发 散 ; (8) 收 伍 ， 
(9) 收敛 . 
2. (1) 发 散 ; (2) 发 散 ; (3) 收敛 ; (4) 收敛 ; 
(5) 收敛 ; (6) 发 散 ; (7) a >>5, 收 化 ; a<<5 ,发散 . 
9. (1) 收敛 ; (2) 发 散 ; (3) 发 散 ; (4) 如 >1, 收 敛 ; 户 =1,g>1, 收 伍 ; p=1,g 坟 1, 发 
散 ;pp 过 1, 发 散 . 
11. (1) 收 仿 ; (2) z >1 时 ,收敛 ;zx 三 1, 发 散 . 
13. (1) 0;(2) 0. 
$3 一般 项 级 数 
1. (1) 绝对 收敛 ; (2) 发 散 ; (3) 当 p>1 时 绝对 收敛 , 当 0<p 二 1 时 条 件 收敛 , 当 p 志 0 
时 发 散 ; (4) 条 件 收 仑 ; (5) 发 散 ; (6) 条 件 收 伍 ; (7) 绝对 收敛 ; (8) |z1<e 时 绝对 收敛 ， 
|z | 之 e 时 发 散 . 
2. (1) 收敛 ; (2) 收敛 ; (3) 收 伍 ， 
5, (1) 1+2z2 十 十 nz" t+. (2)1. 


8. 提示 ; 先 证 避 ( 一 1)"( 沁 + 了 + +7432 记 收 全 


总 练习 翅 
6. 提示 ,用 $2 习题 14 结论 . 


Ea rr ii RTT TE a 
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第 十 三 章 ”函数 列 与 函数 项 级 数 


$ 1 一 致 收敛 性 
1. (1) 一 致 收 伍 ; (2) 一 致 收敛 ; (3) 不 一 致 收敛 ; (4)(i) 不 一致 收 伍 ;ii) 一 致 收敛 ; 
(S)(i) 一 致 收敛 ji) 不 一 致 收敛 . 
3. (1) 一 致 收 伍 ; (2) 一 致 收 仿 ; (3) >>1 时 一 致 收 化 ,zr = 1 时 不 一 致 收敛 ;(4) 一 致 
收敛 ;($) 一 致 收 僵 ; (6) 不 一 致 收敛 . 
8. (1) 一 致 收敛 ;(2) 不 一 致 收敛 ;(3) 不 一 致 收敛 ;(4) 一 致 收 伍 ;(5) 不 一 - 致 收 伍 ;6) 
不 一 致 收敛 
$2 一致 收 钱 函数 列 与 函数 项 级 数 的 性 质 
1. (1) f(z)3f(z)=1,f(z) 了 g(x)=0, 三 定理 条 件 皆 满足 ;(2) f(x) 注 f(x) = 
,| 太 | 不 一 致 收 伍 ,定理 13.9 和 13.10 条 件 满足 ;(3) | /1 与 1 有 1 都 不 一 致 收敛 ,三 定理 条 
件 均 不 满足 ， 但 定 要 13. 10 结论 仍 成 立 . 


9. (了 ) 户 六 FLz) = 0; (2)G) 1 不一致 收 伊 ,极限 函数 不 连续 .不 可 微 但 可 积 ;(ii) 
f(z)=1. 
总 练习 是 
1.(1) R<1 时 一 致 收敛 ; (2) 类 <T1 时 一 致 收 义 . 
第 十 四 章 只 级 数 


$1 大 级 数 


1. (1) R=1,(—1,1);(2) R=2,[ -2,21;(3) R=4,(—4,4); (4) R= +%,(—%, 
+ 00); (5) R= +o,(—%m,+00); (6) R= 二 ,| - 扫 , 和 后); (7) R=1,(-1,1); (8) R= 


1,[ -1,1]. 


2. (1) 二 1 ,7€(-1,1); (2) rrE (1,1); (3) 区 1- 1) 
6. (1) (—R,R),R=maxta,bl;(2) (一 二) 


7. (1) R= 地;(2) R=1. 
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Lz- zx)+1, zx€(-1,0U(0,1), 


8. (1) S(z)=4 0 0 


1 ， r=1; 
2 


CO) S(z)= 一 人 In(1-z)+ 广 -去 ,|r1<1,z=1 时 S(z)= 二 ;x=0 时 
S(r)=0. 
9，(1) R=1;(2) 2a0 +24(4d 为 公差) 
$2 阔 数 的 顶级 数 展 开 
2 (D>: ,rE om); 0 Prem,re (1 
(3) Sn Dlm,se | -六 二) 


(9) DD E+) 
(5) 3 (DH)e,re C1) 


(6) EPE - (Dr2ozmszE(- 二 ,六 


人 + 
(7) > 二 BAT TE (一 co， 十 00); 


(一 ) 1( ) 1 
(8) > ! 下 之 ,并 所 (一 co， 十 oo 


《一 1)2 《27 — DD!! ;n+ 
四 l! rE€(- ,+ ). 


3, (1) 8+15(z -1)+17(z-1)+7(r 1); (2) 2 (- 1)*(x — 1)". 
4. (1) i159 (r+1- 1 > -rr € (-1,1); 
rt 
(2) 2(- D" rr nr) Tt [1,11. 
5. >) 7 i (71) ,x € (0, + %”) 


+1 
总 练习 十 


2 CD a+ PD" sD (1 DN 0 训 计 放 2 


4n+1 


rE€E(- ,+ oo) (3) 2 和 二 ‘ri 


1 + 人 立 了 
3. (一 2 ZE (- 1 ， 1); (2) 5 5 ， € (V2 ,V2); (3) p77 yt 
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rt € (0,2). (4) < Farctan x + Farctan z ~ zr € (-1,1). 


2 


4. (1) 1; (2) 了 2+ 了 和， 


6. (1) 广 ;(2) -车 


第 十 五 章 ”全 里 时 级 数 


$1 傅 里 时 级 数 
1. (DG 2 人 一 sin nr; (i) x -2 mn, 
(2)( ) +4 1)” 机 nz ; (11) P2443 ( 轩 严 -ee ) 
(3) 所 er + 2 > ins(2n - Dz + (a+ 6) >)(- D"1 Sn ， 


"1 
3. 2 5 1Sin(2n 1)z. 


7. (1) >) Sz ,7 € (0,2n); :0 2 (1-2> ,1 ) ,< (~ zr); 


(3)(1) 了 十 Bx 二 c+ 2 ‘gcosnz 一 ret inny; 


(ii) 和 da nz -U2 2 


SINnx ); 


) 时 + 人 > -人 (9) 2 全 


"COSNT ; innz. 
8. sw 
§2 21 为 周期 的 函数 的 展开 式 
下 (1) 二 4 > CP gn (2) 方 -二 过 tt 
和 (0) 4 1D" 人 |， 


2 3S » ANT 11 2 

2. 学 + 雯 2((-D cs 至 1) 让 os Et 
4 
n 
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一 n+l 2 
7. (1) 4 5 sin(2 -Dz;(2) 4 3) el 
总 练习 题 
$5. (1) a, = ansb, =— 6%;(2) a=--a = b,. 


第 十 六 章 ”多 元 函数 的 极限 和 连续 
$1 oie Te 


‘zytan  ). 


16 
8. (1) 有 Oo) zy 之 0;(4) I(xz,y)|lzl1, |y| 之 1|;(5) 
{(x,y)|r>0,y>01;(6) {x,y)l2narEr +y (2n+1)n,n=0,1,2, "|;(7) {(x,y)|y 
>z|;(8) 全 平面 ;(9) 整个 三 维 空间 ;(10) f(x,y,z)|r :<x +y +z RR*|. 
$2 二 元 函数 的 极限 

1. (1) 0;(2) + ooi(3) 2;(4) + %;(5) %;(6) 0;(7) 0. 

2. (1) 重 极限 不 存在 ,lim limf(z,y)=0,limlimf(z,y)=1;(2) him ,f(x,y)=0, 
两 个 累 次 极限 均 不 存在 ;(3) 重 极限 不 存在 ,lim limf(z,y)= tim lim/(z， y)= 二 0; (4) 重 极限 
不 存在 ,lm lmf(zx,y)=limlimf(z,y)=0;(5) im GT， y) =0, lim limf(lz, y) 三 0, 另 
一 累 次 极限 不 存在 ;(6) 与 (4) 相 同 ;(7) 重 极限 与 累 次 极限 均 不 存在 . 

7. (1) 0;(2) 0;(3) 1;(4) e. 

$3 二 元 函数 的 连续 性 


1. (1) 间断 曲线 为 圆 族 z+ y=(2n+1) ,n=0,1,2,.%;(2) 间断 曲线 为 直线 族 z+ 


y= n,n=0, 寺 1, 填 2,…;(3) 不 连续 点 集合 {(z,y)1z 天 0,y=013(04) 在 有 上 连续 ;(5) 仅 
在 直线 y=0 上 连续 ;(6) 在 Rz 上 连续 ;(7) 在 定义 域 上 连续 ;(8) 在 定义 域 上 连续 . 


总 练习 十 
2. (1) 存在 ;(2) 不 存在 . 
第 十 七 章 ”多 元 函数 微分 学 


$1 可 微 性 
-I 
1. (1) z; = 2xy, zy = x ;(2) Zr = ~ Ysin 2 二 COS z;(3) wry) 
> 1 ty 二 TY， 6 = 一 一 一， 一 
mr 14) = rtp z+ >, (5) Zr 二 ye? zy ~ Xe ; (6) z, 区 Z， 
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7) z = y(1+ Xxycos( Ty)) em»),z, = zx(l + Tycos( zy )) ey), (8) Ui 二 一 = 一 
并 


= +t) w= yy) yy) (zy) ln( zy); 


1 1 2z 
zy I vy 
(10) us =D ,uy lr In Xu = yryln zin 

2. f(r,1)=1. 

3. (0,0)==0, (0,0) 不 存在 . 

8. (1) dz|(o0) =0,dz|(1) = —4dz— 4dy;(2) dzl|(,0)=0,dz|(00,1) = dx. 

9. (1) dz= ycos(T + y)dr + (sin(x+ y) + ycos( T+ y))dy; (2) du =e”dzx + (xze” + 


1)dy+ (xye” 一 e *)dz. 
10. rz-yt2z=7 ,2(1- x)=2(y-1)=(4 -2z). 
11. 9x+y—z—27=0,x~3=9(y—-1)=9(1~2z). 
12, (—3,—1,3);xz+3y+z+3=0;3(z+3)=y+1=3(z— 3). 
13. (1) 108.972;(2) 0.502 3. 
14. 2 576 cm2. 


x 
18. 4 


20. 0.26% ;0.02. 
3$2 复合 函数 微分 法 


2, 2 
2 十 一 工 本 “< 十 2 — 7x? 
1 (1) 坚 = 旬 二 党 ;2) = =(1+ 三 一 芝 Ee (1+) 


了 ZeC ? ry zx y xy ry 

_ 2 Su _ Zu 1 
;3)dz- 4 妈 二 31 二 21;(4) > = = 22in(3x - 2v)+ 3 — 3 ) To = In (3 

2v) + 3 2 一 ) (5) ur= fit+ yf2, Wy = fit+ xf2;(6) Ur = ls Wy sfi+ Lp ,i, 和 


7 
$s, F.(0,0)=4f (0);F.,(0,0)=0. 
$3 方向 导数 与 梯度 


1. S$. 
98 
3. (—4,2, —4),6;(3, —5,0),vV 34. 


4. -SB(r-a,y-b,z-c),r=1. 
7 


(4) 


7. (1) T(x,y,2);(2) - (ze,y,2) 
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8. (1) z*= zy;(2) z= yz, y= zr;(3) T=y= 之 . 
$4 泰勒 公式 与 极 值 问 题 


1. (1) xz 三 12z — By’, zy, = -16zxy,z» = 12y — Bx’; (2) zz 2 一 er(ocos y+ xsin yt 
2sin y), zw =e (reo8 y+ cos y— sin y),z2 = -ez(cos y+ x siny);(3) z 2 “0,z 2 

1 二 之 
4 upgr™ (rtp)(ytq) (ztr)e > “5 (5) z2= yfunt4ry az+47 fat 
2yf2, zwy = 27Yy fu t+ Sr’y fit27 yf + 2yf1 + 22f2, z 2 = 47z°y ft 4r yfiz + x f22+ 
2rf1;(6) u 2=2f +4z2f ,u,=2f +4yf ,u ,2f +4z°f ,uy= 4ryf ,we =4yef ,ur 

工 再 z 
_ _ 了 _ 之 2 1 _ 
=4zzf ;(7) z= fi+ yf2+ yf ze fnt yt yj j2 711 
1 1 

(z+y)fot yy fata fath- fs 

7. (1) z+ y+ R,,R,= -条 [38(z2 二 办 ) Sin( Oz + y)+20 (x + y)cos( Ox < 


+02y)]; (2) f(r,y)= ff(1+h,1+k)=1+h-k-hk+k+hk— kt+ 


hE’ 1 二 + 的 ( 工 十 (r+ y)? ( 妆 十 y+ 
(~ tm) 0) DD" ps TD) 


pet (4) 5+2(x—1)—-(z-1)(y+2)- (y+2)°, 


8，(1) (a ,a) 为 极 大 点 ;(2) (3，- 1) 为 极 小 点 ;(3) ( 方 ，- 1) 为 极 小 点 ， 

9. (1) 最 大 值 F(2,0) = F( - 2,0) = 4, 最 小 值 F(0,2) = /(0, - 2) = - 4;(2) 最 大 值 
f(1,0) = 了 (一 1,0)= 0, 一 起 =/(0,1)=1, 最 小 值 /(0,0)=0;(3) 最 大 值 六 3, 最 小 值 0. 

10. 等 边 三 角形 ， 

11. ( 专 , 世 ). 


19. (1) 0;(2) 3(z—y)(r-y)(zr—-z) 或 3 (y -zr) tr (zz- y+y (zr- 2z)); 


20. f(r,y,z2)+ (2Ar + Dy+ Fz)ht+ (2By + Dz + Ez)k+ (2Cz+ Eyt+ Fr)l+ f(h,k, 


总 练习 题 


2. f.(0,0)= 1,f£,40,0) 一 一 1 ,不 可 微 . 
5. f2=6r+2(a+et+k). 
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第 十 八 章 ” 隐 沙 数 定 理 及 其 应 用 


$1 隐 函 数 
dy 2y+ 127°y dy Xt+y ye 了 一 区 
3 (DD) =- ) OT , _ ze 
) 到 rt9r3y (2 ) zy Ty) (3) xx es 
* yy ~ { 1— Tz li+y 
4) y=-—— > ,y= 加 
Voy (a CS) = z-2” >” zx-2) 
(@O) -+ ft -Ca 


1- -zyfy” fit yf fi+ zzf» 
dz _ 2(x*— vy) dz _4r72y ， or 


4. 
dz zx- 2y "dz2 rT-—2y “(zx- (xz—-2y)3 
2_ _ 3 
5, w=2(z+ 之 3 ),， = 2zz(y 3x tr to) 
TY (zy 一 2 )3 


_ 加 加 加 1 十 工 2 了 
日 . (1) Zi~= 2y= — 1, = Zo = zy =0;(2) z= (1+ 下 3 ) .== -人 (+ 忆 


= - Fs3{F3(F +2Fy + Fy) -2(0FI+PE)F3CFG+PEo)+(T+TE2)2F33]. 
8. 太 在 1 的 某 邻 域内 具有 连续 的 导 函 数 , 且 f (1) 隆 0. 


$2 隐 函 数组 
dy _ 2r-a dz_ a. 
2. (1) dz 2y dr pe 
_ 2Zv+uy -xz-2u _-y-2v 2utxw. 
(2) w, 4uv — xy "Auv— ry "yy 4uv ~ xy "YY duv— ry’ 
(3) w= -ul2vye2 ~ 1)f1- fog1 _ ufig2 + xfig1— 
z (I-zfi)(1-2wuyg2) ~ frg1’” * (1—zxf1)(1- pie) a 
3. (1) Ou Sin 也 dou _ COSU— 
: Ax e*(sin v—ceos v)+1 QZ uer(sin 鼠 一 cos v)+a 
~ O08 VU QU ex“ 十 Sin v 
BU Sn 一 一 ;(2) x= 一 3um 
ex(fsin v—o0s v)+1’9y we'(sin v—cos v)+a (2) 2 0 
4. dz =0. 
QZ z 了 工 2z 
5. (1) gz 55(2) 元 和 2897Z 


6 32&x_af Qu ee 


3 ar’dy 9y \9(z,£)) 9(z,t) 


7 ; (2) -二 


10. (1) z= 2 29* 3 一 2 2 之 一 2 而 
UU + y+ 2 十 十 也 ut vw 


ee 


349 


) ,z 2 
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$3 几何 应 用 


(2 工 二 1 yt+l1 zx 


8 10 
3. (1) -2(z- D+t(y-1)+(z-2)=0,< =y-1=z-2; 
(2) + + 3,a(z- 万 )= bly-— 后 )=c(z- 万 


5. T+4y+60z= +21. 


0. (一 1,1, 一 了 ),(- 广 , 启 , 一 方 ) 


7 au 16 

gt 243. 
abc 

9. 1 一 土 一 一 ， 
3V3 


10. z+y= 方 (1 +V2). 


$4 条件 极 值 


1 1、 1 、 、 
1. (1) 极 小 值 F( ,人 方 )= 方 ,(2) 极 小 值 Acscscyc) 三 4c， 03) 极 值 /( 开 ， 启 ， 
3 1 < 1 2 1,_ 1 _1 二 _ rr 了 
局 )= 由 ， RR f\-— /EE' je ; 极 大 值 f( ,和 )= f( /Ee’ 
2 2_1 1 ll 
fi'-f)-/(hf' R' R 3 
2. (1) 立方 体 ;(2) 立方 体 . 
(1) Aro+ Byo+ Czo + D| 
(2) (aid ~ ard1)?* +(b1d2- bad1)’ + (cid2 ~ c2d1)* 1 
(a1b2y— a2b1) + (bics ~ b2c1) + (cia2 ~ c2a1)” | 


5. 当 z= 一 ,i=1,2,…,n 时 ,了 取得 最 大 值 / 2at. 
0 . 本 
1 ,2 ,nn 时 ,取得 最 小 值 和 3 


总 练习 圳 


dy_ jit+fag: dz_ Bzfy— Byz 
dz pyt fay dr fy fmBy | 


TH . ea J 


习 逢 答案 3S1 


9(f,g,h) 


9(u,v, tw) 


| au _ 9(h, 中 ou 9(f,8) 


"9y a(v,w)l "9z 9(v,w) 


gz 9(v,w) I 


6. (1) 2 -= 站 +8z Ou 多 :2) 双 站 an ap 


二 2u-fi-gu9y up-f. ar I-fi-yf'9y 1-fi -yf 


9. (1) 极 大 值 1, 极 小 值 一 1;(2) 极 大 值 \/ 二 a, 极 小 信 -Va. 


d 
0 时 = 时 /gt 
dv\d d- 
pu 92) - (p+ Wa 2)| po + pusde + (gu + md q+ pg, | (p+ pa 本 )3. 


13 Dabe 


第 十 九 章 ” 含 参量 积分 
$1 含 参量 正常 积分 


1， —00<y<0 
1. ce 0 yl1， 
-1， l<y<+o0., 


2. (1) 1; (2) 全 


I ,2 5 3 
3. | -ye dy+t+2re™ -ee”. 
全 


la| 志 1,， 


lal+|6l 
4. (Dain 7 ;2 i |， el > 


+ 


5. (1) arctan(1 +6)—arctan(1 +a); (2) 本 in 各 二 22 


6. (1) 二; (2) 一 二. 
9. zx(2-3y) f(zy) tf (EE) +t yy ay). 
1 下 E(kR) FR) 
10. (1) E(k)= [E(k)-F(E)], F(R)= zk) 
$2 含 参量 反常 积分 
b 


4. (1 Wrx(b -a); (2) arctan Zi (3) yarctan y — 方 In(1+ y)(y>0). 
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$3 欧 拉 积分 
Er 
> os Qn 
(2n)!! 2°(2nt+1)11 
6. (1) BB (2 ),m> -1,n> -1 
(2) Tr(p+1),p> -1. 


总 练习 题 


i. a= ,6=4. 


3. F(a)= sgn(1- a’), a=+1. 

第 二 十 章 曲线 积分 
$1 第 一 型 曲线 积分 | 
1. (1) 1+y2; (2) xR’; (3) Bt) (4) 4; 


($5)w 2th (2a2r+ EE ); (6) 162, (7) 2xa”. 


【一 


人 (2y2 一 1 


c 


人 
| 


4ka* Vv k+l1 


4. (1) 了 ae; (2) 7 
$2 第 二 型 曲线 积分 
1. (1) 所 ,0,2; (2)a2r;， (3) 0; (4) 2; (5) 13. 


2. 不 ( 如 一 a?),k 为 比例 系数 
kVartb to, 
C 
2 
$s. (1) 16™ (2) 一 4. 
总 练习 题 
1 (D 十 [5V5-17V 瑟 ]- 2; (2) 4az(1- 冯 ) 


(3) 本 [(2+ 1 六 -2vV2]; (4) -Er ($5) In2; 


i eh th Lp me i 
i ss 
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(6) 一 二 四 
b 六 
2. (D) | KGz,a)dz,| f(z ,a)dzr,0; 


pb b b 
(2) | flzsa)dze + | fC5,y)dy + | FnDdt， 


| rzadz 十 | finds, [C8,»)ay + | Fred 


第 二 十 一 章 重 积 分 
$1 二 重 积分 概念 


200 
3. 102 人 <2. 


$2 直角 坐标 系 下 二 重 积 分 的 计算 
1 . (Wf a (zyjdz 一 | az ramdy 


忆 
of vy) "ja, y)dz -上 dz| flz,y)dy 站 


3) a "(23)dy = | oo "f(z dr; 
(4) asf” fe. 十 af ,yjdy 
— ay] “zy)dz + [a fs3)as . 


2. Df a zy)dz + | sj ,rar 


Vi 
(2 dy a ,Ydx ra] A\z, y)dz; 


dy 


333 


G) | 网 ad + dy “afr yd +| ,dj (zy)dz 


(fay flz,y)dz. 
3. (1) 外， (2) 128;, (3) (275- 3 )o2， (4)15 
4. 9 二， 

$3 格林 公式 曲线 积分 与 路 线 的 无 关 性 


(2) war 


< 
1. (1) 一 46 3; 
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2. (1) Ba (2) ca. 
4. 20 ,0 为 由 L 所 围 的 面积 . 
5. (1)0; (2) zzcos z+ yo0s y; (3) - 访 ; (4) 9; 


(5) | p(x)dr + | wo)ay 
6. (1D) try- yt 
(2) eS{(zT -yt+1)1+ ye +e; 
(3) 二 | Va)du,u = x+y. 
7. yFy(z,y)= xP(r,y). 
8. tmS+p(y)e2— p(y) (Ta Ty ty) my y1) 
$4 二 重 积分 的 变量 变换 
1. (1) fag] -rree g ,rsin 0)dr = [ar] rr yos 0,rsin bg)db; 


区 
2 
BfCail 


7 fsinb 1 
(2 ) | do| rf(reos 0,rsin 0)dr = | dr| rf(reos 0,rsin 9)d9; 
0 0 0 nr 


os +and 


sc 8 也 
G3) dg| rf(reos 0,rsin 0)dr + | 46 rf(reos 0,rsin 0)dr 
- 攻 0 0 0 


下 
4 


2 至 1 -aroms 二 
一 | dr rf(reos 0 ,rsin 9)dz8 十 |gar| ~ (2r ,f(r oos 8 ,rsin 0)d0 + 
0 -4 2 -4 


4 


2. (1) -62; (2) 5; (3) $s; (4) xf AR ) 7(0)]. 


2 人 1 十 一 | 
3. CD) dj f(s ,7 jd 
3 a 
(2)| do| f(ucostv, usint vw)4usin’ veos vdu; 
0 0 
a 1 
(3) | dz| flull ~ v),uv)udv . 
0 .0 
4. (1) yo 下 


(2) w+ 


CA 


. (D) 8: (2) 8x. 


区 ti i ee Tr 性 章 


名 
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p*:—-a’:/ 1 1 ab(a:+b’ 
CD 和 和 (于 (2) 2 
(3) (3- 互 ja 
(1) 极 举 标 变换 ， ?| -rr)dr 

2 2 
(2) 极 坐 标 变换 ， 路 Fn)dr 一 外 rarocos 一 f(r)dr; 


(3) w=z+ty,0=z-y,| fdus 


(4) u= zy,0= 二 ,In2 | fau 


$5 三 重 积 分 


1 (1D) 14;(2) 1;(3) 二 tn 2 总 );(4) 下 -二 


2. 


(2) I 


(1) 1 = [ay] var] fz,y,2)de 


= sla 
J | dz f(r,y, cz)dy+| dz| dz| f(x,y,z)dy 
ay). 


0 
,dy dz| 大 zy， =Jdz+|d| dz 
| 


-| f(x,y, z)dy + | z| ds] A(z,y, 2)dy 


flz, y,Z)dzx 


| 
dz| d 中 f(x,y, zdr+| dz| d J oe 


| 


sj a f(x,y,z)dz 


0 


J 
-| 
- [af d =| f(z, y, =)dy+ | sz de| 一 :7z， yz)dy 
-az dz| f(z,y,z)dy+ + ja] dz| 一 f(x,y,z)dy 
2 
+|a dz| dz| 一 Ar， yzjdy 


-fo d <| rz， yz)dz + dy] ” de| f(z312)dz 


0 


= a] ds fz,y, z)dz+| sz EN yy，z)dz 


+| dj dy| fz, y,Z)dz, 


3. (1) 2 nr”; (2) 15(2V2 一 1 
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4.(1) 柱 坐 标 变 换 ,js; 
(2) tr = arsin peos’9, y= brsin psin’ 0, z= crcos p» 3 abe. 
8 

S. ST 


7. (1) 二 abcr2i(2) 4rabc(e- 2). 


$6 重 积 分 的 应 用 
1. 2 (2V3 -1). 


2. V2x. 
一 一 一 — (2b+ 
3. (1) z=0,y= (2) 2=0,7= $+ ah 


一 一 1， 一- —_1—- 1 一 
4. (1) T=y=0,z=- 33; (2) T= YT B27 4 


5. (1) EpR?; (2) 3 p23bsimp. 


6. (1) (0,0,2knp(1 ~ 5374)); 


(2) (0,0,2kno(h~V a :t+(h-c)Y+v a +c’)); 


V R22+h? 
7., 4abr. 
8. nxfaVal+t+b+bn(atvV a+6b’)- bin b]. 
2 5 
9. 3 oa” . 
$7 nn 重 积 分 
8 2 5 
] . jor , 


2. x(1- 妆 ). 


l 


4. Se [fr)dr. 
r(#) 
$8 反常 二 重 积分 
1，(1) m >>1 收敛; (2) p>>1,g>1 收 化 ; 


(3) p> 方 收敛 


ii nhl Lr ehhh} — rr ~ pe 
24 - ror 和 ! 
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机 


2 
3. (1) m<<1 收敛 ;(2) m<<1 收敛. 


总 练习 题 


MY 


1. (1) 二 ;(2) 9 
2. (1) 6;(2) 4[ 亏 +ln(2+vV3) 


3. 本 0 
4. f(0,0). 
5. (1) ZF(1); (2) 4ne2f(22); 
(3) | F(t) + zyzf (zyz)dzdydz | ,其 中 :>0. 
OEzrt 
0 


工 ，-1. 
6. 4 (e 1). 
sg 
~ rf(roeos 6 ,rsin 0,z)dr + 


8. 柱 面 坐 标 系 az) ot 


0 
1 
| dz dg| rf(reos 0 ,rsin 9 ,xz)dr; 
0 4 0 
arccoot oo8 上 
球面 坐标 系 :| dg dg “kf(u,v,w)dr + 
五 大 Er 
| | dp| = kf(u,v,w)dr 十 
0 atcoot od 0 
五 arocot sm 一 
|2ag| dp|™ hf(u, vw)dr 十 
二 “0 0 


下 [可 ll 
| gj dp|™™ kf(u,v,w)dr, 
和 arocct sind 0 


其 中 ,k=r?sin p,z =rsin pcos 0,v= rsin 9sin 0 也 一 7COS 9. 


10. 2x. 


1 |a1b2 — a2b1 
a pi ai 
12. V= TAThihzhs, |A| = i b, C21. 
3 bs C3 


13，( 222 ,Dam ) ,为 引力 常数 


2 


r r 


357 


358 习题 答案 


14. 2xa* w a*+ 56’. 


— 4 一 4 
13. z= 3 2 YF. 
/2 
17. 1 =1 一 基 一 :二 ec。 
yy 


第 二 十 二 章 曲面 积分 
$1 第 一 型 曲面 积分 


1 (D xai(2) 和 W241D);3) 2;(4) 说 


R 120- 


4 
4. sin Bcos 0. 
$2 第 二 型 曲面 积分 
1. (1) ae“ ;1(2) 24;(3) 言 ;(4) ，; 


(5) BnRIatb+e). 
2, 
3. I[=b[f(a)— f(0)]+acLg(6)— g(0)}+ablh(e) ~h(0)]. 
4. 2ra”. 
$ 3 ”高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 
1. (1) 0;(2) 3a';,(3) ht;(4) ns(5) 2ra2 . 


11 
74 
3. (1) 0;(2) 0;(3) 3a*. 
4. (1) ryz t+ c;(2) (rt +t ) -2 te. 


了 


5. (1) 一 3 13;(2) 0. 
9. 25. 
$4 场 论 初步 


1 _ 
1 rs ya) 2 yz), ry) f(T) (sy 8) nr (7302 


2 
2. (—4,2,—4),(0,8,2),(—8,—4,—10), Vul5, -3,3)=0. 


4. (1) 0,2(y—z,2— x,T— y):;(2) Gzxyz, x22— y) ,yr m2) zy 一) 
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9. (1) 27;(2) 2x. 
总 练习 题 
1. (1) ra2(1- 1)(5 一 3xzc) 一 8eci(2) rot A=(2(1—A4)z,(1-4)y,(1—4)(5— 
3z));(3) X=1, 势 函数 为 万 z?+5zy -2y+3zyz -2z2+C. 
5. 2. 
第 二 十 三 章 ” 流 形 上 微 积分 学 初 阶 
$2 向 量 淆 数 的 微分 


sin X2 XICOS 工 ? 1 0 
2. (1) f (xi, x2)= 2(z1 — Xx2) -2(zl ~ ZX2) 3 广 (0, 斑 ) = 民 | 


0 4; 0 2T 
2z1 1 0 2 1 0 
一 儿 (1,0,D=| |. 
(2) f (xi, xr2, 73) nt ezi+ 3 DezIT 3 f 0 ee 0 


匣 


Ei 


cos(x1—X2) 一 cos(Z1 一 并 2) 
4. (1) cos z+sin x; (2) . 
— sin( x1 — xX2) sin(x1 ~ £2) 
2r152 2zyz2 
| (4) | -2 2 |; 
-1 1 


2 
I2 2X1X2 2X1I2 1 


3 | 
—1— Zz» ] 一 并 
271z2 3 TI ro 2z1z273 
; (6) 2 2 2 
l 1 1 


(5) re 4z1z2 十 8z1 
271 
5. [hs+ hifith(grt gufi) shufyt ho gy + gufy)] 
T 
7. (1) F(x)=x+ 6; (2) fx)= { [p(xi)dr, | galzn)dzn | . 


8. (1) 极 小 值 点 x0= ( - 卫 ,- 卫 -号 ) ; (2) 稳定 点 = (0,0;0)7, 非 极 值 点 ， 


9. (1) (feh) =[z2+ ,zi 1), (f°t) =[zazs-1zizs 一 1)rlz2 一 1 ， 
. cos TXT-snz 
(h°g) = (cos z+sin z)| _ | 


2 2 2 
2T1T2T3 + TLL3 十 223 XIZ3 十 2z1Z27Z3 十 TI1ZS Tix t+ xix2t 2T1 TIT3 | 
有 


(ae)'=| 


- xT3+1 -X17T3+1 -xixz2+!1 
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sin Z 并 

， | ， (zx2 + 1)00s w | 

(s 8) -| el (2) (ge f°h) = — (zx2 + 1)sin w ~ (x1— 1)sinw | 
sin XT 


其 中 w= zzr2 一 2+ 区 1， 


(set°s) = 4z1 6 
27z1 3 
12. (1) 及 使 arx= to(to 为 9 的 稳定 点 ) 的 解 xo 均 为 了 的 稳定 点 . 
$3 隐 函 数 定理 与 反 朱 数 定理 


27y _ 之 ,二 “一 和 > ,二 ~ 一 < 
LI (十 加) dy (z+ 六) YY (2 十 办) 


3. (3) OE= 二 (fig- fie), 代 = 本 (fgs- 82)， 下 = 一 攻 23( 有 + + 及), 其 中 
A=&i[1+ ofit fat 万 )] 


16xix3(x2 + 4)2 8zizz(z2z+4)(2z2 ++4) 


2. 


az Iz , 
du dv 1 " /2 
5. (1) 一 一， Uy 也 ,其 中 思 =VY wu + vw’; 
9y gy Ww | zuarctan 一 ~v Varctan Tu 
U dv “ 
az 3z 
(2) Di dv 1 xsiny 用 如 汪 4 
dy Oy (ersin yy 一 ercos y+1) COS y—e sin yt+e” | 
2 dU 


$4 ”外 积 、 微 分 形式 与 一 般 斯 托 克 斯 公式 

1. wi Nw2= (QIR;— RiQ2)dy Adz+ (RiP2 ~ PiR2)dz Mdzx t+ 
(Pi1Q2 ~ QiP2)dzr Ndy. 

2. wi Aw2= (PA + QB+ RC)dr A dy A dz. 


总 练习 题 


7. (2) BA 时 ,c=aretan 中 (0,27) ,8 天 0 时，,c -arctan 有 LE (0,27). 


M 判别 法 33 

n 元 晤 数 92 

n 维 ( 同 量 ) 空 间 91 
7 维 欧 氏 空 间 308 
pp 级 数 13 

Zz 型 区 域 220 

y 型 区 域 220 


于 | 


一 一 映射 ”135,309 

一 阶 (全 ) 微 分 形式 不 变性 ”122 
一 致 收敛 ”27,31 

一 致 有 界 ”35 

一 致 连续 ”103,312 

一 般 斯 托 克 斯 公式 ”339 


型 


二 元 函数 90 
几何 级 数 2 


肌 
EE 


三 角形 不 等 式 88 
三 角 级 数 63 
上 (下 ) 和 215 


E 
四 


Mr mr pm ti i pt pe ， 


| 


不 动 点 原理 341 
中 值 公 式 ”112,134 
中 值 定理 ”133,217 
内 函数 118 
内 点 86 

内 部 86 

肥 畏 数 151 
反 国 数 定 理 323 
反 孙 数组 ”195 
区 域 87 

切 平 面 113 
切 点 113 
双 曲 抛物 面 91 
双 纽 线 232 

双 侧 曲面 ”283 
分 部 求 和 公式 ”22 
分 割 ”213 
分 量 函 数 309 
方向 导数 124 
方 邻 域 ”86 
比 式 判 别 法 8 
比较 原则 6 
贝 塞 耳 不 等 式 78 
贝塔 王 数 190 


五 


平面 点 列 88 
平面 点 集 85 
正 交 64 
正 交 中 数 系 64 
正 艾 级 数 73 
正 项 级 数 6 


加 | 


262 


可 去 间断 点 ”101 
可 求 体 积 243 
可 求 面积 211 
可 寻 314 
可 积 214,243 
可 微 107,314 
凸 区 域 133 
外 积 332 

外 孙 数 118 
外 点 86 

外 微分 334 
汇 ”300 
右手 法 则 292 
边界 87 
发 散 2 


图 


一 
/AN 


曲 顶 柱 体 213 
向 量 307 

向 量 场 ”297 

问 量 场 线 297 
问 量 阻 数 309 
交错 级 数 17 
压缩 映射 定理 341 
同 号 级 数 6 

全 微分 107 

全 增 量 101 

优 级 数 33 

优 级 数 判 别 法 ”33 
闭 域 87 
闭 域 套 定理 89 
闭 集 87 

达 朗 员 尔 判别 法 8 
收敛 2 

收敛 半径 45 
收敛 区 间 45 
收 全 点 26,31 
收敛 域 26,31 


引 


有 限 覆 盖 定 理 90 
有 界 函 数 9] 

有 界 点 集 88 
有 势 场 304 
导数 314 


TY 
E 


余 项 4 

余 驴 级 数 73 

余 集 87 

含 参量 积分 172 
含 参量 反常 积分 179 
阿 贝 耳 引 理 22 


阿 贝 耳 判 别 法 23,33,182 


阿 贝 耳 定 理 44 
阿 贝 耳 变 换 ”22 
间断 点 ”100 

连通 性 ”87 

连续 可 微 ”112 
条 件 收 鳅 ”18 
条 件 极 值 164 


犹 利克 雷 判 别 法 23,33,182 


局 部 利 普 希 效 条 件 ”322 
极 大 (小 ) 点 ( 值 ) 136 
极 坐 标 变换 237 
极限 93,214 

极限 函数 26 
极 值 ( 点 ) 136 


八 畦 


非 正 常 极限 96 
变换 155 

直 积 86 

直径 88,312 
周期 延 拓 66 

单 侧 曲面 283 

单 连通 区 域 227,294 
单 射 ”309 


函数 行列 式 153 
势 函数 304 

法 平面 160 

法 线 115 
拉 贝 判别 法 14 
拉 格 朗 日 乘 数 法 166 
拉 格 朗 日 函数 ”166 
拉 普 拉 斯 方程 142 
拉 普 拉 斯 算 符 ”300 
帕 塞 瓦尔 等 式 ”83 
疼 振 动 方程 1537 
孤立 点 87 

细 度 214 

空心 邻 域 86 

和 2 

和 函数 31 

欧 拉 公式 ”60 

欧 拉 积分 190 


九 图 
面积 211 
重 极 限 97 
复合 是 数 ”118 
复 连通 区 域 227 
逆 变 换 (映射 ) 155 
按 段 光滑 65 
指数 旺 数 ”59 
哈密 顿 算 符 ”298 
绝对 收敛 18 
点 A 的 邻 域 86 
柱 面 坐标 变换 247 
柯 西 判别 法 10 
柯 西 准则 88 
柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 
柯 西 一 阿达 玛 定 理 46 
显 函 数 144 
星 形 线 232 


映射 ”90,155 
泰勒 公式 ”134 
泰勒 级 数 ”52 
泰勒 定理 ”134 
泰勒 展开 式 ”53 
界 点 87 


十 


高 斯 公式 ”290 
调和 场 304 

调和 级 数 3 

原 函 数 231 

原 象 ”90 

部 分 和 1 
部 分 和 郴 数 列 31 
逐 项 求 导 49 

逐 项 求 积 49 
通 项 1 

某 布 尼 茨 判别 法 17 
圆 邻 域 86 

格林 公式 ”224 
根 式 判别 法 10 
积分 区 域 ” 214,244 
积分 变量 214,244 


EE 


十 
| 
国 | 


偏 导 陪 数 109 
偏 导数 ”108 
偏 增 量 101 

隐 函 数 ”144 ,326 
隐 范 数 定 理 ”146,326 
隐 函 数组 152 
混合 俩 导数 129 
维 维 安 尼 体 ”240 
旋 度 301 

旋 度 场 302 
球 坐 标 变换 ”249 


363 


304 索 引 


梯度 126,298 链 式 法 则 ”119,317 
梯度 场 ”298 | ”等 比 级 数 2 
敛 散 性 2 等 值 面 297 
累 次 极限 97 雅 可 比 行列 式 ”153 
累 次 积分 175 雅 可 比 矩 阵 315 
笛 卡 几时 形 线 ”150 
第 >” 个 全套 4 十 三 图 以 上 
第 ”个 部 分 和 1 源 300 
第 一 型 曲面 积分 280 微分 中 值 不 等 式 319 
第 二 型 曲面 积分 285 微分 中 值 定理 341 
第 一 型 曲线 积分 197 微分 形式 ”332 
第 二 型 曲线 积分 203 数量 场 ”297 
距离 。308 黑 赛 矩阵 137,320 

_ 模 308 

1 一 国 稳定 点 “136 

超 平 面 308 聚 点 87 
傅 里 时 系数 65 聚 点 定理 89 
棣 莫 弗 公式 ”60 管 量 场 ”303 
散 度 299 黎 曼 一 勒 贝 格 引 理 79 
散 度 场 300 瑶 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 32,182 


斯 托 殉 斯 公式 ”293 默 比 马 斯 带 283 


人 名 守 引 


(上册 正文 中 出 现 过 的 人 名 不 再 重复 ) 


Bessel,F.W. (1784 一 1864) 中 蹇 耳 78 
de Moivre,A. (1667 一 1754) 棣 莫 弗 60 
Descartes,R. (1596 一 1650) 笛 卡 儿 150 
Euclid( 活 动 于 约 公 元 前 300) ”网 几 里 得 ”308 
Gouss,C.F.(1777 一 1855) 高 斯 290 
Green,G. (1793 一 1841) 格林 224 
Hadamard,J.S.(1865 一 1963) 阿达 玛 46 
Hamilton,W.R.(1805 一 1865) ”哈密 顿 298 
Hesse,L.O. (1811 一 1874) 黑 赛 137 
Jacobi,C.G.J.(1804 一 1851) 雅 可 比 ”153 
Mobius, A.F.(1790 一 1868) 默 比 乌 斯 ”283 
Parseval, M. A. (1755 一 1836) 帕 塞 瓦尔 83 
Raabe,J.1.(1801 一 1859) 拉 贝 14 
Stokes,G.G. (1819 一 1903) ”斯 托 克 斯 ”293 
Viviani,V. (1622 一 1703) 维 维 安 尼 ”240 
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